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Math. Annalen, Bd. 121, S. 1—20 (1949). 


Binare orthogonale Matrizen 
und integrallose Darstellungen isotroper Kurven. 
Lupwic BERWALD zum Gedichtnis. 
Von 


M. Pint in Oberrahmede in Westfalen. 


Im folgenden bezeichnen 2,...,2%,: Y,-+--,Yni--- kartesische Punkt- 
koordinaten eines n-dimensionalen komplexen euklidischen Raumes R, (n = 3), 
kleine gotische Buchstaben e. 3, », r. y, . .. Vektoren in R,, und groBe gotische 


Buchstaben YW, G, H, Mt, RN, R, .. . Macrizen, bisweilen auch Realteile dahinter 
stehender analytischer Funktionen. 

Die algebraische Grundlage der Differentialgeometrie isotroper und ver- 
wandter Kurven f(t) besteht im wesentlichen in Rangaussagen iiber zuge- 
ordnete Gramsche Matrizen vom Typus 


, P a rire or a ae 
% (x’) r*, O@(¢,r') = vi ye G(r .2’ 4°") = 
(k) d*)y k 1.2 
=, i 1. See 


Da die Elemente dieser Matrizen aus den Quadraten und Skalarprodukten 
der Ableitungen des Kurvenortsvektors bis zu einer gewissen Ordnung be- 
stehen, sind diese Rangaussagen Differentialgleichungen fiir die n unbekannten 
Komponentenfunktionen 2, (t), x, (t),..., 2, (t) des Kurvenortsvektors tr (t) 
in der unabhangigen komplexen Veranderlichen ¢. Da es sich um nichtlineare 
Gleichungen handelt, gehéren die so entstehenden Differentialgleichungen 
in die Klasse spezieller Moncescher Probleme, deren Lésung ihres fiir n > 3 
unterbestimmten Charakters halber durch vollstaindige Integrale zugeordneter 
partieller HamiLtonscher Involutionssysteme ,,integrallos“, d.h. allein durch 
Differentiations- und Eliminationsprozesse angestrebt werden kann‘). 

Derartige ,,integrallose Darstellungen“ sind besonders in der dualistischen 
[Theorie der isotropen und verwandten Kurven von Interesse geworden, 
worin man sich ausschlieBlich auf lineare Integralscharen der zugeordneten 
HamittTonschen Gleichungen beschrankt?). 

An Stelle der Gramschen Matrizen @ treten in der dualistischen Theorie 
Gramsche Matrizen § vom Typus 


, 


‘ ‘ , ec, ec o oo Ze C2, eC, ey 
 (e) c?!|, & (e, ¢’) ooh ie ee eh eet & (Cr Ce) . 
. . e’e, ¢2 . Da Fe C1 Ce, €3 


H (€1.e, €}, Co) 
deren Elemente aus Quadraten und Skalarprodukten der Stellungsvektoren 
¢,¢,,¢@,,... und ihrer Ableitungen bestehen, welche die dual zugeordneten 
1) Vgl. z. B. W. Gross: Math. Ann. 73, 109—172 (1913); 76, 244—283 (1915). 
2) Vgl. W. BuascukeE: Vorlesungen iiber Differentialgeometrie I, §23, 8.45; M. Pin: 


Mh. Math. u. Phys. 39, 157—-172 (1932); 44, 1—12 (1936); 49, 261—278 (1940); Math. Z. 
42, 337—354 (1937). 
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linearen Hamittonschen Integralscharen charakterisieren. An Stelle der 
Rangaussagen iiber die Matrizen & treten in der dualistischen Theorie Rang- 
aussagen iiber die Matrizen § mit dem Bestreben, auf diese Weise einfachere 
Moncesche Probleme zu erhalten, insbesondere Ordnungserniedrigungen 
gegeniiber dem urspriinglich gegebenen Monceschen Problem. In manchen 
Fallen gelingt es dabei, die aus den Matrizen & entspringenden Differential- 
gleichungen durch rein algebraische aus den Matrizen § hervorgehende 
Bedingungsgleichungen zu ersetzen und diese mit Hilfe orthogonaler Matrizen 
zu erfiillen, wie wir im folgenden besonders mit Hilfe binarer orthogonaler 
Matrizen zeigen wollen. Die Bestimmung des Stellungsvektors e (¢) einpara- 
metriger Hyperebenenscharen des R, laBt sich zuweilen auf die Bestimmung 
hyperspharischer isotroper Kurven zuriickfiihren. Damit ist dann zunachst 
nur eine implizite integrallose Darstellung gewonnen. In Fallen, in welchen 
die explizite Darstellung durch Auflésung des linearen Bestimmungssystems 
zu umstandlich erscheint, empfieh]t es sich, auf die integrallose Darstellung 
des Tangentenbildes beschrankt zu bleiben und vom Tangentenbild zum 
Kurvenortsvektor durch Quadraturen iiberzugehen. Fiir differentialgeo- 
metrische Untersuchungen erscheinen diese so entstehenden ,,Integraldar- 
stellungen‘‘ den integrallosen Darstellungen véllig gleichwertig, @a ja alle 
auftretenden Integralzeichen bereits auf erster Differentiationsstufe wiederum 
wegfallen. 

Im folgenden entwickeln wir zunachst allgemein die in Frage kommenden 
Methoden und behandeln weiterhin Anwendungen dieser Methoden zur inte- 
grallosen Darstellung der isotropen Kurven des R,, R, und R,; und der von 
ihnen erzeugten Flachen (isotrope Torsen, Minimalflichen usw.). 


§ 1. Die Defektrelation. 


Wir betrachten n—k linear unabhingige Vektoren e, (t), . . ., ¢,— , (t), die 
analytisch von einem komplexen Parameter ¢ abhaingen und & linear unab- 
hingige Lésungen 3, (t), 3, (t), .... 3, (t) des linearen homogenen Systems 
(1) e,3=-*:=e,-28=0, lsksn—l. 


Aus den Vektoren e und 8 bilden wir die beiden assoziierten Gramschen Matrizen 


a i aecs $,8, |! qe—zy |e? ---> 20,2 
(2) M - is R=] - ,l<ksn—1 
8, 81,--+5 $j ©, — pears eo Ong 
(k) (n—k) (k) 
vom Grad k und n—k, vom Rang r una r und vom Defekt t= k—: 
(n—k) 
und T,_, n—k—vr. Wegen (1) zerfallt die Gramsche Determinante 
(mn) (k) (n—k) 
G (8), . . «5 Sp, Cy,» - +) Cp —g) in das Produkt zweier Determinanten G und @G 
(n) (k) (n—k) 
(3) G (B,, . - «> By, Ca, ~~ Cn_z) t G (8, gees 3.) G (e,,..-,Cn—z), LSkSn— 1. 
(k) (k) (k) 


Ist Mt vom Defekt rt, = k—r=1, so verschwindet G. Daher besteht nach 
(3) die lineare Abhangigkeit 


(4) 4,3, + Ag Sg tees + Ay 8p = mye, + Mote +°°* + Mn—e Ca—~ 1LSKSn—1. 


Multiplizieren wir (4) skalar mit e, (r 1,...,n—k), so entsteht wegen (1) 
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(5) uy @yep + °° + pMy—eCn-e ep = 9, lSkaon—l1,r=1,....n—k 
Wegen (4) und der linearen Unabhangigkeit der Vektoren 3 kénnen nicht 
alle Koeffizienten ,,..., 4,—, verschwinden. Somit verschwindet notwendig 
(n—k) (n—k) 

G (€;,.--,;@,—,%) und daher ist % vom Defekt t,_, = 1. Angenommen, es be- 
stiinde t,_,— 2. Dann gilt fiir einen beliebigen Vektor v, 

8) J G@(v,, $...., Be, ay «oop Sqig) = G (By, Oa, s - «5 Ba, Cay < « -p Cg ag) * 

{ . 

G (8, 05 <5 8,1, 03, €y,-- +» Cn -p) = O {0,}. *) 


Multiplizieren wir die aus (6) hervorgehenden linearen Abhangigkeiten zwischen 
den Vektoren v,, $,e mit 8, (a 1,...,k), so kénnen wegen (4) und der 
linearen Unabhangigkeit der Vektoren e nicht alle Koeffizienten der Skalar- 
produkte 8, 0, 8, $g verschwinden. Daher verschwinden notwendig alle De- 


terminanten (8,0), $43, ...; $34), (9494, $404, ++ +s Das Sads + « o Un Mhe © 9% $0) 
fiir beliebige Komponenten des Vektors v, (« 1,...,k). Dann ware aber 
(k) 

mM 3,,3,|| vom Defekt rt, > 1 im Widerspruch zur Voraussetzung % = 1. 


Somit gilt t, = Tt, ~,-= 1. Der analoge Widerspruch ergibt sich unter der An- 
nahme gréBerer ungleicher Defekte (mit Verwendung mehrerer beliebiger 
Vektoren »,, ¥,,...). Damit ist gezeigt: 
(k) (n —k) 
I. Die assoziierten Gramschen Matrizen (2), Wt und N, sind stets von gleichem 
Defekt t=T-,>0 (1S ks n—1) und daher entweder beide regulir 
(t, = T.—) 0) oder beide singular (t,.T,—; + 0). 


n” 

Fiir die Rangwerte der beiden assoziierten Matrizen ergibt diese fiir das Fol- 
gende grundlegende ,,Defektrelation*‘*) 

(k) (n-k) (k) (n—k) 

r—r=2k—n, r>2k—n, ran—2k. 
Fiir die Defekte singularer Matrizen, auf welche wir uns weiterhin allein be- 
schranken, bestehen die Schranken 

lst, sk, lst,-,.sn—k. 


= n 


(k) (n—k) 
In Raumen gerader Dimensionszahlen n = 2k sind Yt und N von gleichem 
({n—k) (k) 
Rang. in Raumen ungerader Dimensionszahlen n 2k+1 gilt r r+. 
- 


Dabei wird stets lineare Unabhangigkeit sowohl der Vektoren e als auch der 
gig 
Vektoren $8 untereinander vorausgesetzt 


§ 2. Orthogonale Matrizenscharen und isotrope Vektorfelder. Berichtigung. 
h+k 
[st YU* (t) eine einparametrige Schar orthogonaler Matrizen vom Grad h + k, 
so bestehen fiir ihre Elemente az, (t) die Relationen 


h+k A+k | t-te = p 
N\ aj, a5 p daz. aF, 0.2 a B 1. 3. h k 
A=1 j= O, a= p, 


*) Das Zeichen = bzw. + bedeutet stets ,,identisch gleich‘ bzw. ,,identisch ungleich*‘ 
in einem gewissen Variabilitatsbereich {...},z. B. r’* = 0 {t}, e’’* + 0 {t}, doch wird diese 
Bezeichnung nicht immer konsequent durchgefihrt. 

3) Die hier gegebene Darstellung der ,,Defektrelation* ist nur eine gewisse den in dieser 
Arbeit verfolgten Zielen angepaBte Modifikation eines Resultates, das bereits von W. Specut 
gefunden worden ist; vgl. M. Prxt: Math. Z. 42, 337—354 (1939). 


1* 
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Setzen wir W(t) = 1 A*(t), so gilt fiir die Elemente a,,(t) = iat, (t) dieser 
Matrizenschar 


h+k h+k —l«=f, 
(1) Yayatap= Y 45,4, = — Sap a, B=1,2,...,h+k. 
A=1 i=1 0, a+ fp, 


Wahlen wir also fiir die Vektoren e, (¢), ..., ¢,—, (¢) des R, die Komponenten 


e; = (A,;, yp, pike = Qacye Bice | 
Co (Ges, Gag, ++ +> Mey, Rha. Qin @ 

k>2,0<h=n—2k, 
Cy (4z;, %e, — a ea Feo % 


Ce+a > (2p 44,1) M+n,2)---> Men e 0, is 0,...,—1) 
und fiir die Vektoren 3, (t),..., 8, (t) des R,, die Komponenten 


J %) ( t 1,0, ...,0, G33, Bey TTT Oy+k,1)> 
(9) Osh=n—-2k,k=?2, 

Sp 3 er 1, Gp, Bop, - - -> Oe 4h, k)> 
so bestehen fiir die ersten k-Kolonnen der Komponentenmatrix (8) die Ko- 


lonnenrelationen aus (7) und ebenso fiir die k-Zeilen der Komponentenmatrix 


(k) 

(9) die Zeilenrelationen aus (7). Somit ist die Matrix I = || $,%,|! («, 2 

1,2,...,&) vom Defekt 1, = k, denn alle Skalarprodukte 8, 3, verschwinden. 
Wegen der linearen Unabhangigkeit und der Orthogonalitat der Vektoren e und 

(Kk) (n—k) (A+R) 

8 liefert die Defektrelation 1, , = t4, = T% =k, r= 0, r=7=n—2k=h. 
Daher gilt: 

II. Zu je k-Kolonnen einer einparametrigen orthogonalen Matrizenschar 
(h+k) (h+k) 
W* (t) = —iU(t) vom Grad h +k=2 +h gehért ein einparametriges k-dimen- 
sionules vollisotropes*) Vektorfeld und ein einparametriges (k + h)-dimensionales 
k-fach isotropes®) Vektorfeld des R.,+),(h= 0). 


Insbesondere gilt fiir h = 0 
(k) (k) 
III. Zu jeder orthogonalen einparametrigen Matrizenschar A* (t) = — i A(t) 


vom Grad k = 2 gehért ein einparametriges k-dimensionales, vollisotropes Vektor- 
feld des R,, mit den dquivalenten Basisvektoren 


|¢ (G43,By9)-- +s @,,,—1,0,...,0), 3, = (+1, 0,...,0,0,5, @gy,..-, Op), 


(10) 


k>2. 
le, = (G51,4p0)--- a,4,0,0,..., — 1), 3, = (0,0,..., + L,a,p.@oz,... Op x), 
Im Zusammenhang mit den Vektoren e,,...,¢, und 3,,...,%, von Satz (ITI) 
betrachten wir noch die Matrizen ||e,¢,|| und || $,%|| (r,s = 1,2,...,). Da 

4) Vgl. zur Terminologie J. Lense: Math. Ann. 112, 139—154 (1935); 116, 297—309 


(1939); Mh. Math. u. Phys. 48, 121—128 (1939). 


8) Vgl. zur Terminologie M. Pini: Math. Z. 42, 337—354 (1937). 
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aus ¢,¢,—0 die Beziehung e;c¢, + ¢,cg= 0 folgt, sind diese Matrizen 
schiefsymmetrisch. Fiir k= 2m—1 verschwinden daher alle Determinan- 
ten |e,e,| und 3,%,|. Bilden wir also das Quadrat der Determinante 
(€;,---»€g,€1,---»@7), so entsteht (mit Verwendung des Lapiaceschen Ent- 
wicklungssatzes) 








k(k +1) O, CO, en ey Ce 
. ie 2 —¢,e4,0, 
ee ee ee (— 1) -s 


,ko1. 
— CC), — Cg ty,--., 0 
Entsprechend miissen die Voraussetzungen einer friiheren Untersuchung ®) 
isotroper Kurven in Raumen gerader Dimensionszahlen berichtigt werden: 
die Bedingungen 
Ce, == 0, (€,,..-, Cg, €1,---€k) # O {t} (r,s = 1,2,..., &) 
sind nur fiir n = 4m vertraglich (m=1)7). Das Analoge gilt fiir die Determi- 
nante (3,,..., 3g, $1, - - «> 8). 
§ 3. Typen integralloser Darstellungen. 


f, ®, .-- fa—z(t) seien n—I analytische Funktionen des komplexen Para- 
meters t. Wir betrachten das lineare inhomogene System 


Qt 4 hi = O,...5Cy—2 t ha-1 = 0, 
ayy Jere th =9,.-. enn kt + fn-4= 0 


‘lslsn-1;lshs:::sl,en-1 
P),. > 2. 4) 
ey + /\”- O, «+5 Cuma, E + fat, = 0, 
von (p+1)n—I1—I1,—---—l, 2m Gleichungen fiir die nm unbekannten 
Komponenten 2, (#), .. ., : x, (t) eines Kurvenortsvektors x (¢). Gelingt die ex- 


plizite Berechnung von x (¢) durch Auflésung des Systems (11) nach 2, (t), 
.. +, L, (t), so sprechen wir von einer Darstellung der Kurve yx (¢) als Ort einer 
einparametrigen R,-Schar des R, mit gegebenen Stellungsvektoren ¢,,.. ., 
¢,—,;- Die Dimensionszahl / nennen wir den Index, die Anzahl p der fiir den 
DarstellungsprozeB erforderlichen Differentiationen der Vektoren e und 
Funktionen f die Ordnung, das Zahlenpaar (1, p) den Typus der Darstellung. 
Eine Darstellung einer Kurve des R, heift regulér, wenn die Matrix 
lags i ws es ef”, . . Gane | fiir einen gewissen Bereich des Parameters ¢ 
vom Rang n ist, sie heiBt singular, wenn diese Matrix von kleinerem Rang ist. 
Fir (p + 1)n—I—1,—---— |, =m sprechen wir von allgemeinen, fiir 
(p + 1)n—l1—1,—---—1,> 1 von speziellen Darstellungen. Im regu- 
laren allgemeinen Falle bleiben die in die Darstellung eingehenden analyti- 
schen Funktionen f, (t), . . ., f,—, (t) bis auf gewisse Ungleichheitsbedingungen 
frei wahlbar, in regularen speziellen und in allen singularen Fallen unterliegen 
sie aus Kompatibilitétsgriinden gewissen linearen (Differential)-bedingungen. 
Zuweilen gelingt eine praktische Durchfiihrung der Rechnung zur Aufstellung 
expliziter Darstellungsformeln nur durch vorhergehende Spezialisierung einer 


6) Vgl. M. Punt: Mh. Math. u. Phys. 49, 261—278 (1940). 
7) Vgl. *), FuBnote 5, 














6 M. PINL: 
oder mehrerer der an und fiir sich frei wahlbaren Funktionen f, (é), .. ., 
f,~,(t). Derartige Darstellungen nennen wir partikulare Darstellungen. Eine 
Darstellung heiBt symmetrisch, wenn 1 = 1, =-++-=l 
metrisch. 


» andernfalls asym- 

Befriedigt die aus (11) hervorgehende allgemeine Lésung r (t) das MoncE- 
sche Problem @(r’,r”,...) =0 oder auch ein System solcher MonceEscher 
Differentialgleichungen, so sprechen wir von einer integrallosen Darstellung 
einer solchen Kurvenklasse, insbesondere von einer. integrallosen Darstellung 
der (einfach) isotropen Kurven, wenn ® = 0 mit rz’? = 0 identisch ist§). 
Diese Terminologie ist besonder dann gerechtfertigt, wenn es auf rein alge- 
braischem Weg gelingt, die fiir die Lésung des Monceschen Problems cha- 
rakteristischen Vektoren e, (t), ...,¢,—,(é) anzugeben ®). 

Fiir jede Lésung rx (t) bestehen die Gleichungen (11) identisch in t. Diffe- 
renzieren wir unter dieser Voraussetzung die Gleichungen der ersten Zeile 
des Systems (11) einmal nach ¢ und beriicksichtigen die Aussagen der zweiten 
Zeile, differenzieren dann die zweite Zeile und beriicksichtigen die dritte, 
schlieBlich die vorletzte und beriicksichtigen die letzte, so entsteht 


‘ an ; p-)) (Pl) 
(12) et a ee is aan rt ‘19 Tink. § 0. 
¥ ; . SP). \ 
Im allgemeinen regularen Falle gilt (@1, ++ +» nz.) 0 und n—l, 
: (p—1 
n—l, l, so daB in diesem Falle die Vektoren e,, ..., ce?” linear un- 
p 


abhangig sind und die Anzahl der Orthogonalitatsbedingungen fiir den 
Tangentenvektor ry’ durch den Index der Darstellung gegeben wird. Sind 


dann 3,,..., 8, _,n—l linear unabhangige Lésungen des linearen homogenen 
1 n-l gig fe 
Systems 

= : . (p—1) . (-1), 

e,8=°=¢,_,38=°*°= ej Sm G-< $= 0, (n—l, + ---+n—-l1,=l), 


so gilt nach (12) 


(13) r 4,3; st hee + ih, 1°n-I- 

Die aus (11) hervorgehende Darstellung ist dann und nur dann eine allge- 
meine regulare integrallose Darstellung einfach isotroper Kurven des R,, 
wenn alle aus (13) hervorgehenden Vektoren ry’ isotrop sind, d.h. wenn die 


(n—l 
Gramsche Matrix It der n —/ Vektoren 3,, . . ., $,., vom Defekt t,_,; = n—l 
(2) 
ist. Vom gleichen Defekt ist nach (I) die Gramsche Matrix ® der l-Vektoren 
3) @ 
(p- 1 ; 
ee SEO 2 RO ey? rag Daher ist M vom Rang r= 21—vn. 


Somit gilt 


IV. Der Index einer allgemeinen reguléren integrallosen Darstellung iso- 
troper Kurven des R,, liegt innerhalb der Schranken 


(14) > xtse—!. 
Mit diesen Schranken bekommen wir z. B. fiir die Dimensionszahlen n 3, 


4, 5,6 die folgenden Index-Ordnungs- und Typenwerte 


*) Vgl. *). 
*) Vgl. *), S. 265. 
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@ 
n 2.3 S36 4.8 l, n—l 1, r=2l—n 0, 
Pp : 
(l) 
n ea ey Fy 2. n—l . r 2i—-n l, 
p=2, (l, p) = >. 


(d) 

a5) J »=4,2s1s3,l=2,3, n—l=2,1, r=21—n=0,2, 

p=1,3, (l, p) = (2, 3), (3, 3), 
(l) 





Nach den Ergebnissen von § 2 verschwinden die Determinanten (e, e’) (n = 2, 
(1) (3 
r = 0) und (€,, eg, eg, Cy, Ca, &3) (n = 6, , 0). Daher sind die entsprechenden 
jin (15) nicht angefiihrten] Typen (1, 1) und (3, 1) singular. Die Typen (2, 2), 
(2, 1), (3, 3), (4, 4), (4, 2), (5, 5) sind Typen allgemeiner symmetrischer Dar- 
stellungen, der Typus (3,2) ein solcher einer allgemeinen asymmetrischen 
Darstellung (1 = 1, = 3,1, = 4> lI). 

Fiir p = 1 ist im Falle allgemeiner Darstellungen n = / + 1, und im re- 


gularen Falle nach (14) - < n—l, oderl, = ~ sist4,d.hi=l ~ I= 2n. 


9 9’ 
Das bedeutet, wenn wir noch die SchluBergebnisse von § 2 beriicksichtigen: 
V. Die allgemeinen reguléren Darstellungen isotroper Kurven sind min- 


destens von der Ordnung p= 1. Derartige Darstellungen erster Ordnung sind 
stets symmetrisch und nur in 4 m-dimensionalen Réumen méglich. 


SchlieBlich ergibt sich aus (11) unmittelbar: 


VI. Die allgemein reguldren integrallosen Darstellungen isotroper Kurven 
von maximalem Index | = n — 1 sind auch von maximaler Ordnung p = n— | 
und stets symmetrisch. 


Der andere Extremfall / = 1 fihrt fiir n = 2 auf singulare und fiir » = 3 
auf spezielle Darstellungen, besitzt jedoch den Vorteil, mit der Minimalordnung 
p = 1 auszukommen. Wegen n—I1 = n— 1 sind im allgemeinen in R,, be- 
reits fiir die Vektoren ¢,,...,@,,€1,--->@n lineare Abhangigkeiten zu er- 
warten. Analog liegen die Verhiltnisse fiir] = 2 und nm = 5 usw. Zur naheren 
Diskussion betrachten wir nunmehr die Verhaltnisse in den Raéumen der 
Dimensionszahlen n = 3, 4, 5. 


§ 4. Die Typen (1,1) und (2,2) in R;. 
Fir n = 3, 1 = p= 1 erhalten wir aus (11) das System 
(16) er+f=Oerth=—Oert+h=0,e2r + fe =. 


Wegen (p+ 1)n—I—1,—--+-—1,=4>3 sind somit die Dar- 
stellungen vom Typus (1, 1) in R, speziell (in R, ist dieser Typus singular!). 
Jede Lésung x (t) des Systems (16) geniigt den Orthogonalitaétsbedingungen 
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¢, 2 ae 0. Soll also y’ stets isotrop ausfallen, so ist der PLiick ersche 
Vektor [e,, ¢,] notwendig isotrop. Dann bestehen die Gleichungen 
[e,, Cg]* = c? 2 —(e, e,)* = 9, (z’, c,, €g) = 0, g’ = Ale, +A, eg. 
Wir setzen entsprechend 
(17) e, = (t, —1, 0), ce, = (iV 1+, 0, —1), e? -¢2 — (e, e,)? = 0 
und erhalten damit aus (16) 
tz,—2,+/,=0,i/l+F2,—2,+/,=0,4,+/=9, 
it , 3 it F 
ive a+ fe=90, dh. fe hi 


mit der Auflésung 





—fil(t)dtr 


(18) | s, = —f,, =.= —th +},,%,= —% I+Ph+i| : 
a yl+7? 


fs 





Fiir die ersten beiden Ableitungen des Kurvenortsvektors erhalten wir die 
Komponenten 


| x fi. 22 fi. x3 (Pl+ PAs PHO e As 
(19) , ww on ” , oye vt ” 
, | ry ~ fi, % th, —h. 2s ipl+e@fr- yi-e fi 


” 


und daraus fiir die Determinante (z’, x’’, 7’’’) und den (bis auf eine additive 
Konstante bestimmten) ,,natiirlichen Kurvenparameter‘ z (t) die Werte 


t 
p $j;* "4 Vii dt 
(y’ x” 2”) i. ;, a(t) [ Ve" dt | 1 
(1 + @)* ‘ yl+t? 
oO to 


Die Determinante (r”’, ¢,, e.) verschwindet nach (17) und (19) identisch. 


Fiir n = 3, l= p= 2 erhalten wir aus (11) das System 
(20) ex+/f=0, e’r+/f'=0, er 4 rr” = @ 
und damit fiir e? = 0, (e, e’, e’’) + 0 den allgemeinen reguléren Darstellungs- 
typus (2,2), welcher den klassischen Fall der integrallosen Darstellung der 
isotropen Kurven des R, als Ort ihrer Schmiegebenen betrifft. Die expliziten 
Formeln dieser Darstellung sind wohlbekannt, so daB wir sie hier iibergehen 
kénnen!*). Bemerkenswert an dieser Darstellung ist der Umstand, daB sie 
eine Bestimmung des fiir die Lésung des Monaeschen Problems charakteristi- 
schen Stellungsvektors e (¢) auf rein algebraischem Wege (aus der Bedingung 
e? = 0) gestattet, obwohl p > 1. Wegen / = 2 erhalten wir namlich aus (20) 
die beiden Orthogonalitaétsbedingungen e x’ = e’ x’ = 0 und daher fiir y’?=0 
den isotropen PLickerschen Vektor [e.e’]. Da ferner ex” = 0, ist e: 
o[xr’.x’’] und somit e? = o? (r’* 7’? — (x’ x’’)?) = 0,0 +0. Da die Matrix 
© (e, e’) vom Defekt 1 und e? = 0 ist, ist notwendig e’? + 0. SchlieBlich gilt 
(x’, e, e’) = (x, e, e’) = 0. Diese zum Teil wolhlbekannten Ergebnisse for- 
mulieren wir folgendermaBen: 


10) Vgl. z. B. *), (W. BLascHKE). 
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VII. Die spezielle Darstellung (18) der isotropen Kurven des R, vom T ypus 
(1, 1) lést das Moncesche Problem x;? + x? + 23% = 0 durch die Gratlinien 
einparametriger isotroper Geradenscharen von den Stellungsvektoren e, (t), es (t), 
deren Bestimmung gemaéB e? e2 —(e,e,)* = 0 rein algebraisch erfolgt, und 
hiingt von einer (bis auf die Bedingung fj + 0)™) willkiirlichen analytischen 
Funktion f, (t) ab. Die von den Vektoren e, und e, aufgespannte einparametrige 
Ebenenschar ist mit der Schmiegebenenschar der Gratlinie identisch. 

VIII. Die allgemeine regulire integrallose Darstellung der isotropen Kurven 

des R, vom Typus (2,2) list das Moncesche Problem x}? + 24? + 23? = 0 
durch die Gratlinien einparametriger isotroper Ebenenscharen vom Stellungs- 
vektor e (t), dessen Bestimmung geméB e® = 0 von der Ungleichheitsbedingung 
e,e’,e”") +0 abgeschen, rein algebraisch erfolgt, und héngt von einer (bis auf 
die Bedingung f'” +0)**) willkiirlichen analytischen Funktion f(t) ab. Die 
einparametrige Ebenenschar der Darstellung ist mit der Schmiegebenenschar der 
Gratlinie identisch. 
Bekanntlich werden die isotropen Geraden des R, von der integrallosen Dar- 
stellung der isotropen Kurven des R, vom Typus (2, 2) nicht erfaBt und er- 
scheinen als die sog. ,,diskriminierenden Lésungen“ des MoncEschen Problems 
x? + 25? + 2,2 = 015). Dasselbe gilt auch fiir den speziellen Darstellungs- 
typus (1,1) in R,, wie man den Formeln (19) und (18) entnimmt. Fir 
r’’ = 0 {t} ist nach (19) offenbar fj’ = 0 notwendig"). Fiir eine lineare Funk- 
tion f, = at + B folgt jedoch aus (18): 2, = —a, z= B, 2, = — ia. | 1 + é2, 
d.h. auch rt konst. 


§ 5. Die Typen (2,1) und (3,3) in R,; hypersphirische isotrope Kurven. 


In R, stehen zwei Typen allgemeiner regularer integraJloser Darstellungen 
isotroper Kurven zur Verfiigung. Wir beginnen mit dem Typus (2,1). Auch 
diese Darstellung ist bereits bekannt#5). Wir bringen sie hier in Zusammen- 
hang mit der Darstellungstheorie der Gruppe der oo! Drehungen der euklidi- 
schen Ebene und betrachten zu diesem Zweck zunachst eine rationale Dar- 
stellung dieser Gruppe durch die orthogonale Matrix ?*) 


1— 7 2p 2 _2ip 
(2) l+p*’ 1+, (2) (2) l+p’ 1+Pp . 
(21) D* —iDd,D ,t=)—1. 
—2p 1— p* —2tp Ret 
l+p ’ l+p +p l+e 
Setzen wir p = p(t) und wihlen fiir e, (¢), e, (t) die Komponenten 
. 1-7 2ip , 2ip . l-—7 
> (t) = | nit en = ‘ Dn BEL 
at)=litpe- ite? l, ), es(t) ( i+’ ‘ice 


(2) 


— : . ef, &y &e || 
so ist die einparametrige Matrizenschar § (t) = || *’ * ? 


| @g @y, €3 || 
Fiir die Determinante (e,, ¢2, ¢j, ¢;) bekommen wir 


vom Rang Null. 


11) Vgl. die SchluBbemerkungen in diesem §! 

12) VY gl. 10), 

13) Vel D. Hitzert: Math. Ann. 73, 95—108 (1913); *), (W. Gross). 

14) Fir /// + 0 ware sogar (r’, 1”, r’”) + 0 {t}! 

18) Val. *) §§ 2, 3. 

. Vgl. z. B. F. Kier: Vorlesungen iiber Nichteuklidische Geometrie, Kap. III, 
§ 2, 8S. 110; Berlin: Springer 1928. 


la 
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—4ip 27 (1— p*) 
(li+p?’ (1+p? 














(€,, Co. €}, Cs) = p’? (€,, Ce, €), Ce) = — Pp? nititiiets. «aiie 
re + O{t}.(é a) re 
und daher aus dem linearen inhomogenen System 
e(Or+fo=t ia a, + ae %o— Xz + f, (t) = 0, 
(22) — +e - es re - se : ap ha fh "). 
"eye + fy) = OE + Ae at ha 0 
die rationale integrallose Darstellung 
(23) vy | ph, =F I) r,=1| =F hy Pfo), rs=f, 4 tf hes 
al | tf h, + fe 
Fiir den Tangentenvektor y’ erhalten wir 
z ip’ (fh, Phe rh; T 3 s le} 
rip | phy fe + =F h pis) ate tian Pe , 
P o(f ; ai Z j:), r r, a, = 0{t, f,,fe}- 
x,=p (—phit fe i h,). 


Wegen der Aquivalenz der Basisvektoren Q;,---,e@g,und 3,,..., 3 in Satz III, 
der hier zu Grunde liegt, kénnen wir gemaB (11) und (21) das System (22) 
durch 

a ein 
fF () = 2 + ‘(1—P) 48 sa f* (t) 


$, (02° 4 it Typ Typ % 7s 
2ip* i (1 — p?) ¢ 

3, (t)r* + f* o4 Po Ps 0 

Bo (Ff) iP (é) v, l+? *» 1+ p? u, Is (t) lit afi \ 
2! , * —4ipp’ + 2i(1—p*)p’ . ier dp)’ 
a ()r* +f" = (ae pe 7 (apy % 4 ifr =9, 

=f *, 2i(1—p*)p’ + 4ipp’ * . ae 

S, (t) r* 1 f (t) (1 +p? z, - (+p) x, + {tp 0 


ersetzen und erhalten die rationale integrallose Darstellung?’) 





l+P ; 1+p ; *Lonj 1—p* is’ 

af = — 4S ER. f= —- 8 -—SER. 8 = — i(k -—E ht). 
s1l—pe ; : 
af = —i(—S* ff + ph) 








17) Der Ubergang von der Basis ¢,,¢, zur Basis 3,,%, bedeutet, wie der Vergleich 
mit (23) zeigt, nur triviale Anderungen! 








Integrallose Darstellungen isotroper Kurven. ll 


; —2i 


” ow ,  ,l—t — = 
Wahlen wir insbesondere p(t) = i p aaorh 5 (1 +-@)f,, 


1+?’ 
fe ; (1 + #*) f,, so entsteht aus (23) die einfache rationale Darstellung 





; 9 , 1 9 ‘ ] 9 , ; ° ‘ 
= —Zl@-VYK+5C+VK m=—Zl+DK-Ze_-DfK, 


2 
%=f,+ itf, t= —itf; L- fy 


r 








mit deren Hilfe die isotropen Kurven des R, bereits bei friiherer Gelegenheit 
untersucht worden sind'*). Da zwar die Determinante (r’,¢, ,¢2, 0), aber nicht 
die Determinante (z’’, ¢,. ¢2, 0) identisch in » verschwindet, gilt 

t= Ae, + Ate, 2" + HC, 4- Hele. 
Unsere Ergebnisse bedeuten: 

IX. Die allgemeine regulire integrallose Darstellung der isotropen Kurven 
des R, vom Typus (2, 1) list das Monarsche Problem x{? +- x3? + 23? + a3? = 0 
durch die Gratlinien einparametriger vollisotroper Ebenenscharen von den 
Stellungsvektoren e, (t), g(t), deren Bestimmung gemap e? =e, e, =e? =0 
von der Ungleichheitsbedingung (e;, ¢2,¢,,¢,) +0 abgesehen rein algebraisch 
durch die Elemente bindrer orthogonaler Matrizen erfolgt. Sie hingt von zwei 
willkiirlichen analytischen Funktionen },,{. und deren ersten Ableitungen ab. 


Die einparametrige Ebenenschar der Darstellung ist mit der Schmiegebenenschar 
der Gratlinie nicht identisch. 


Fiir n = 4,1 = p = 3, f, = y erhalten wir aus (11) das System 
(24) e r * y _ 0, e’ r "a y’ aah 0, e”’ r 1 y”’ -_ 0. e’”’ t ry y” _— 
und damit nach (12) die Orthogonalitatsbedingungen 
(25) ex =e’r’ =e" 7 =0; x =a, fe, €’,€e"], o, 40. 
Soll also z’ stets isotrop ausfallen, so ist der PLtckersche Vektor [e, e’, e’’] 
notwendig isotrop und die aus (24) hervorgehende integrallose Darstellung 
der isotropen Kurven des R, ist allgemein regular vom Typus (3, 3), wenn 
iiberdies (e, e’, e’’, e’”’) +0. Aus (25) folgt durch weitere Differentiation fir 
jede Lésung r 

er’ =er”’ =er’” =( e=o,[r',r",.2'"'), o, +0. 
Bekanntlich sind die analytischen ven des R, mit isotroper Trinormale 
{x’, 2”, r’”’] keine isotropen Kurven dieses Raumes!*), Daher kénnen wir e 
als Einheitsvektor voraussetzen und die Defektbedingung t, = t, = 1 durch 
e’? = 0 erfiillen®*). Dann gilt ee’ = ee” = e’e’”’ = 0 und somit 





18) Vgl. *), § 3. 

1%) Vgl. E. Scurenzev: Sitzgsber. Akad. Wiss. Wien, Math.-naturwiss. Kl. 138, 
439—446 (1928); M. Prnt: Mh. Math. u. Phys. 39, 170—171 (1932); 44, 9 (1936); J. Lense: 
Math. Ann. 112, 139—154 (1935). 

20) Aus e? = 1, ee’ =0, ee” = — ec’? =0 folgt [e, e’, e”]? = 0. Umgekehrt gilt zu- 
naichst r’ = Age +/,e’ +A,e”. Da tr” =er”’ =e’r” =0, e”’ rt” + 0, folgt durch 
skalare Multiplikation mit ¢’ das Verschwinden von /,, sodann durch skalare Multi- 
plikation mit e wegen e? + 0 auch 4, = 0. Somit verbleibt r’ = /,e’ mit A, +0, da 
r’ + 0. Wegen r’? = 0 ist also notwendig auch e’* = 0. e’”? = 0 ist also fiir die Erfillung 
der Defektbedingung im Falle einer anisotropen (Einheits)trinormalen notwendig und 
hinreichend. 











1,0,0 


0 a anil 0, 0, O, —e” ean 
26) [e,e’,e” |? =| 0,0,0 ce er — (e’’2)3, 
(26) [e,e’,e”’] » ( ) . eee ) 


0, 0, e””? 0.—e"2. 8 e 
Nunmehr deuten wir den Trivektor e (¢) als Kurvenvektor einer hypersphari- 
schen isotropen Kurve in R,. Setzen wir allgemeiner e? = C* und benutzen, 
um einfachere Formeln (und insbesondere fiir die Differentialgleichung der 
hyperspharischen isotropen Kurven konstante Koeffizienten) zu bekommen, 
die transzendente Darstellung 


(2) cost, — sint (2) (2) i cost, —isinit 
Man! fared 
>* iD, 2 
sinf, cost tsinf, cost 


der ebenen Drehungsgruppe, so ergibt sich fiir die Trinormale nach dem friiheren 
Verfahren die transzendente regulare allgemeine integrallose Darstellung vom 
Typus (2, 1)**) 


(27 { e(t) [i(—/f' sint +g’ cost), —i(f' cost + g’ sint),f—g’,f' +g], 
ai) 2 Pt , 12 9 2 
\ e? = 2(f'9—jfg7) +Frt+g¢=C*. 
Die beiden in die allgemeine regulare integrallose Darstellung isotroper Kurven 
des R, vom Typus (2,1) eingehenden analytischen Funktionen [f(t) und g (t)] 
unterliegen also im Falle hyperspharischer isotroper Kurven einer Prarrschen 


f 


Differentialbedingung. Zur Separation wahlen wir g+0, setzen g (t) 
G 
und erhalten aus (27) fiir C + 0 
c C . 99’ +e" 
27+ ¢+l=—,g .g =—-Cc—?P 7? — 
v Vl+29'+¢? (1+ 29’ + 9*)3 
a ” 
f ‘ai ¢ f oO ? ++ A 
Vl+29' + ¢ (1+29’ + 9%): 


(28) 


Indem wir noch die Komponenten der Trinormalen mit e, (t), . . ., &, (t) be- 
zeichnen, gewinnen wir aus (27) und (28): 


X. Die isotropen Kurven einer Hypersphiire des R, vom Radius C +0 
gestatten die allgemeine reguldre integrallose Darstellung 


é, (t) —-—iC (y’ + 29%—@ yp’) sint + (Pe +p”) cost 
(1+29’ + ¢*)2 
es (t) : _ ic (p’ + 2p%—gpo”) cost — (po + »”) sint 


(29) Srey tr 7 
e5(t) =C PtP t3ee +e" 

(1+ 2’ + ¢*)2 
a() =c te tse +39" —99" 


(1+ 29’ + 9): 


; et = C?, ce’? = 0{t, —}, 





die von einer willkiirlichen analytischen Funktion  (t) und ihren ersten beiden 
Ableitungen abhangt. 


: ' , ’ cost, — sint . : cost, sint 
21) in *) ist an Stelle der Matrix die Matrix verwen- 


sint, cost — sin t, cost | 
det worden. 
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Fiir eine regulare Darstellung vom Typus (3, 3) miissen wir nach (26) e’’? + 0 
fordern. Diese Bedingung ist bei allgemeiner Wahl von » (¢) immer zu er- 


fiillen. Z. B. ergibt op = — - 
2iC 2ic . —2C , —2Ct 
1 = ro cost, e,(t) = — a sint, e,(¢) = — C, e,(t) = a 
’ 240 ‘ ’ 2% : 
e, () =— = (tsint + 2 cost), e,(t) = id (--t cost + 2sin#), 
, 40 , 2Ct 
es (¢) = 3 ’ e, (t) = 8 > 
” 2:C . , : ” 2iC . ~~ 
e, (t) —- 7 [— 4tsint + ( —6) cost], e, (t) =- ” [4t cost + (t? — 6) sin#], 
” 12C ” 4Ct 
é, (¢) = a e, (4) = — rm 
und daher 
2 = "2 . 40? 
e? as C?, eS ae 0, c'F as — —— & 0 {8}. 


Das bedeutet: 


XI. Die allgemeine reguliire integrallose Darstellung der isotropen Kurven 
des R, vom Typus (3,3) list das Moncxsche Problem x{* + x? +- x2 + 23? = 0 
durch die Gratlinien einparametriger R,-Scharen vom Stellungsvektor e (t). 
GemaB e? = 1, e’? = 0 laBt sich e (t) integrallos darstellen und die dabei auf- 
tretende willkiirliche analytische Funktion g (t) so wiihlen, dap ec’? +0 und 
damit (e, e’ e”’,e'’) +0 erfiillt wird. Die Darstellung hiingt von zwei willkiir- 
lichen analytischen Funktionen op (t) und wy (t) und deren Ableitungen bis zur 
fiinften Ordnung ab; die einparametrige R,-Schar der Darstellung ist mit der 
Schmiegraumschar der Gratlinie identisch. 

Fiir C = O erhalten wir an Stelle von (28) mit einer beliebigen Integrations- 
konstanten c 


29'+ g?+ 1 0,2 / nee Z2arctg g —t+te; 
-—t : r p—# ( oc—t 
f=gte—.f g tgs —F (i+) 


und daher 


XII. Die isotropen Kurven auf dem isotropen Hyperkegel des R, gestatten 
die allgemeine regulére integrallose Darstellung 


g 
(2 


e, (t) - il($ 


~ 


e; (t) =i 


, 





~0—9 eS | : 
tg? <> —g tes )sint + g’ cost 





’ 


st , >t 92 
te —g tg~Z } cost — g’sint 





1™ pole bole 


c— ? : c—t g o c—t\. 
es() =9tg—S——9', a(t) =g' tg —>— + 9 (1-te*—-); 


e?=0, e*=0 {t,g}, 
die von einer willkiirlichen analytischen Funktion g (t) und ihrer ersten Ab- 
leitung abhangt. 
Fiir die isotropen Kurven auf e? = 0 gilt 


(e,e’,e”,v) =O{t,n}, d-h. Ae + A,e’ + Ae” =0. 
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Fir e’? + 0 ergibt skalare Multiplikation der letzten linearen Abhangigkeit 
mit e das Verschwinden von des fiir e’” 0 folgt e’? e’ e”’ e’e’”’ 
e’ elV 0; in beiden Fallen verschwindet die Determinante (e’, e’’, e’’’, e!Y) 
dentisch. Da sogar (e’, e’’, e’’’, ») identisch in » verschwindet, gilt: 
XIII. Die nichtlinearen isotrope n Kurven auf dem isotropen H yperkegel 
c* 0 des R, sind ebene Kurven: sic liege n in den ge map e’? = ee’ =e? = 0) 
vollisotropen Ebenen des Hyperkegels** 
Die isotropen Kurven auf e? 0 sind also fiir den reguliren Typus (3, 3) 
in R, unverwendbar. Analog wie in R, erfassen auch in R, die hier angefiihrten 
integrallosen Darstellungen nicht alle Lésungen des Monegschen Problems. 
Um jedoch den Rahmen dieser Untersuchung nicht zu iiberschreiten, ver- 
zichten wir hier auf eine Behandlung dieser diskriminierenden Lésungen 2%). 


§ 6. Der Typus (4,4) in R,; zweifach isotrope Kurven. 
Fiir x 5,1 Dp 4 erhalten wir aus (11) das System 


30) ex f 0, eT f’ Oe és bs O,e'r i 0, ey f*’ 0 


und damit nach (12) die Orthogonalitatsrclationen 


31) eg =e =e fz 2 0, x g,{e,e,€ ,€ |, % +0 
Soll also x’ stets isotrop ausfallen, so ist der PLUcKERsche V‘ tee i'.¢5¢ 3c 1) 
notwendig isotrop und die aus (30) hervorgehenden integrallosen ‘tet Tal 
der isotropen Kurven des R, sind allgemein regular vom Typus (4, 4) wenn 
iiberdies (e,e’, ec”, ec’, e'Y) +0. A 30) folgt durch weitere Differentiation 
i jede Loésung r 
32) ex’= eg” = er” = er'*=0, eg’+ ce’ g'Y= 0; c=, [z’, 2", 2°", FY), og +0 
mit im allgemeinen anisotroper Quadrinormale [y’, x”, r’’, x'Y]. Die Bestim- 
mung des Stellungsvektors e¢ (#) der R,-Schar einer allgemeinen regularen 
e, ce’, ec’, e’”’ ]? = O fiihrt 
im allgemeinen auf ein Moncesches Problem dritter Ordnung. Fiir die ein- 


Darstellung vom Typus (4,4) aus der Bedingung 
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fach isotropen Kurven des Ry (y'? = 0, x’? + 0) erscheinen daher allgemeine 
regulare Darstellungen vom Typus (4,4) wenig empfehlenswert. Im Falle 
zweifach isotroper Kurven des R; (x? r’2=0, 7"? + 0) liegen die Ver- 
haltnisse fiir diesen Darste Jlungstypus wesentlich giinstiger, da sich fiir diese 
Kurven die Bestimmung des Stellungsvektors e (t) auf ein Moncesches Pro- 
blem erster Ordnung reduziert, das sich auf die integrallose Darstellung der 
hyperspharischen isotropen Kurven des R, zuriickfiihren laBt. Da jetzt 


33 B= Hee Het = ey = 0, Yrs, 
folgt aus den allgemeinen Bezichungen 
{ re =A¢+4,c’ + i¢ A,e’” + a,c" 
34) Ee ; F i 
| x Myt + 2%, C" +- HC #3¢ x,’ 
durch skalare Multiplikation mit x’, 2”, 2°" r'Y und Verwendung von (31), 
(32) und (33): A, = A, = 4, = Ay = %, = *% = x, = 0. Damit entsteht aus (34) 
x Ag(tje. x Age Age. = A, ¢ = Age Ay¢ , = he, ¢ oh, t 
3 Ae” ee + Ve tAo’e’ + GaSe” 4+-4A,e°" Age". 


#2) Ein Beispiel einer solchen ebenen Kurve ist in *), § 3, S. 268 gegeben worden. 
23) Val. 33). 
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Die Schmiegebenen dieser Kurven sind vollisotrop™*), die Quadrinormalen 


[r’, 2, 2°", r&] isotrop. Daher bestehen auch noch die Beziehungen 
eal ce? ee’ e’2 2. fe¢,¢€ ,.¢€ F 0, (e,e’, ec”, e'”", elV)2 (¢’'2)5- 
35 me + on ane 

| (x 2”... ge, g’) = 28 (e,€',€°,€°° ©"). 


Fiir ¢’’2+ 0 ist somit (e, e’, e’’, e’”’, ef) + 0 und ebenso (y’, yr”, eV, cY) 0 
Im Gegensatz zu den Ergebnissen von Satz XIII sind also die isotropen 
Kurven auf dem isotropen Hyperkegel e? = 0 des R, fiir die allgemeine regu- 
lire integrallose Darstellung zweifach isotroper Kurven des R,; sehr wohl 
zu verwenden. Um einen speziellen Fall vollstandig durchzurechnen, wahlen 
wir fiir den Vektor e (¢) die Komponenten*) 





“42 i ae A 1—2 t 
e; it? cos ; » Cg if? sin ; » Cs 5 e, t, es = 
e- O ft}, 
oe” | 4 4 9s t re Dt } . A 
' t| sin ~tco } 2 ‘ico -'5i1n t| C3 ’ 
6, l,e,=0; e” {ft}, 
, = l 2. l l aa > 
(36) é, t = COS= 7, on; ga ©O8 j }, @y it sin cos 
1) , , 
? 2 ; 
sin i) é, 2, es, 0, € O: ¢ rr += () 
we . 4s ’ —1 we 0 ws 0 , 0 
€, rr sin j 7 rm cos es e, = e; 
, i 7 ] , i ioe 
el ~|4sin cos } elV | 4cos sin - 
t® t t t : ts t t t/ 
elV 0, elV 0. elV 0. 
4 - 


Damit bekommen wir an Stelle von (30) das spezielle lineare inhomogene 
System 
- 1-20 | i : 





it? cos ry {= sin Le . f. tx, >» % +f 0 
] : l ] ey 8 a 
i {sin i = cox >) xy + | COs — =f sin --} %% ot Z. Ky 
f(t 0 
‘ l ] ] gate) a 
o> (2 ¢* cos 2¢ sin COs }x, +7 2 t? sin 2 t cos 
4 t t t/ t 
sin }a 2 (22 t? f’’ (t) 0 
l l 
‘ ‘ ayrrr 
sin , ry COS F Ly it ] t) 0 
a ] ] oy . 
i4ésin cos —-] #, + [44 cos sin} 4, i 18 FIN (t) 0 
t t t t . 
24) Vgl. 4). 
*5) Die Konstruktion der Komponenten (36) ist fiir C = 1/2 derjenigen von (99) fiir 


y t/2 nachgebildet worden. Der Ubergang zum reziproken Parameter 1/¢ ist nur fir 
die Vereinfachung der Berechnung der Determinante des Systems (37) von praktischer 
Bedeutung. Dafiir muf die in die Darstellung eingehende Singularitét t= 0 in Kauf 
genommen werden. 

















16 M. Prst: 


mit der Determinante 


ey» Cp & ; 
&. on 0S, — 1, 0 
et, #ey,—2#, 0, 0 
wee, a, & &8 


_ ittelY, —itel’, 0, 0, 0 


, 1 
sin cos 
F Si t - 

—ift? =t#?+0. 


2 ] ] , 
| 4tsin 7 + cos = , 4t cos 7 sins 


Die Auflésung ergibt 





441 l - 1\ ow, L avi 
a itt |(4t cos 7 — sin 7)! + # cos = fy), 





9 LT) pr) gern 1 gy] 
Zs - itt |(4e sin 7 + C08 r)f + #* sin ; ft P 

: ” ‘ 2 “"r 1—2? ; 

(38) z= $f" + (3-400 7" + 2" wpy, 


x= f' —tf’ —5sef” — ep, 


%, = 2if — 2itf’ + 5 (22+ 1)f" + 3ie7” 4 











mit dem isotropen Tangentenvektor 


x [(1 + 204?) 7’” + 108 f'Y + tf’ Jit? cos dq (t) e; (4), 
“= —[(1+ 200) f'" + 108 PY + 4 fp’ ] isin Ag (t) es (t) , 
—_ 9 {2 
x [(L + 2027) 7’'’ + l0o#f'¥ 4 if] = Ag (t) &s (t) , 
a= —[(1+ 2087" + 10FPf*+ef jt dg (t) &q (8) , 
x [(l + 208) 7” + 10e fv 4 tt fY) 5 Jy (t) es (t); 
yg? = 7}? 4 he = 2 (e? o ah e2) = 0 {t, f} 


und der isotropen ersten Normalén**) 
” ’ ° ’ ° ] 
a, = (400 /'" + (1 + 500) f'Y + 14B fF + iP cos | 


L ¢f(1 + 2002) 7’ + 1008 ftY 4 tf} (sin + 2¢ cos 7 in ey + dye. 


” 7) n , , AY 9: ] 
a, = —(40¢/'" + (1 + 508) f'¥ + 14 FY + OM] iP sin ; 
. ’ , await a? - sy 
+ i[(1 + 202) f'” + 108 f'Y 4 t* f¥} (cos — 2¢tsin 7) A, es + Ages, 


26) Vgl. zur Terminologie J. Lense: Math. Ann. 112, 148 (1935). 
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x” = [40¢f'" + (1 + 50@) f'Y + 14879 + 4 f"1] 
—[(1 + 204?) f’” + 10.4 flY + #4 f¥] 2t = Veg + Ayes, 


0 


1—2# 
, oa 


x (40¢f'" + (1 + 508) PY 4+ 148 f¥ + ef t+ 
— [(1 + 2024?) f’”’ + 1083 flY + t4f¥] = Ave, t+ Age, 
xy = [400 f'" + (1 + 500) pV + 1408 f¥ + 4 fT] . = des; 
5 5 5 
gy’? = At Lee t+ 2A Ag Lepey +- 22 Dey? =O {t, f}. 
k=1 k=1 k=1 


Nach (35) und (36) erhalten wir ferner 


»F 1 


r’, r”, z"”", ae rv) As (e’’2)° [(1 1 20 1?) ” 10 t3 flv 1 44 fv} as 
—5t+)5e—1 —5t—/5@—-1 
also (x’, 2°’, 2’, x'¥, rY) + 0, solange f’” + c,¢ e + Cg e 


fiir beliebige Konstante ¢,,¢, (einschlieBlich c, = c, = 0). Damit hat sich 
ergeben : 

XIV. Die partikulére regulire integrallose Darstellung (38) vom T ypus (4, 4) 
liefert eine spezielle Klasse zweifach isotroper Kurven des R,, die noch von einer (von 
der Bedingung A, + 0 abgesehen ) willkiirlichen analytischen Funktion f (t) abhangt. 

Nach dem Existenzsatz?’) hingt eine p-fach isotrope Kurve des R, von 
n— p—1 willkiirlichen Funktionen ab. Fiir die einfach isotropen Kurven 
des R, ergibt sich so n — p — 1 = 3, fiir die zweifach isotropen n — p — 1 = 2. 
Verwenden wir im AnschluB an (29) an Stelle des speziellen Vektors (36) 
den von einer willkiirlichen Funktion**)  (¢) abhangigen Vektor e (¢) mit 
den Komponenten 


ey i[(q’ 2g" q py’) sint (py + p’’) cost], 
(39) es i[(p’ +29" — pp”) cost — (pq’ + y”)sin¢t], 
és=¢ +309 +0",4=—1+¢°+39' +29"— oo’, 
é, = 6 (1 29’ 4 g?)?; e? = e’* = 0 {t, 9}, 
ist fiir geeignete Funktionen  (t) (z. B. fiir die Funktion g = —t/2) e’’? +. 0 


und damit die aus dem linearen inhomogenen System (30) fiir den Vektor 
(39) hervorgehende integrallose Darstellung eine allgemeine regulare integral- 
lose Darstellung vom Typus (4, 4) der von zwei analytischen Funktionen 
und f abhangigen zweifach isotropen Kurven des R,;. Die Formeln (39) [und 
speziell auch diejenigen (36)] gestatten eine doppelte Verwendung, je nachdem, 
ob wir sie benutzen wollen, um aus ihnen die eben erwahnie integrallose 
Darstellung der zweifach isotropen Kurven des R, zu konstruieren, oder ob 
wir sie zur Darstellung der einfach isotropen Kurven auf dem Hyperkegel 
¢? = 0 verwenden. Wahrend der erste Weg [der Verallgemeinerung von (37) 
und (38)] im allgemeinen auf wenig iibersichtliche Ergebnisse fiihrt, ergibt 
der zweite: 

XV. Die einfach isotropen Kurven des isotropen Hyperkegels e? = 0 des Rs 
gestatten die von zwei analytischen Funktionen (1) und w (t) abhdngende inte- 
grallose Darstellung 

27) Vgl. **) § 2 und S. 151. oat 

*8) Von gewissen Ungleichheitsbedingungen (z. B. p + tg —,— {t}) abgesehen! 


Mathematische Annalen. 121. 2 














M. Pru: 


[ # im() (gp 4.2 p* — pe’)sint + (pg 4 p’’) cor t), 
Yo iw (t) (’ 2"? — py’) cost (pp + p’’)sint], 
10)) ¥y=-OO(P+~P+3gy +e"), 
y¥,=o(t)(1 +g? 4+ 39’ + 29"%-— 99"), 
y¥, = iw(t)(l+29' 4 gy"); y? = yn’? = 0 {t, p, w}, 


worin fiir geeignete Wahl von pp (t) und w (t) die Bedingung y'’* + 0 erfiillt wird*®). 


§ 7. Integraldarstellungen; Anwendungen; Minimalflichen in R,. 
Sind y, y, x analytische Funktionen des Parameters t, so ist der Vektor 
e (t) mit den Komponenten 


ey il(y +2y? — pz)eint + (gy + x) cost], 

(41) e, eLiy 2y* VX cos ¢ (4 y z) sin t}, 
—=—9+Pt+3oyt7,4=1lt+get+3yt+2y— gz, 
eg=i(l+2y ¢*) 

isotrop c? =O {t. m.y,z}. Fiir seine erste Ableitung ergibt sich 
e, ily +2yy—Px4— xX —ePY— Zin 

(y +2y*—px+o'p + py’ + x') cost] 
3 ily +2yy'—-¢x—- PX — HY — cost 


2y*—oz~>+@ yt oy’ t+ z)sint), 
e=—qy +39’ yp+3oy' +3 qq’ +7’. 

eg 8y' +4yy'+2¢9'- x—- 92 

¢ 3i(1 2y 2)? (p’ yp). 
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_* 


Wahlen wir beispielsweise gp = y=} 1, so folgt e? = 8+0. Das 
Vektorfeld (41) ist also fiir allgemeine Wahl der Funktionen 9, y, x nur ein- 


fach isotrop. Das bedeutet, wenn wir Quadraturen es 


XVI. Die einfach isotropen Kurven des R, gestatten die Integraldarstellung 


t 
x, (t) if (Cy (t) + 2 y(t) — p(t) x(t) sint 
ty 
+ (p(t) p(t) + x4 (t)) cost]dr, 
t 
ay (t) if Up (t) + 2 yw? (rt) — plt) x(t) cost 
te 
(pm (t) p (Tt) 4 (t))sint]drt, 
(42) t 
Iz (t f (p(t) +3 q(t) p(t) + p(t) + x(a) dt, 
te 
t 
x, (0) J (1 3 y (Tt) 2 w* (t) + g* (Tt) p(t) z{t)) dt, 
to 
rs (t) if 2 p (tT) @? (t))2 dr; 
le 





sie hiingen von drei willkiivlichen analytischen Funktionen  (t), p ‘t), % (t) ab. 


t ‘ bas —ffa 
*%) Fir 9 = — ; gilt z. B. y’? = 16 ~ +0 {t,w}, solange w + 0 {t}. 
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Analog kénnen wir die Formelgruppe (40) behandeln und erhalten 


XVII. Die zweifach isotropen Kurven des R, gestatten die Integraldarstellung 


2, () =- i fw (2) [l@’ (2) }- 2 p’* (rt) — p(t) p” (t)) sint 
(p(t) 9 (r) . p’ (t)) cost]drt, 
ry (t) if w(t) E(@ (v) + 2@p’*(t) — p(t) py” (r)) cost 
F (p(x) g(t) + p’’ (t))sint]dr, 
| 2; (t) fo(r) y(t) + 3ep(t) gy’ (t) + p®(t) + e” (t)) dt, 
" . 
x, (t)= f o(t)[1 +39 (rt) +2 y(t) + p(t) — p(t) gy” (rt) dt, 
te | 
as (t) =i f w(t) (1 + 2¢@' (7) p* (t))2 dr; 
to 





sie hiingen von zwei willkiirlichen analytischen Funktionen 9 (t), w.(t) + 0 ab. 
Die Liesche Auffassung der Minimalflichen des R, als Schiebflachen zweier 
isotroper Kurven fy (w) und 4 (v) des R, 

2x (u,v) =) (u) +3(v), Da=so =O, Yudo =U {4,2} 
kann bekanntlich auch fiir 2 > 3 iibernommen werden*®). Die integrallosen 
Darstellungen der isotropen Kurven des R, (n => 3) fiihren also unmittelbar 
zu integrallosen Darstellungen der Minimalflichen des R, und ebenso die 
Integraldarstellungen dieser Kurven zu Integraldarstellungen dieser Flachen. 
Davon hatten wir fiir die Minimalflichen des R, bereits friiher Gebrauch 
gemacht), Fiir konjugiert-komplexe isotrope Kurven erhalten wir insbeson- 
dere reelle Schiebflachen. So bekommen wir aus (42) fiir t = u, + ‘iu, die 


Integraldarstellung 


t 
wy (My, Uy) = W— Ef Lp (rt) + 2 pw? (zt) — p(t) Z(t) sint 
to 
(p(t) p(t) + x (t)) cost] drt, 
t 
Ly (U,, Uy) vi— sf L(y (rt) + 2 pw? (rt) — p(t) x (t)) cost 
to 
(p(t) p(t) + x (t)) sin t]dr, 
$4) i 
Ly (Uy, Us) = Rf (p(t) +3 y(t) p(t) + G(T) x (t))dt, 
te 
t 
£4 (Uy, Uy) = Rf (1 +- 3p (zr) 4-2 w* (zt) + G(r) — H(t) Z(t) dt, 
to 
é 3 
ts (My, Ug) = Ref (1 2y(t) -+ p(r))2dt 
t 





der reellen Minimalflachen des R;. Sie hangen von drei analytischen Funktionen 
einer komplexen Veranderlichen ab; Real- und Imaginarteile dieser kom- 
plexen Veranderlichen sind isotherme Flaichenparameter 1, tg. 

30) Vgl. z. B. Scuouren-Srrur: Einfiihrung, Bd. I, 8. 86—87ff.; Groningen 1938; 
Bomptant, E.: Surfaces de translation, C. r. 169, 840—843 (1919), (fiir Rremannsche 
EKinbettungsraume). 

31) Vgl. *), § 5. 


2* 











20 M. Pint: Integrallose Darstellungen isotroper Kurven. 
Ist t) (u) eine zweifach isotrope Kurve des R; (yi = Yiu = 0, Yiuun = 9), 
so ist mit einem weiteren komplexen Parameter v 
t(u,v) =H) +H, 
eine vollisotrope Torse. Fiir ihre Integraldarstellung erhalten wir aus (43) 
u 
x, (u,v) = —i f w(t) [(y' (ct) + 2p? (x) — p(t) p” (t)) sint 
Ue 
t+ (p (Tt) gy’ (t) + py” (t)) cost] dt — ivw(u) [(p’ (u) 
+ 2 pny — Pp (u) p” (u)) sin w + (p (u) p’ (uw) + —~”’ (u)) cos uw), 


u 
ry (u, v) —_ § f w(t) [q’ (rt) + 2 pp’? (tr) — p(t) p” (t)) cost 4 
— (p(t) p’ (t) + p” (t)) sin t] dr — iva (u)[(p’ (u) 
+ 2 Qi) — Y (u) yp” (u)) cos u — (p (u) p’ (u) + p” (u)) sin wv], 
(45) u 
x, (u,v) = { w(t) (p(t) +3 _q (rz) p’ (rt) + y(t) + —” (t)) dt 4 


Lv a (u) (@ (u) + 3p (u) p’ (u) 4- yp? (u) +p” (u)), 
x, (u,v) fo(x(l + 3g’ (rt) + 2q'*(t) + p?(t) — p(t) gp" (t)) dt 
+ ve (u) (1 + 3 (u) + 2.g'2(u) + g* (u) — p(w) y” (u)), 
2s (u, v) ifeo(r(l 4+ 2 (rt) + y*(r))P dt 





Bn 3 
+ vm (u)(l + 2p" (u) + p? (u))?. 

Die Real- und Imaginarteile der rechts in (45) stehenden analytischen Funk- 
tionen bestimmen den von vier reellen Argumenten abhangigen Ortsvektor 
einer gewissen Klasse reeller vierdimensionaler Minimalhyperflaichen*) des R;. 
Ihre genauere Untersuchung wie auch die der Minimalflachen (44) muB einer 
besonderen Untersuchung vorbehalten werden. Dasselbe gilt fiir kugelgeo- 
metrische Anwendungen, wie sie durch die integrallosen Darstellungen der 
isotropen Kurven des R, auf dem Wege der ,,isotropen Projektion“ ange- 
regt werden kénnen und auch, wie schon friiher érwahnt, fiir die diskrimi- 

, 2 


nierenden Lésungen des MoncEschen Problems x}? + 2,? + 2,° + 72+ 22=0. 


32) Vgl. M. Pint: Diss. Wien 1926; Sitzgsber. Berlin. math. Ges. 32, 21—26 (1933) 


(Eingegangen am 10. Oktober 1945.) 
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Uber die Unbeschranktheit der Operatoren 
der Quantenmechanik. 
Von 


Hetmut WIELANDT in Mainz. 


Herr WINTNER hat kiirzlich gezeigt, daB es kein Paar beschrinkter Hrr- 
mitTEscher Operatoren gibt, die die HEISENBERGsche Vertauschungsrelation 
erfiillen!). Sein Beweis benutzt die Spektraltheorie. Dieselben Hilfsmittel 
benétigt auch derjenige Beweis, der sich durch Spezialisierung des Ein- 
deutigkeitssatzes von Herrn RELLICH?) unmittelbar ergibt. 

Es gibt eine einfachere Begriindung, die noch ein wenig mehr liefert: 

Sind A, B beschrinkte Operatoren und 1 der identische Operator in einem 
linearen Raum mit linearer Metrik, so ist AB— BA+1. 

Beweis: Aus der Annahme 


(1) AB— BA l 


und der Identitat 
A Btti— Barri, (A B® — B" A) B+ B"(AB— BA) 


folgt durch einen InduktionsschluB: 


(2) A B*ti— BetigA—=(n+1)B*® (n=0,1,2...; B°=1). 
Als beschriankter Operator besitzt A einen Betrag | 4|, definiert durch 
A| = fin sup ae , 
rem 
mit den Rechenregeln 
(3) A— B\s|A\ + |B, |AB)S|A||Bi, |p Al =n A}. 
Diese ergeben, auf (2) angewandt, die Abschatzung 
(4) (n + 1)|B* = 2/A||B**] <> 2|A||BB*| (n=0,1,2...), 


daher 
|B™| =O fiir n) +1>2)4|/B. 


Ist aber |B"*t | = 0 fir ein n>0, so ist nach (4) auch |B"| = 0. So ergibt 
sich schrittweise ein Widerspruch: 


0 = |B) = |B%-1 = eee = 


BY) — |B =1, 


Dieser Beweis zeigt allgemein die Unlésbarkeit der Gleichung (1) in be- 
werteten Ringen, in denen die Regeln (3) gelten. 


2) WINTNER, AUREL: The unboundedness of quantum-mechanical matrices. Physical 
Review 71, 738—739 (1947). 

*) ReLiicH, Franz: Der Eindeutigkeitssatz fiir die Lésungen der quantenmecha- 
nischen Vertauschungsrelationen. Nachr. Akad. Wiss. Géttingen, Math.-phys. Kl. 1946, 
107—115. 

(Eingegangen am 13. August 1948.) 
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Ober vierdimensionale Drehungen. 
Von 
B. Hessevpacn in Berlin. 


§ 1. Einleitung. 
Gegeben sei eine vierdimensionale Vektorbasis 
¢> = (1,0,0,0); ¢, = (0,1,0,0); ¢, = (0,0,1,0); e, = (0,0,0, 1). 

Der Vektor x®e, + z'e, + ze, + 2*e, sei immer mit x bezeichnet. Dabei 
sollen die x‘ komplexe Veranderliche sein. 

Die kollinearen Abbildungen, welche die quadratische Form (22) 

z®7® + gz! z*z* + x23 nicht andern, bilden eine Gruppe mit 6 Para- 
metern. (Gruppe der Drehungen.) Jede Drehung kann durch Quaternionen 
in der Form y = L(R(z)) R(L(x)) dargestellt werden, wobei 


R (x) (x® Co j gv) e; 2 Co r3 C3) (9 Co ri¢ : r2 Co j y3 es) (r r) l 


L (x) = (lc, Le, Pe, + Pes) (x%e, + rte, + xe, + 27 e3) (11) l 
und die Einheiten nach dem Quaternionenschema zu multiplizieren sind, also: 


eC, ey Co Cg = Cy C3 Co Co o> Ces = — Cz le = Ce Cy €, Co = C3 


Cy Cy — @; €3 Co ee Ce lo 2> C, Cs Cy Cy Co Cs C3 Co C3. 
Diese Darstellung hat CAYLEY angegeben und damit auch eine geometrische 
Deutung verbunden'). In dem dreidimensionalen projektiven Raum, den die 
Strahlen durch den Nullpunkt bilden, stellt die Gleichung (x x) = 0 eine Flache 
zweiter Ordnung dar. Die Gruppe der Drehungen hat zwei ausgezeichnete 
Untergruppen: die eine l48t aile Geraden der einen Schar auf der Grundflache 
fest und bildet nur die andere Schar auf sich ab; bei der anderen Untergruppe 
ist es umgekehrt. Die beiden Drehungen y = + x sind ihnen gemeinsam. 
CAYLEY zeigt, dab diese beiden Untergruppen von den Quaternionen (R) und 
(L) gebildet werden. Damit ist zugleich eine besonders einfache Deutung der 
Quaternionen gewonnen. 

Zu diesen Ergebnissen will ich im folgenden etwas hinzufiigen, namlich 
zeigen, wie man die Unsymmetrie, die in dem Multiplikationsschema der 
Quaternionen liegt, beseitigen kann. In der vierdimensionalen Vektoralgebra 
kann man dieselben Untersuchungen ohne Zerlegung in Komponenten durch- 
fiihren, wenn man die Multiplikation der Vektoren durch die Forme! definiert: 

me -q (pq)-7 + (rp)-9—(rq)-p + [rpg] 
P (PP) 


1) CayLey, A.: On the Homographic Transformation of a Surface of the Second Order 
into itself. The London Edinb. Dublin Phil. Mag. vol. VI, 4. Series 1853, p. 326 und vol. 
VII, 4. Series 1854, p. 208. 

Ferner: Sur la transformation d’une fonction quadratique en elle méme par des sub- 
stitutions linéaires. Crelle. Journ. 50. 1855, p. 288 und Recherches ultérieures sur les 
déterminants gauches. Ebenda, p. 299. Derselbe Sachverhalt ist dargestellt bei F. KLerm: 
Zur nichteuklidischen Geometrie. Math. Ann. 37, 544 (1890) und Vorlesungen iiber nicht- 
euklidische Geometrie, 8.75 und 8. 111. Berlin: Springer 1928. 
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wobei [r pq] das Vektorprodukt der drei Vektoren r, p,q ist. Fir r- : -q ist 

einfach r pq geschrieben. Als Quaternionen sind dabei die Operatoren (Ma- 
: 1 . , = 

trizen) * =e und r—* anzusehen. Dies entspricht der Definition Hamt.- 


Tons, der Quaternionen als Vektorquotienten?). Diese Darstellung hat weiter 
den Vorteil, daB man die allgemeine quaternire quadratische Form zugrunde 
legen kann, wenn man die affin-invariante Definitidn des Vektorprodukts 
benutzt. 

Man kann durch direktes Ausrechnen bestatigen, daB diese Definition der 
Quaternionen mit der Definition HAMILTons iibereinstimmt. Noch einfacher 
ist es, die von CAYLEY bewiesenen geometrischen Eigenschaften der Quater- 
nionen aus der neuen Definition abzuleiten. Dies fiihre ich im vierten Abschnitt 
durch; die geometrischen Eigenschaften ergeben sich aus den Definitions- 
formeln und der Gruppeneigenschaft ganz ohne Rechnung (§ 4). 

Weiter behandle ich noch die Aufgabe der Zerspaltung einer gegebenen 
Drehung in Rechtsquaternion und Linksquaternion. Die Zerlegung ergibt 
sich unabhangig von einer invarianten Grundform, wenn nur die charakteristi- 
sche Gleichung ,,reziprok“ ist (§ 5). Die zugehérigen invarianten quadratischen 
Formen lassen sich aus dieser Zerlegung dann leicht bestimmen (§ 8). Dabei 
hat man den Ausnahmefall, daB die Zahl + 1 oder — 1 Wurzel der charakte- 
ristischen Gleichung der Drehung ist. In diesem Fall mu} man zur Zerlegung 
die quadratische Form mit heranziehen (§ 6). 


§ 2. Formeln der Vektoralgebra. 


Die Definition des Vektorproduktes [r pq] erfolgt am einfachsten unter 

Zugrundelegung einer Vektorbasis. 

Zur Vektorbasis ¢)¢, @,¢, gehére die quadratische Grundform (2 2) 

3 

LX Gin @* 2", (Yi =Gu.), und bei verinderlichen 2, y sei 2, = 2 g,,2* und 

t,x =0 Ses (x) 

(xy) = 2 g., x‘ y* gesetzt. Bei einer Anderung der Vektorbasis sind die 2* 
(¢, *) 

kontragredient zu den e, zu transformieren. Dann ist die Grundform 
> ‘ 

(x x) = L'(e, e,) 2 x* invariant. 

I sei die Quadratwurzel aus der Determinante | g,,.!, welche ungleich Null 
vorausgesetzt wird. Das Vorzeichen von J" sei fiir eine Vektorbasis willkir- 
lich angenommen und eine stetige Funktion der Vektorbasis. (Ist ¢, = 24," ¢,, 
so ist I” t*|-I" zu setzen.) 


Hat man vier Vektoren p, q, r, 8, so hat man die Invariante 


FPF # Po To To % 
- ff ’ AN 1 4 l 
[pars] rr re , Po Vg %2 8%) 
Fer & Ps U3 "3 43 


Der e-Tensor ist definiert*) durch die Gleichung [pq7rs] = Lex, PE >". 


2) Die Formulierung bei Ciurrorp: Preliminary sketch of Biquaternions, Math. Pap. 
S. 183, hei®t: A quaternion is the ratio of two vectors, or the operation necessary to make 
one into the other. 


3) Levi-Crvita: Der absolute Differentialkalkil, 8.76. Berlin: Springer 1928. 
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Der Vektor [pqr] sei definiert durch die Gleichung 
[par] = Leu PUM. 


Es gelten dann die Formeln: 


(1) (plgrs)) =[pqrs] 
(pu) (qu) (ru) 
(>) ([pq7r](uvw)) =| (pr) (gv) (re) 
(pw) (qw) (rw) 
P (ps) (pt) 
(3) [Ipqrlst] q (¢8) (qt) 


r (rs) (rt) 
(4) [qrst|p = (pq) [rst] — (pr) [qst] + (ps) lqrt]— (pd [qrs]. 

Diese vier Formeln geniigen zur Begriindung der Theorie der Quaternionen. 
Ihre Herleitung kann erfolgen, da immer auf beiden Seiten der Gleichungen 
Invarianten stehen, indem man eine geeignete Vektorbasis annimmt. Doch 
folgt die erste Gleichung aus den Definitionen, und die zweite und dritte kann 
man leicht direkt mit Hilfe der evidenten Forme] 


G9 9 OF 
g* g@ 97 gt P 0 (A +1) 
inant?" : . 9, 
Ss 9% & §, l (A =.) 


0 a T 
9 9° 9 9, 


> 


ausrechnen. Die vierte Formel wird z. B. evident, wenn man ey, auf p legt. 


§ 3. Theorie der Quaternionen. 

Wenn r, p, q Vektoren sind und (p p) + 0, so sei der Vektor rp q definiert 

durch die Gleichung 
rpq (pg)r + (rp)g —(rg)p + (rpg) 
(P P) 

Es gilt dann rp p =r und ppq = 4. 

Der rechtseitige Vektorquotient ((pq)) oder die Rechtsquaternion ((p q)) 
sei definiert als der Operator, der den Vektor x in den x pq transformiert. 

Der linkseitige Vektorquotient ((rp)) oder die Linksquaternion sei defi- 
niert als der Operator, der den Vektor x in den Vektor rp z transformiert. 

Satz 1. Wenn (pp) +0 und s = r7pq ist, so gilt 
(rr) (qq) 

(P Pp) 

Satz 2. Wenn (p p) + 0 und (rr) + 0, so gilt 


(ss) 


xr(rpq)=xpq und (rpq)qxr=rpe. 
Diese beiden Satze beweist man durch Ausrechnen nach der Definitions- 
formel fiir r pq mit Hilfe der vier Vektorformeln des §2. Man hat 
(pq)-7 +(rp)-9—(r9)-p+Iirpg) 


s r 
Pq (Pp Pp) 


und hieraus: 
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(p p)® (8 8) = (pq)? (rr) + (r p)* (aq) + (rq)? (pp) — 2 (pq) (r p) (rq) 4 
(pp) (pq) (pr) 
(gp) (99) (ar)| =(pp) (qq) (rr). 
(rp) (rq) (rr) 
Damit ist der Satz 1 bewiesen. 


Man hat ferner, wenn s =rpq: 


(pp)-xrs =(pq):x+ (rp)-xrgqg—(rq)-rrp+ari[rpq), 
und wenn man fiir rq und zr p= einsetzt: 
(rr) (pp): x78 = (rr) (pq): x + (rp)-{(rq)- 2 + (er)-q—(xq)-r + [xrg}} + 
+ (rq) -{—(rp)-2—(xr)-p + (xp)-r—[zrp}} + 
|r (rx) (rr) 
+ (xr) |r pq) — |2rpq)-r— | p(p2)(pr)| = 
q (9%) (gr) | 
=(rr)-{(pq): 2+ (x@p)-q—(xq)-p + [z= pq)}. 
Damit ist Satz 2 bewiesen. Aus den beiden Satzen folgt nun rein formal, daB 
die Quaternionen eine Gruppe bilden. Man hat: 


Satz 3. Wenn (rr) + 0, (pp) + 0, (qq) +0 und s =r>pgq, so gilt auch 
r=8qdp,qg=prs, p=qér. 

Beweis. Aus Satz 2 folgt, daB sq p =r und prs =q ist. 

Aus Satz 1 folgt, daB (ss) + 0 ist, also qs rdefiniert ist. Es gilt dann 
qsr=qs(sqp) =p. 

Satz 4. Wenn rpq = 8 ist, so ist ((pq)) = ((r 8)). 

Beweis. Transformiert man den Vektor x mit ((r s)), so kommt zr s. 
Wenn dabei s = r pq ist, kommt zr (r pq), also x pq. 

Die Umkehrung von Satz 4 ist evident. 

Satz 5. Wenn von den vier Vektoren p, q, r, 8 drei gegeben sind, welche 
nicht die Lange Null haben, so ist die Gleichung ((p q)) = ((r 8)) immer nach 
dem vierten Vektor eindeutig auflésbar, und es gilt auch ((q p)) = ((8 1)), 
((pr)) = ((98)), ((r p)) = ((89)). 

Der Beweis folgt aus Satz 3 und Satz 4. 

Satz 6. Es gilt pq (rst) =(pqr) st. 

Beweis. Man hat pq (rst) =(pqr)r (rst) =(pqr)st. 

Definition. Es soll bedeuten: pqrst = pq (rst) =(pqr) st. 


§ 4. Geometrische Eigenschaften der Quaternionen. 


Die Grundform (zx z) sei nicht singular. Auf der Flache (x x) = 0 hat man 
dann zwei Geradenscharen (¢) und (yn). 

Es soll gezeigt werden, daB eine Quaternion die Geraden einer Schar auf 
der Grundflache (x x) =0 festlaBt. Sei y= R(x) = apq. Der Punkt z 
liege auf der Flache (x x) = 0 und sei kein Fixpunkt von R. Dann liegt die 
Gerade x y auf der Grundflache. Namlich aus y = z pq folgt 
(99 (pq) 

(Pp P) (pp) ’ 
also wenn (x x) = 0 ist, ist auch (yy) = 0 und (z y) = 0. 


(yy) =(z2)- und (xy) =(«#2)- 
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Weiter folgt, daB die Gerade x y durch R auf sich selbst abgebildet wiru. 
Hat man namlich einen weiteren Punkt 2’ auf ihr und ist y’ das Bild von 2’, 
so ist auch die Gerade y y’ eine Gerade der Grundflache, weil sie das Bild 
der Geraden z z’ ist. Ferner ist die Gerade 2’ y’ eine Gerade auf der Grund- 
flache, weil y’ das Bild von 2’ ist. Es liegen also die drei Seiten des Dreiecks 
x, y, y auf der Grundflache. Das bedeutet, daB die drei Punkte 2’, y, y’ 
auf einer Geraden liegen, also y’ auf der Geraden x y 

Weiter folgt, daB die Geraden der Flache, die auf sich selbst abgebildet 
werden, zur gleichen Schar gehéren, auber héchstens zwei Geraden, die punkt- 
weise fest sind. Wenn namlich von jeder der beiden Geradenscharen drei 
Geraden fest waren, so hatte man auf jeder dieser Geraden drei Fixpunkte, 
woraus folgen wiirde, daB alle Punkte fest sind. 

DaB bei den Linksquaternionen die andere Geradenschar festbleibt, zeigt 
man am einfachsten durch Spiegelung. Der Vektor, der aus dem Vektor z 





Abb. 1. Spiegelung an einem Vektor. Abb. 2. Projektion der Quadrik auf sich selbst. 


durch Spiegelung an dem Vektor z entsteht, sei mit (x) z bezeichnet und durch 


die Gleichung 
Zz 


( (zz) 
(z 


"2 "222 


z) 
z) (zz) 


(x)z z+2 
definiert. Wie Abb. 1 zeigt, bedeutet die Abbildung 


x > Z+2 
eine Spiegelung. 
Durch eine Spiegelung wird die Grundflache auf sich selbst abgebildet 
Wenn namlich (Abb. 2) (x xz) = 0 ist und y auf der Geraden zz liegt, also 


y=a2x-+ Bz ist, so ist (yy) =2a 8 (zz) + f* (zz), also wenn (y y) = 0 
‘ . (xz) ‘ ‘ = 
sein soll, muB 6 = 0 oder p —2 (ea) Pein Letzteres gibt die Spiegelung. 
7 Zz 


Bei einer Spiegelung werden die beiden Geradenscharen miteinander ver- 
tauscht. Die Rechtsquaternion R (x) = x pq geht iiber die Linksquaternion 
(99) 
(PP) 

(y) sei die Geradenschar auf der Grundflache, welche bei den Rechtsquater- 
nionen festbleibt. Nun soll die Umkehrung gezeigt werden: wenn eine: kol- 
lineare Abbildung y = A (x) die Geradenschar (7) festlaBt, so ist A eine 
Rechtsquaternion. Namlich wenn g = A (p) ist, wobei (p p) + 0 ist, so ist p 
ein Fixpunkt der Transformation, die durch Zusammensetzen von A mit 
((q p)) entsteht. Die zu p gehérende UmriBkurve auf der Grundflache ist bei 
dieser Transformation punktweise fest, woraus folgt, daB die heiden Geraden- 
scharen fest sind. Also ist A ((p q)) - &, wobei k ein konstanter Faktor ist. 

Daraus folgt weiter, da jede Kollineation, welche die Grundflache fest- 
la48t und die beiden Geradenscharen auf ihr nicht vertauscht, das Produkt 
einer Rechtsquaternion mit einer Linksquaternion ist. 


L (x) ‘zqpze. 
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Nun soll noch gezeigt werden, daB durch jeden Punkt p des projektiven 
Raumes (x°, 2', x*, 2°) eine Gerade geht, die durch die gegebene Rechts- 
quaternion R auf sich selbst abgebildet wird: Wenn q = R(p) ist, so ist 
R = ((pq)), wenn x auf der Geraden pq liegt, ist [x pq] = 0, also x pq =q p zx. 

Nun folgt aus y= xpq=qpx, dab auch y pq = q py ist, also p, qg, y auf 
einer Geraden liegen. Damit ist gezeigt, daB die Gerade pq auf sich selbst 
abgebildet wird. 

Der folgende Satz verdient noch Beachtung: wenn ((p q)) ((r 8)) ist, so 
ist die Abbildung y = (x) pqsr, die durch die Reihe der Spiegelungen durch 
p, q, 8, rentsteht, eine Linksquaternion, namlich es ist (x) pqsr =rsqpxpqér 

rsqpx. Also die eine Geradenschar der Grundflache wird durch die Reihe 
der Projektionen p, qg, 8, r auf sich selbst abgebildet; dasselbe gilt fir die Pro- 
jektionen (x)srpq, (x)rsqp, (x)qprs, wahrend bei den Projektionen 
(x)qsrp, (x)rpqs, (x)sqpr, (x) prsq die andere Schar auf sich selbst 
abgebildet wird. 

Ebenso gilt die Umkehrung: Wenn durch die Reihe von vier Spiegelungen 
r)qsrp die Geradenschar » auf sich selbst abgebildet wird, so ist 
(‘pq)) = ((rs)). 


§ 5. Zerlegung einer gegebenen Drehung in Quaternionen. 


Eine lineare Abbildung 2 = 2h‘, 2* heiBt eine Drehung, wenn (zz) = (z 2) 
ist und die beiden Geradenscharen auf der Grundflache nicht miteinander 
vertauscht werden. Es gilt dann 2'g,, h', h*, =g,,, also {h',} und {h,'} sind 
zueinander invers, und |h', +}, 

Man kann die allgemeine Drehung in der Form z = Jik',, 2*-e, =srxpq, 

(8 8) (7 q) 
(rr) (pp) 
rezqp. Zur Abkirzung sei: A(x) =srapq, R(x)=a2pq, L(x) =srz. 

Dann sind also R, L, A miteinander vertauschbare Abbildungen, und es 
ist RL = LR =A. Die Drehung A soll nun in die beiden Quaternionen R, L 
zerlegt werden, das heiBt R und L sind durch A explizite auszurechnen. Aus 
der Definitionsformel (p p): x pq = (pq):x+ (x p)-q— (xq): p+ [x pq] 
folgt (pp)-axpq+ (qq): xqp=2(pq)-2z, also R+ R-4=20- I], und ent- 
(pq) -, _ (rs) 
(pp)’ ss (rr) 


wobei 1 ist, darstellen. Die inverse Drehung ist x = LY h,! z* - e, 


sprechend L + L~! =241-I, wobei also o und J die Iden- 


titat bedeutet. 


Wendet man auf die Gleichung R R = 29-R—TI die Abbildung L an, 
so kommt R A = 20-A— Lund entsprechend LA =2i4-A—R. Multi- 
pliziert man bei den Gleichungen R R = 20-R—TJ und LL =21-L—I 
die rechten und die linken Seiten miteinander, so kommt 

AA=4091-A—20-R—2A1-L+1I1, also 
20-R+214-L=—A*®+401-A-+1 (erste Gleichung fir R und L). 

Wenn man diese Gleichung mit A multipliziert und dann RA und LA 
nach den Gleichungen RA 20:A—L und LA 21-A—R ersetzt, 
kommt 24-R+20-L=A*—4o0j/- A? + (497+ 42#?—1)-A (zweite 
Gleichung fiir R und L). 


Macht man dasselbe nochmals, so kommt 


20°R+2i4-L=—At+20j)-A®— (40? + 42#2?—1)-A?4+ 801-A. 
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Man hat hier wieder die linke Seite der vorletzten Gleichung, daher sind auch 
die rechten Seiten einander gleich, also gilt: 


At —494-A® + (49? + 422 —2)-A?9—491-A +1 =0. 


Diese Gieichung ist in allen Fallen identisch mit der Gleichung von CayLey- 
Hamitton: A‘ + a,- A? + a,- A* + a,-A + I =0, wobei a, ag, a, durch 
die Gleichung |f', — wg), = w* + a,- w* + a,- w* + a4,w +1 definiert sind. 
Man hat namlich, wenn man beide Gleichungen voneinander abzieht und die 
Differenz mit A~! multipliziert, (a, + 40 A) - A* + (a, —47®— 40% + 2)-A4 
+ (a, + 401)-I =0. Wenn die drei Koeffizienten dieser Gleichung nicht 
Null waren, hatte man immer die Punkte z, A (x), A? (x) auf einer Geraden, 
also A ware eine Quaternion. Wenn A keine Quaternion ist, gilt also a, + 404 

-0,a, +401 =0,a,— 40? — 4 #2? + 2 = 0. Wenn A abereine Quaternion 
ist, kann man das Bestehen dieser Gleichungen leicht direkt ausrechnen. Sei 
etwa A (x) = R(x) = 2zpq, also 4=1. Die Abbildung R = ((pq)) hat die 


2 
Determinante ae . Nunist rpq — wx=2p(q— >), also zur Abbildung 
y = 2p 7— wx gehort die Determinante J ((q¢q)? — 2 w (pq) + w? (p p)?)? 


i (pp? : . 
=-(l— 29H + ww)? = of —4o01w' + (40? + 4 #—2) w’*?—4oido+l. 
Damit ist also gezeigt, daB allgemein 


h',— wgi| = w —491w' + (40? + 472 — 2)w?— 494m +1 

gilt. Damit hat man die Méglichkeit, 4 und o durch die Invarianten von 
{h‘,} darzustellen, man hat namlich fiir @ und / die Gleichungen 

2 32 a,+2 <a a, 

_ ie . 2 4° 
Alle Lésungen dieser Gleichungen sind zulassig, da man die Paare p. q und 
r, 8 miteinander vertauschen kann, wenn iiber das Vorzeichen von J" noch 
nichts bestimmt ist, und auch zwei der Vektoren p, q, r, s durch die entgegen- 
gesetzten ersetzen kann. 

Da o und / nun bekannt sind, kann man R und L nach den beiden Glei- 

chungen 


20°-R+24-L=—A'+201-A+1 
24-R+209°-L=A®—40/-A? + (407 +42—1)-A 


ausrechnen. Es kommt: 


2 (0? — #*)- R =—A- A?— 0 (1— 4 2) - A? + A(1—427)-Ast+o-d, 
2 (#2 — 9) - L = —o-+A*—1(1—40*)- A? + o(l1—40*)-A+A-I. 


Man kann den Gleichungen noch eine andere Form geben: Wenn man die drei 
Gleichungen 


4 (09? — 4*)- R = —24-A*— 20(1—4 #*)- A? + 21(1—42)-A+20°-1 
O= 24-A*—8o2?- A? + 21(40?+427?—2)-A—8o2?-] 
+24-A7 
O= 0 A*— 4071-A+0(40?+42—2)-1 


—49*1-A-1+9-A-* 
addiert, erhalt man 


4 (9? — 2%) - R = — 9 (A*— A-*) +. 24 (29? — 1): (A — A“) + 4 (0? — 22) 





t> 
oO 
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und entsprechend 

4 (J?— 9?) LD = —1(A*— A~*) + 20(222—1)-(A—A) + 41 (#2 — 00%) - J. 
Die Lésung versagt, wenn /? — o? ist, es ist auch nicht mdglich, die Glei- 
chungen so umzuformen, dai dieser Ausnahmefall fortfallt. Denn wenn 
2 = +0 ist, stimmen die rechten Seiten der beiden Gleichungen, die R und L 
durch 4, 9 und A darstellen, iiberein, es wire also R = + L, was unmédglich 
ist, von dem Fall R = + J, L = + I abgesehen. 


§ 6. Andere Form der Zerlegung. 


Die im § 5 hergeleitete Zerlegung benutzt nicht die quadratische Grundform, 
versagt aber im Fall 9? = /?. Es gibt auch eine Zerlegung, welche auch im 
Fall o? = /* giltig bleibt, bei welcher aber die quadratische Grundform mit 
herangezogen werden mulf}. 

Geht man aus von der Gleichung 2/-R + 209-L = A*—40AA? 4 

(40? + 4 72—1)-A, die im §5 abgeleitet wurde und die man mit Hilfe 
der Gleichung von CAYLEY-HAMILTON auch in die Form setzen kann: 
A A-l=24-R+20:-L—4oA-I, also mit den vorher gebranchten 
Bezeichnungen: 

> (Pq) (r 8) (pq) (ra) 
A (x) — A71}(z) =2 PY str +2- ‘rpg Pe) . : 
(pp) (rr) (pp) (rr) 
so gilt nach der Definition der Rechts- und Linksquaternionen: 
(rr)-srx=(rs)-x+ L(s8'r, —1'8,) 9% 0, — Le yy, 178" a °C, 
(pp) x pq =(pq) 2+ LG Pe— Gx) 2% + VO ney PY Ms. 
Wegen A (x) = Lh‘, a*-e, und A7~!(x) = Lh,! a*-e, hat man 


(p p) (rr) (ht, —hyt) = 2 (pq) (8% — 1 8x 2 (r 8) (9° Pe — P Ix) 
2 py me ((7 8) y” q" = (pq) rsh). 
Durch Multiplikation mit dem e-Tensor folgt hieraus 


(pp)(rr)- ae 
(*, #) 


vey WY =2 Ley, ((p gq)” ™ + (18) q” p") 
2 (r 8) (p' dx—' Px) —2 (pq) (1 8, — 8 Tx) . 
Also hat man 


(pp) (rr) Ley», kh" xe +e, =2 (pq) (rr)-srxr—2i(rs)(pp)-xrpq. 
Vergleicht man dies mit der Gleichung 
(pp) (rr) & (h', —h,!) a +e, =2(pq) (rr): srx + 2(rs) (pp): xpq —4(pq) (r8)- 2 
und benutzt die Gleichung 


(pq) * (ra) 4o0A— ZTh*,, 


A 
(pp) (rr) (a) 
so erhalt man 

4 {P29 -srxr—4o-°L(z) 

° ‘ . \P Pp) : 

2 {h', —h,' + G,, Tht, + & Cron hv" a*e, = 

(2) 1") os. =4,-R(z 
(rr) P1 ‘ (2) 


Diese Darstellung versagt also, wenn 9 — 0 oder 4 = 0 ist. 
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§ 7. Die zur Drehung gehérenden infinitesimalen Drehungen. 


Man kann die Zerlegung einer Drehung in Quaternionen dazu benutzen, 
um die infinitesimalen Drehungen zu bestimmen, durch die man die gegebene 
Drehung erzeugen kann. Hat man wieder A RL, R(x)=xpq, L(x) =srz, 
(q @) - (8 8) 7 (pq) ies (rs) 

(P P) (r7r) (PP) ~ (rr) 
und y(@) als Funkuonen von # durch die Gleichungen 


2 und man bestimmt die Zahlen oa (/) 


sin } o-sin? 
Y cos v = 
| l o* | - 0 
so gilt o? + y? + 20-oy =1, das bedeutet, dab die Quaternion o- R (zx) 


y= rp\a-qd } ’ 

(pp) ist. Weiter gilt cos? Oo-o+y Das bedeutet, daB # der Dreh- 
(oq+yPp-pPp) 
Viogt+yp-o9+yp)(pp) 
Dab # ein MaB fiir die Drehung ist, folgt aucn aus den Gleichungen 


y+ p) unimodular ist, da dann (aq yp:oq+ yp) 


winkel von o6-R-+ y-J ist, da dann 


/ 


cos # ist. 


o(0 + #’) a(0)-y(v’) y (8) - 0 (9) 20-a(0)-al?) 
y+ v0’) y (0) - y (8) a(?)-a(s). 
denn da 


(Go R+ yl)(co R+ 7't) (ay +vyoa’ 20-a00)R+(yy'—aa)l 


é é = 


ist, gilt’ danr 


(a(d)-R y (#)-1)(a(&)-R vy (0')-T) o(d v)-R4 y (0 w)-I. 
Setzt man 
sin } P -sind p 
R1 - -R {cos 7 Withee }- 7 @v y) * are COS oO) 
| l o* \ | l — o* F 
so ist Rv. Rv’ — Rot’, R°—J], RF R 
a 7=0 a :© ) 
— ae (BB —~ ol) 
i ¢ | J | l _ o* = 


und wenn A” RL": 


é n=0 arc cos 0 arc cos / . 
|2- An] e (R-ol (L—Al). 
Lon J | 1—o? | 1 — 7? 


Fiir 0, 4, R, L sind die gefundenen Darstellungen durch A einzusetzen. 


§ 8. Die zu einer gegebenen Abbildung gehérenden 
invarianten quadratischen Formen. 


Die im §5 gegebene Zerlegung einer Abbildung in Quaternionen ist von 
der quadratischen Grundform nicht abhangig, sondern macht nur von der 
Tatsache Gebrauch, da die charakteristische Gleichung der Abbildung A 
reziprok™ ist. Von Rosangs*) ist gezeigt, das zu jeder Abbildung, deren 
charakteristische Gleichung reziprok ist, invariante quadratische Formen 
gehéren. Man kann also eine Drehung definieren als eine lineare Abbildung 
mit reziproker charakteristischer Gleichung und hat fiir ihre Quaternionen 
per Definition: 


*) Rosanes: Uber die Transformation einer quadratischen Form in sich selbst. Journ. 
f. d. reine und ang. Math. 80 (1875). 
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4 (90? — #*)- R= —o9-(A*— A~*) + 21 (20?—1)-(A—A™) + 40 (0? — 2) - I 
4 (#2? — 9*) - LL = —1-(A*— A?) + 20 (2 #2?—1)-(A—A™) + 41 (2? —0*) «I 


wobei o, A durch die charakteristische Gleichung 
\A—wI|=wt—4oiw' + (40°? + 4#—2) w*—49io+1 
bestimmt sind. Es gilt dann RL = LR=A und R+ R-=20-I und 
L+L71=24-I, was man auch le icht unter Benutzung der Gleichung 
A? + A~*—401-(A + A) + (40? + 4 7? —2)-JI =0 verifizieren kann. 
Mit Hilfe dieser Zerle gung lassen sich nun auch die invarianten quadrati- 
schen Formen leicht bestimmen, und zwar findet man im allgemeinen Fall 


eine einfach unendliche Schar. Sei p ein Vektor und g = R(p), r = L (p), 


s A (p). Der Vektor zx soll als Funktion der zwei Zahlen 9, € durch die 
Gleichung definiert sein: x R" (L° (p)), wobei R" a Lt im §7 definiert 
sind. Man kann R" L° in der Form darstellen: R" L° + Bly(yL+ él), 


hat also R"(L° (p)) o-st+uqt+y r+ Q'p, dar die vier Zahlen 
o,%x 4x. p der Gleichung oy = x x geniigen. 

Hs gut dann A(x) = RX+1(L'+1(p)), also wird die Flache auf der z liegt, 
durch A auf sich selbst abgebildet 

Aus der Gleichung x = 0-8+%-q+y¥-r+o°p folgt nun 

[<arp] | [exrp] | legen) | _ [eara) 

[sqrp) > [sqrpj)’ * [sqrp] ' [sqrp) 
Dabei sind die Invarianten [s,q,r,p] &c nur bis auf einen unbestimmten 
Faktor, der sich aber bei unimodularen Abbildungen nicht andert, definiert, 
weil keine metrische Grundform vorhanden ist. In den Quotienten fallt dieser 
Faktor aber fort. 

Die Gleichung o gy = x x wird damit: 
lxqrp)|:[sqrx] =[sarp]:-[sqzp], 
und 
(xz) =[zqrp]-[sqrz]—[szrp]:[sqzp] 

ist eine quadratische Form, welche bei der Abbildung A in sich tibergeht. 

Wenn R =I oder L =/7 sein sollte, wird die angegebene quadratische 
Form identisch Null. In diesem Fall kann man andere invariante quadratische 
Formen erhalten: Wenn etwa L =I, A R, wihlt man einen Vektor r be- 
liebig auBerhalb der Geraden pq, wobei g = A (p) = R(p), und definiert z als 
Funktion der zwei Zahlen y und ¢ durch die Gleichung: 2 = R" (p) + e+ R" (r). 
Dann hat man R(z) = Rt! (p)+eR"*1(r), also x liegt auf einer Flache, 
die durch R auf sich selbst abgebildet wird. Setzt man s = R(r), so ist 

e=a'pt+P-q+ear+ef-s=a-s+u-q+yrt+p'p 
und og =x x. Man hat also wieder eine invariante quadratische Form 
(xz) =[xqrp]:[sqrz]—[sarp]:{[sqzp]. 

Mit dieser Darstellung erhalt man alle invarianten Formen des Falls, 
wenn A genau vier getrennte Fixpunkte hat. Man hat namlich nach den Er- 
gebnissen des § 4 auf der Flache (2 2) 0 vier Fixpunkte, welche die Fix- 
punkte von A sein miissen, und welche ein Viereck bilden, dessen vier Seiten 
ganz auf der Flache (x xz) = 0 liegen. Zwei Gegenecken dieses Vierecks ge- 
héren zu zwei Wurzeln der charakteristischen Gleichung, deren Produkt 
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gleich 1 ist. Verlangt man von einer Flache zweiter Ordnung, daf sie die 
vier Geraden dieses Vierecks und einen weiteren gegebenen Punkt p enthalt, 
so ist sie eindeutig bestimmt. Es gibt also im allgemeinen nur eine einfach 
unendliche Menge quadratischer Formen, die in sich transformiert werden, 
wenn man zwei Formen als gleich bezeichnet, wenn sie sich nur um einen 
konstanten Faktor unterscheiden: 

Man sieht nun auch, daB im Ausnahmefall 7? = o? die Zerlegung unendlich 
vieldeutig ist, wenn man nicht eine invariante quadratische Form mit heran- 
zieht. In diesem Falle gibt es eine Gerade, die bei der Abbildung A punkt- 
weise fest ist. Wenn namlich « der Drehwinkel von R ist (also 9 = cos a) 
und # der Drehwinkel von L, so hat man auf der einen Diagonale des auf der 
Flache (x x) =0 liegenden Fixpunktvierecks den Drehwinkel + (« + ), auf 
der anderen Diagonalen den Drehwinkel + («— #). Im Fall « = + # ist 
also eine der beiden Diagonalen punktweise fest. Man hat also, wenn die 
beiden anderen Fixpunkte auBerhalb dieser Geraden liegen, co? Fixpunkt- 
vierecke und co® invariante quadratische Formen. Zu verschiedenen Fix- 
punktvierecken gehéren verschiedene Zerlegungen. 


§ 9. Berechnung der Fixpunkte. 


Man kann die invarianten quadratischen Formen auch durch Berechnung 
der Fixpunkte finden. Man kann die Zahlen u, v, w, z, m so bestimmen, dal 
fu-RL+0-R+w-L+2z-D-{RL—m-I} =0 ist. Multipliziert man 
nimlich aus und setzt RR =290R—I, LL 2iL—TI, kommt 


((404—m)-u+20-v0+2i4-w+z2z)-RL+(—20-u—m-v—w):R 


(—2i4-u—v—m-w)-L+(u—m-z)-IJ=0. 


Man hat 4 lineare Gleichungen fiir u, v; w, z mit der Determinante 


4oiA—m 20 2) ] 
20 m l 0 
0. 
24 1 m 0 
l 0 0 m 
Daher ist m eine Wurzel der charakteristischen Gleichung, und u = — m* + m, 
v =20m*—2im, w=2Am*— 20m, z m* +1. 


Wenn z ein willkirlicher Vektor ist, ist (—m* + m) R(x)-L (zx) 
+ (20 m*—2im)- R(x) + (24m? — 20m): L(x) + (— m+ 1)- 2 =a(z) 
der zum Multiplikator m gehérende Fixpuakt oder Null. Die vier Kompo- 
nenten von a (x) sind proportional zu einer Linearform (a x) mit dem Multi- 


plikator m. Ist (b x) die entsprechende Linearform, die zum Multiplikator 


gehért, so ist (a x) (bx) eine (zerfallende) invariante quadratische Form. 
Die allgemeine invariante quadratische Form ist eine lineare Kombination 
der beiden zerfallenen Formen. 

Wenn m = + 1, ist 4 = +0 und (az) =0. 

Da man die homogenen Gleichungen fiir u, v, w, z aber immer auflésen 
kann, kann man auch immer alle Fixpunkte und alle quadratischen Formen 
auf diesem Wege finden. 


(Ringegangen am 20. August 1943.) 
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Ein Vertauschungssatz fiir elliptische Integrale erster Gattung. 
Von 


B. HessevBacu in Berlin. 


§ 1. Einleitung. 


Das von EuLER entdeckte Additionstheorem der elliptischen Integrale sagt 
aus, daB die Gleichung 
q 
F dt 
0 
J V((¢—) (¢—») (¢—w) (¢—2)) 
Pp 
bei festen u, v, w, z, @ eine (2, 2)-Korrespondenz zwischen den Veranderlichen 
Pp, q ist. 

Auf dieser Tatsache beruht die Verwendung der elliptischen Integrale in 
der Theorie der Kegelschnitte, insbesondere der Beweis des SchlieBungssatzes 
von PONCELET. 

Die Literatur hieriiber ist sehr umfangreich. Eine wie mir scheint zusammen- 
fassende Darstellung findet man in dem Buch von HALPHEN!): Traité des 
fonctions elliptiques. Il. Fiir das Folgende kommt besonders das Kapitel IX, 
S. 329 in Betracht, welches das Additionstheorem behandelt. 

Man kann auch umgekehrt mit Hilfe von Kegelschnittfiguren eine anschau- 
liche Deutung fiir Satze iiber elliptische Integrale erhalten. Die Anschaulich- 
keit wird aber dadurch beeintrachtigt, daB man zeichnerisch nur die reellen 
Ziige der Kegelschnitte zur Darstellung bringen kann 

Im folgenden beweise ich einen Satz iiber Kegelschnitte, aus welchem 
dann der folgende Satz iiber elliptische Integrale hergeleitet wird: Wenn 

q & 
it ; dt > 

| - = | mod K 

| V ((t—u) (t — v) (t — w) (t — z)) V ((é — u) (¢ — v) (t — w) (t —2)) 

y r 
ist, wo K das Periodensystem dieses Integrals ist, so ist auch 

it P dt 

| : = a | . -mod L 

J V(t—p) ¢—@ (—7 ¢—8)) J Vit—p) ¢—9g) ¢—7) t—8)) 


u w 


wobei L das Periodensystem des letzten Integrals bedeutet. Die Integrations- 
wege kénnen dabei irgendwie verlaufen. 


§ 2. Abbildung der komplexen Zahlen auf einen Kegelschnitt. 

Die Anwendung der elliptischen Funktionen auf die Theorie der Kegel- 
schnitte erfolgt im allgemeinen so, daB ein gegebener Kegelschnitt beziffert 
wird, indem man drei Punkten auf ihm die Zahlen o, 0, 1 zuordnet. Der 

1) HaLPHEN: Traité des fonctions elliptiques. Paris 1888. 


Mathematische Annalen. 121 3 








34 B. HeESSELBACH: 


Einfachheit halber verfahre ich hier umgekehrt, indem ich die komplexen 
Zahlen als gegeben annehme und dazu einen Kegelschnitt konstruiere, der die 
komplexen Zahlen als Bezifferung tragt. 

Sei p, q cin Paar komplexer Zahlen. Zu dem Zahlenpaar p, q sei ein Punkt 
in der ,,Ebene“ (z, y) definiert durch die Koordinaten x = p-q, y = p+ q. 

Um die Abhangigkeit von p und q besonders hervorzuheben, kann man 
auch schreiben: 

vpaq Pq, Ypq P+ q- 

Umgekehrt gehéren zu jedem Punkt der Ebene (zx, y) zwei komplexe Zahlen 
p, q, die der Gleichung geniigen: p* — yp + x = 0, g@—yq+ x =0, wobei 
p + q ist, wenn die Gleichung getrennte Wurzeln hat. 


Wenn p = q ist, hat man x = p?, y=2p, yY—427=0. 














Abb. 1. Grundkurve. 


Die Parabel y? —42=0 heifbt die Grundkurve (g), (Abb. 1). Wenn ein 
Punkt zx, y auf der Grundkurve liegt, gilt y2 — 4 x = 0, also fiir das zugehdrige 
Zahlenpaar p, q gilt (p + q)?—4pq = 0, also p = q. 

Damit ist jeder Zahl p ein Punkt der Parabel x = p?, y = 2 p umkehrbar 
eindeutig zugeordnet. Er wird mit p* bezeichnet. 

Man habe nun zwei Zahlenpaare p, q und r, s, welche harmonisch liegen, 
fiir welche also die Gleichung gilt: . 


p—r q—s 
| eh p—é 
Man kann die Gleichung auch schreiben: 


2(pq r 8) (p+ q)(r+s) 0 


oder 


9 > é 
~\Xpq “Ts Yna Yrs 0, 


wobei Lyq PE, Sve T8, Ynq P+: Urs r+s ist. 

Die Gleichung ist die Polarform der Gleichung der Grundkurve 4 x — y* =0, 
sie bedeutet also, daB die beiden Punkte (z,,, y,,) und (2,,, y,,) zur Grund- 
kurve in harmonischer Lage liegen. 

Sei p* cer Punkt der Grundkurve, welcher der Zahl p zugeordnet ist, also 
der Punkt mit den Koordinaten zx = p*, y = 2p. Ebenso g* der Punkt der 
Grundkurve, welcher der Zahl g zugeordnet ist. Zeichnet man in p* und q* 
die Tangenten an die Grundkurve, so: schneiden sich diese in dem Punkt 
(Lpq> Ypq)» Welcher zu dem Zahlenpaar p, g gehort, man hat namlich die beiden 
Gleichungen 


+ 20, 2(z Laq) — Yoe’ Yao = 9: 


welche besagen, da der Punkt (x), y,_) zur Verbindungsgeraden von ( 
und (2g¢,; Ygq) harmonisch liegt. 


9 _ s 
2 (Zpq + Xpp) — Yo’ Ypp Pq 


Lpp» Ypp) 
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§ 3. Kegelschnitte durch vier feste Punkte der Grundkurve. 

Hat man vier Zahlen wu, v, w, z und entsprechend auf der Grundkurve vier 
Punkte u*, v*, w*, z*, so stellt die Gleichung 

} ,? > (nu ” uw z)-ry+ (uv+ uw uz vw + HZ wz): y* 

Piuvw i-uvrz+-uwe vwz-y- duvwe A (y* 4 x) 

einen Kegelschnitt in der (x, y)-Ebene dar, der durch die vier Punkte u*, v*, 
w*, 2* geht. Setzt man nimlich z. B. x = u?, y= 2 u, so hat man rechter Hand 
und linker Hand Null. 

Die Werte des Parameters 4 und die Kegelschnitte des Biischels entsprechen 
sich ein-eindeutig 

Zu 4 = oo gehért die Grundkurve. 


Setzt man 


0; u 0+ W+2z 

02 “uv-+-Uw uz vW UZ Wz 
03 “UUW + UVWZ uW2 VWz 

O4 Uuvw, 


so wird die Gleichung des Kegelschnitts 


4 x? 20,°2ry 0o° y*—206,°Yy 40, A (y?—42). 
Hat man auf der Grundkurve zwei Punkte p*, g*, so hat ihre Verbindungs- 
gerade die Gleichung: 


2xr— y(p+q)+2pq=0. 





* r* 
* a gq 
\ 
* s Ps 
Vv “4 _— 
—— SV — 


Abb. 2. Kegelschnitt mit Tangenten. 


Denn setzt man z. B. x = p*, y = 2 p, so hat man linker Hand Null. Wenn die 
Gerade p* q* den Kegelschnitt durch u*, v*, w*, z* beriihrt (Abb. 2), gilt die 
Gleichung 


4 0; 24 2 

- Oj o,—/ — Os —(pP + q) 0. 
24 —; 40, 2pq 

2 —(p+q) 2pq 0 


die man durch Randerung der Determinante des Kegelschnitts mit den Koef- 
fizienten der Linearform erhalt. 
Ausgerechnet erhalt man die Gleichung: 
M (P,q) = }?- (p— q)* 
A: (4p? q?@—206,:pq(p + q) +- 462° pq—2 03° (p+ q) + 44) 
(of - 40,):p?q* + 46,°pq(p+q)—4%° (p+ q)? —29,6,° pq 
40,0,:(p + q) + 02 —40,0, =0. 
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Setzt man 


a=4i+4 6? —4o, é 47? +-40,-1—24,0, 
B =—26,-4+ 40, é 20,°4+ 46,0, 
y =#B#—40, €C =40,:4+ 02 —40,0,, 


so hat man 


M (p,q) =a-(pq)?+ BP paq(p+a)+y'(p+9?+5-pqt+e- (p+) 


Lést man die Gleichung M (p, gq) = 0 nach q auf, so kommt 


v 


q — (Bp -p*+(2y+46)-p+e)t+ ] F (p) 
2(ap?+Pp+y) 


wobei F (p) = (#? - 4ay)-p (260 fog p® 
(476+ &—2 pe—4a0)-p’ 
(26e—48C)-p+e—4yl 
ist. Den Wurzeln von F (p) = 0 entsprechen die Punkte u*, v*, w*, z*. Durch 
den Punkt p* laufen namlich zwei Tangenten an einen Kegelschnitt des 
Biischels. Wenn F (p) 0 ist, fallen die beiden Tangenten zusammen. 
Die Gleichung M (p,q) =0 ist quadratisch in A: 
M (p,q) =A-#? + B-14+0C, 
wobei 
A p- q)* 
B=4p*q—26,:pq(p+q)+40.:pq—20;,:(p+q)+40, 
C o? —40,)-p¢+4o 


pqa(p + 4) —40,°(p +49)? 
2 0, 03° pq + 40,0,°(p + q) + 02 — 40,0. 
Wenn j verinderlich ist, bilden die Schnitte des Kegelschnitts mit einer festen 
Geraden eine Involution. Die Gleichung A 7? + Bi + C =0 bestimmt die 
Doppelpunkte der Involution auf der Geraden p* g*. Die Involution zerfallt 
nur, wenn die Gerade durch eine Ecke des Vierecks u*, v*, w*, z* geht. 
Also die Diskriminante B?—4AC verschwindet nur dann, wenn p oder q 
einen der vier Werte u, v, w, z hat. Dementsprechend findet man: 
B* —4AC = 16 (p*—o, p® + 0, p* — 0, p + 04) (¢' — 49 + 029° — 959 + 9%) 
16 - f (p) - f (9). 
Wenn man M (p,q) = 0 setzt, findet man den Wert von A, der zu einem 
Kegelschnitt in dem Biischel durch die vier Punkte u*, v*, w*, z* und der 
Tangente p* q* gehdrt: 
—2p*q?+ 0, pq(p+ 9) —20,°pq+o,:(p+q)—2%,4+2) f(p)- f(g) 
(p — 9)* 
Die Funktion F (p) hat dieselben Nullstellen wie f(p), es gilt also 
F (p) =1(A)-f (p), wobei 


L(A) = B®? —4ay 16 {73 — og - 2? + (6,0, —40,)-2— 62 6, + 40,0,—¢ 


§ 4. Der Vertauschungssatz fiir Kegelschnitte. 
Wenn auf der Grundkurve vier Punkte p*, q*, r*, 8* so liegen, dab die 
beiden Geraden p* q* und r* s* den gleichen Kegelschnitt durch die vier 
Punkte u*, v*, w*, z* beriihren, bestehen zwei Gleichungen M (p, gq) 0 und 
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M (r,s) = 0, wobei in beiden Fallen der Parameter 4 denselben Wert hat. 
Umgekehrt folgt aus dem Bestehen dieser beiden Gleichungen bei gleichem 4, 
daB es durch u*, v*, w*, z* einen Kegelschnitt gibt, der diese beiden Geraden 
beriihrt.Diese Lage der acht Punkte u*, v*, w*, z*, p*, g*, r*, s* auf der 
Grundkurve hat gewisse Symmetrieeigenschaften. Namlich es gibt durch 
u*, v*, w*, z* auch einen Kegelschnitt, der die beiden Geraden p* r* und q* r* 
beriihrt, ebenso einen, der die beiden Geraden p* s* und g* r* beriihrt. Weiter 
gibt es auch durch die vier Punkte p*, q*, r*, s* drei Kegelschnitte, von denen 
je einer das Geradenpaar u* v*, w* z*, das Paar u* w*, v* z* und das Paar 
u* z*, v* w* beriihrt. 

Einen sehr einfachen Beweis hierfiir, den mir Herr Prof. van DER WAERDEN 
freundlicherweise mitgeteilt hat, erhalt man durch die folgende Verallge- 
meinerung: Wir sagen, daB zwei Kegelschnitte sich zweimal beriihren, wenn 
ihre Schnittpunkte paarweise zusammenfallen, oder, was dasselbe ist, wenn 
in dem durch sie bestimmten Kegelschnittbiischel eine doppelt gezihlte Gerade 
vorkommt. Behauptung: Wenn die Punkte u*, v*, w*, z*, p*, q*, 8*, r* so 
auf der Grundkurve liegen, dafi durch u*, v*, w*, z* ein Kegelschnitt geht, 
der einen durch p*, q*, r*, s* gehenden Kegelschnitt zweimal beriihrt, so 
gibt es zu jedem durch u*, v*, w*, z* oder durch p*, q*, r*, 8* gehenden Kegel- 
schnitt einen ihn zweimal berihtrenden durch p*, q*, r*, s* bzw. durch u*, v*, 
w*, z*. Beweis: Es sei K = 0 die Gleichung der Grundkurve, P = 0 die des 
Kegelschnittes durch p*, q*, r*, s* und Q = 0 die eines diesen zweimal beriih- 
renden Kegelschnittes durch-u*, v*, w*, z*. Dann wird das Biischel P + w- Q 

0 eine doppelt gezihlte Gerade L? = 0 enthalten: P + un - Q = L*. Indem 
man «+ Q wieder Q nennt, kann man « =1 annehmen: P+ Q=L*. Zu 
jedem Kegelschnitt P+ .4-K =O des Bischels mit den Basispunkten 
p*, q*, r*, s* gibt es dann einen Kegelschnitt Q— u- K = 0 mit den Basis- 
punkten u*, v*, w*, z* und umgekehrt, so daB (P + wu K) + (Q—pXK) =L* ist. 


§ 5. Beweis des Satzes fiir elliptiseche Integrale. 


Wenn in der Gleichung 


M (p,q) =«-(pq?+B-pq(p+q+y' (pt? +46-pqt+e-(pt+g+o=0 
p und q veranderlich sind, so gilt die Differentialgleichung 
aM aM 
\ ; ( 
= dp aq dq » 
wobei 
oM Sg? ‘ 
op 2p-(ag+Bat+yi bei ly+ dqre 
oM ‘ > a 6 
‘09 2q:‘(ap?+pp+y)+Pr+(2y+dpt+e 
ist, und da 
g = —be+ert+dpte)t+ VFO ._ —(Bet+2y+da+e) -VF@ 
q 2(ap? + Bp+y) (a+ Paty) 
ist, kommt 
aM aM Fz 
_— = | F(p =| Fig) 
oq | P) ap | . 


und damit 
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dp a dq 
| F (p) yF@ 
Die Vorzeichen der Wurzeln sind dabei so bestimmt, daB die Gleichungen 


) Fip) =2q (ap? + Bpt+ y)+ Pr + (2y4+ dpte 


VF (gq) =2p(ag?+ Baq+y)+hP+ 2y+ dqt+e 
gelten. Da F (q) =1(A)-f (p) ist, wobei 
f(g) =a —4,¢ + 0,9 — 039 + % 

L(4) = B® —4ay = 16(— 2 + 2? + (40, — 6,03) 4 + 02 4 02 0, — 4.0, 9,), 
kann man in der Differentialgleichung den Faktor / (A) fortlassen und hat 
dp = dq 

) f (p) y f (9) 
Wenn die Zahlen u, v, w, z, 4 festbleiben, wihrend p und q stetig so nach r 
und s gefiihrt werden, daB immer M (p, q) 0 gilt, gilt also 


2 


. dt =| dt 
| Vi® J VIO 
Pp 


q 
8 q 
Nun gilt, wenn / und [{ auf irgend einem Wege erstreckt werden: 
r Pp 
Lf 2 8 q 
f—J { =OmodkK, 
p q r p 


wobei K das zu u, v, w, z gehdrige Periodensystem ist. 
Wenn die beiden Geraden p* g* und r* s* denselben Kegelschnitt durch 
die vier Punkte u*, v*, w*, z* beriihren, gilt also: 
qa 8 
— * dt , 
| = | mod K. 
| Vi® J VIO 
p r 
Wenn auf der Grundkurve die Punkte u*, v*, w*, 2*, p*, q* gegeben sind, 
so folgen aus der Gleichung 
—2 pq +o, pq (p+ 9) —20,- pq + 05: (p+ 4) —2 0,42) f(p) -f (9) 
(p — 9)? 
zwei Werte von A, und entsprechend hat man zwei Funktionen 


A 


M (r,s) = #2 (r — 8)? 


A(4 7? s? 20,:ra(r+3)+4a,:7r4 2 6,°(r 8) 4 6,4) 
(o? — 40,)-7r? 8? + 40,-rs() 8) —40,:(r + 8s)? —26,0,-rs 
46, 6,:(r s) a3 46,0, 0. 


Jede der beiden Relationen M (r,s) = 0 ist eine (2, 2)-Korrespondenz zwischen 


dr ds 
: Vi (r) ) f(s) 
Paar r = p, s =q enthalt. In der Umgebung uer Stelle r = p, 8 = q sind die 
Vorzeichen der Wurzeln so zu bestimmen, das zu den beiden verschiedenen 
Korrespondenzen zwei verschiedene Differentialgleichungen gehéren. Jede 


r und s, welche der Differentialgleichung geniigt und das 
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der beiden Korrespondenzen ist durch den Anfangswert r 


p, 8 =q und die 
Differentialgleichung eindeutig bestimmt. 


Wenn nun ¢ eine fest gegebene Zahl bedeutet, so ist durch die Kongruenz 
s 
* dt > 
| =o mod K 
/ Vie 
rT 
s als zweideutice Funktion von r bestimmt, namlich wenn r auf der RrEMANN- 
schen Flache |r, |/ f(r) ) festgelegt ist, ist die Kongruenz eindeutig nach s 
auflésbar. 
Bestimmt man andererseits 9 durch die Kongruenz 
q 
" dt ‘ 
= mod K , 
J Vi 
so hat man zwei Restklassen fiir o. 
Durch die Kongruenz 
“ q 
a ~ dt i 
| mod K 
J VO J VO 
r p 
sind also auch zwei (2, 2)-Korrespondenzen zwischen r und s definiert, welche 
mit den beiden oben definierten Korrespondenzen M (r, s) = 0 iibereinstimmen 
miissen, da sie mit ihnen ein gemeinsames Paar, nimlich (p, q) haben und den- 
selben Differentialgleichungen geniigen. 


Wendet man das Ergebnis des § 4 auf die mit der Korrespondenz M (r, 8) = 0 
dt 
AU) 


aufgestellte Behauptung hewiesen. 


identische Korrespondenz | =o an, so hat man die in der Einleitung 


§ 6. Die Gileichung zwischen den Konstanten / und 0. 


Wenn die Gerade p* q* einen Kegelschnitt durch die Punkte u*, v*, w*, 2* 
umhiillt, besteht die Gleichung M (p, q) 0, wobei 
M (p, q) =/ (p q)* 
A(4p? q? —20,-pq(p + q) + 402° pq—-2 05° (p + q) + 404) 
(of —40,)° p?¢? + 40,-pq(p--q)—494°(p + 9)? — 20,05," pq 
46,0,°(p — 4) + 63 —460,06,=, 
und es besteht die Kongruenz 
. | 
i t , 
| ; =pmodk. 
io — 
P 
Es muB also zwischen / und 0 eine von p, q unabhangige Gleichung bestehen, 
da zu jedem Kegelschnitt durch u*, v*, w*, z* ein 4 und eine Restklasse o 
gehort. 
Um nun die Gleichung zwischen o und / herzuleiten, kann man g festhalten 
und die Gleichung M = 0 nach q und 2 differenzieren. 
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Dann kommt: 
oM aM 


aq dq yi -di=0. 
Es ist 
aM : , 
aq VPP) = VHA) -V Fl) 
aM 


Man hat also 


dq 2A (p—q)? + 4p*q?— 20,:pq(p+q) + 40,.:pq—-20,-(p+q) +40, 
di Vy lia) - VF) 
Aus der Gleichung M 0 findet man wie in § 3 den Wert fiir 7 
1 -2p*q* + o,: pq (p+ 9) —20,-pq + o5-(p +9) —20,+ 2) f(p) - f(g) 
(p —q)* 


und wenn man dies oben rechter Hand einsetzt, kommt: 


d 
q , 4 1f@ 


di = | L(A) 
Nun ist 
i V f(g), also ‘t 4 V7(A) 
t V (- A? + 0,2? 10,"— 0,9) 1+ 02 + 020, : 40,0,) . 
und da zu 4 0 der Wert o = 0 gehért, hat man 
0 | dt 


‘| |) (— @ + o,8 + (40, — 0,05) ¢ + 02 + 0? 0, — 40,04) 


( Eingegangen am 20. August 1943.) ° 





ay = 24 (p—a? + 4g —20,: pa (p + 9g) + 40,pq—20;°(p +9) +40. 


Math. Annalen. Bd. 121, S. 41—51 (1949). 


Kontinua von n-ter Ordnung 
im projektiven n-dimensionalen Raum. 
Von 


Orto Haupt in Erlangen. 


Vorbemerkung. 


Die vorliegende Note enthalt den ersten Teil einer Untersuchung iiber die 
Gestalten derjenigen Kontinua im projektiven n-dimensionalen Raum R,, 
welche beziiglich der Hyperebenen des R, als Ordnungscharakteristiken den 
(kleinstméglichen) schwachen Punktordnungswert n besitzen. Wahrend nam- 
lich die Kontinua des starken Punktordnungswertes n im R,,, wie bekannt}), 
nur einfache Bogen und Kurven sein kénnen, sind im hier betrachteten Falle 
der schwachen Ordnung die Gestalten weit mannigfaltiger und zwar infolge 
der Méglichkeit des Auftretens von Verzweigungspunkten. Bei der Unter- 
suchung stiitzen wir uns auf friihere Entwicklungen?). 

Auf die Untersuchung der Kontinua des schwachen Punktordnungs- 
wertes (x + 1) im R, hoffen wir im Zusammenhang mit der Fortsetzung der 
gegenwiartigen Betrachtungen zuriickzukommen®). 


§ 1. Punktordnungswert und Rang von Kontinuen im R,,. 

1.1. Wir betrachten zundchst eine Menge M im R,,, deren Rang kleiner ist 
als nm, und zeigen, daB der Punktordnungswert von I beziiglich der Hyper- 
ebenen des R,, der gleiche ist wie der beziiglich der Hyperebenen in L (M), 
wenn L(M) die lineare Hille (vgl. S., Nr. 1.1.2.) von Mt bezeichnet. 
Wir beweisen naimlich den 

Satz. Vor. Hs sei M eine Punktmenge im R,, vom Rang r, wobei l orsn. 
Ferner besitzeM beschrankten schwachen Punktordnungswert S PO(M) = p< +-c 
beziiglich (des RY 1) der Hyperebenen L,_, des R,,. 

Beh. Es besitzt M den gleichen schwachen Punktordnungswert p auch beziig- 
lich (des RY",) der Hyperebenen L,_, des L; = L(M). 

Bew. 1. Fir r =n ist nichts zu beweisen; es sei also 1<=r<n—1. 
Diejenigen L, _,, in weichen L; = L (M) enthalten ist, liegen nirgends dicht 
in R®, (S., Nr. 1.2.4., A). Und da nirgends dichte Mengen aus Ry”, 
fiir die Bestimmung von S PO (M) beziiglich des RW” , belanglos sind, so geniigt 
zum Beweis unserer Beh. die Betrachtung nur solcher L,_,, fiir welche 


“a 
< 


1) Vgl. A. Marcuaup: Sur les continus d’ordre borne. Acta math. 55, 98 (1930). 

2) Haupt: Schwache Ordnung im projektiven n-dimensionalen Raum Ry. Math. Ann. 
120, 473 ff (1949). Im folgenden zitiert mit S. Auf den Inhalt dieser Arbeit wird Bezug 
genommen. 

3) Ein gewisser Zusammenhang besteht auch mit den von Herrn Frns_er eingefiihrten 
und behandelten ,,Freigebilden“*. Vgl. z. B. P. Frxster: Reelle Freigebilde. Comment. 
math. Helvetici 16, 73ff. (1943) und die dort angegebenen vorangehenden Arbeiten. Ein 
Eingehen auf diesen Zusammenhang bleibe ebenfalls vorbehalten. 

3a 
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L, L,_, + L,, also L; L,_, = L,_, ist. — 2. Zum Beweise der Beh. ist gemah 
Ziff. 1 zu zeigen: a) Die L,_, C L; mit™) M(ML,_,) = p liegen dicht in einer offe- 
nen Teilmenge des L;’, beziiglich L;. — b) Die L,_,c L, mit M(ML,_,)>>p 
liegen nirgends dicht in RY” ,. — Zu a): Die L, , mit M(ML,_,) = p liegen 


nicht nirgends dicht in R.. Gem&B S., Nr. 1. 2. 4., B., ist daher die Menge 
der L, , = L,L,_, mit M(ML,_,) = M(ML,_,) =p nicht nirgends dicht 
in RY? ,.— Zu b): Die L,_, mit M (M L,,_,) > p liegen nirgends dicht in Ri;. 
Ware nun die Menge der entsprechenden L,_, = L; L,_, mit M(ML,_,) 
M(ML,_,)>p nicht nirgends dicht in RY ,, so wire die Menge aller, eben 
diese L,_, enthaltenden L,,_, ebenfalls nicht nirgends dicht im Ry”, (folgt 
aus §., Nr. 1.2. 4., Bew. zu B.). Widerspruch 

Zusatz. Ist umgekehrt L(M) = L; mit r<n sowie mit SPO(M) =p 
beziiglich der L,_, c Lj, so ist auch SPO (M) = p beziiglich der L,,_, des R,. 
(Bew. aus S., Nr. 1. 2. 4., B.). 

1.1.1. Verabredung. Gem&B Nr.1.1. kénnen und wollen wir im 
folgenden bei der Betrachtung von Mengen I2% mit beschrinkten schwachen 
Punktordnungswerten im projektiven R, den Rang von M% jeweils gleich n 
annehmen, also gleich der Dimension desjenigen Rawmes, auf dessen H yper- 
ebenen als Ordnungscharakteristiken die Ordnungswerte sich beziehen. 


n 


1.2. Fir Kontinua € im R,, von beschranktem schwachen Punktordnungs- 
wert p und von Range n ist der Rang eine untere Schranke fiir den Punktordnungs- 
wert, d.h. R (€) n = SPO (€) p. (Fir n l ist n p sogar genaue 
Schranke.) Dies entnimmt man aus dem folgenden 

1.2.1. Satz. Vor. Es sei € ein Kontinuum im R,, mit dem beschrdnkten 
schwachen Punktordnungswert p und dem Rang n. (n = 1). 

Beh. In beliebiger Nahe einer jeden Hyperebene L;,_,, deren Durchschnitt 
poe SR Peas io it ( 
mit © mindestens n linear unabhangige Punkte enthdlt, gibt es eine im Ri” ,) 
offene Menge u derart, daB in u diejenigen L,,_, dicht liegen, deren Durchschnitt 

mit © mindestens n linear unabhangige Schnitt punkte enthalt. 

Bew. I. Es genigt, die Falle n =>2 zu betrachten. Wegen R (€) =n 
gibt es n linear unabhaingige Punkte in €, etwa P,, v 1, ...,”, und es ist 


(C — L,_,)+ © fir L,_, = L((P,),...,(P,)). Daher *) existiert ein Punkt 
Q, ¢ €L,_,, in welchem eine Komponente 3 von (€ — L;,_,) miindet. Ferne 
gibt es zu Q, weitere (n— 1) Punkte aus € L),_,, etwa Q,, . . ., Q,, derart, dal 


Q,,Q2,..-.Q, linear unabhingig sind, also L),_, = L((Q,),..., (Q,))- 
II. Gema&B 8., Nr. 2.5. und 2.3. gibt es beliebig nahe bei Zj;,_, in der 2-Schar 
mit der Achse A, = L((Q.),.--,(Q,)) solche Lj_,, fir welche (© —Y,) La, 
punkthaft ist und wobei Ly_, in beliebig vorgegebener, euklidischer Umgebung 
Ul, von Q, einen Schnittpunkt Q) (von € mit Ly_,) enthalt; dabei kénnen und 
sollen U,,Q,, .--,Q, als linear unabhangig angenommen werden (vgl. 8., Nr. 
1.1.4.). — Il’. Wegen R(C) =n ist (C—Ly_,) +. Weil (C—4U,) La, 
punkthaft, also (S., Nr. 2. 3., Anmerkung) endlich ist, sind ferner M, Z,—~1 und 
(C—Y,) Ly, abgeschlossen (und fremd). Daher®) miindet eine Komponente von 
(€—L,_,) (Briicke zwischen AM, Ly, und (C—M,) Ly_1) in UW, etwa in Qs € W,. 

3a) Unter M (©) ist die Mdchtigkeit von 2 C R, zu verstehen. 

*) Nach dem Randsatz; vgl. S., FuBnote 10. 

5) Nach dem Briickensatz; vgl. S., FuBnote 10. 
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Falls n > 3 gibt es zu Qo weitere Punkte Q3, ..., Q;, aus € Ly_,, so daB Qj, Qs, 
Qs, ---»Qp linear unabhangig sind, also L;;_, = L ((Q4), . . ., (Q;)) ist. — II’. Ge- 
maB §., Nr. 2. 5. und 2. 3., gibt es jetzt beliebig nahe bei Li/_, in der 3-Schar 
mit der Achse AU, = DL ((Q3), . . ., (Q;,)) solehe Hyperebenen L®,, fir welche 
(€ —U,) LS, punkthaft ist und in beliebiger euklidischer Umgebung Uj bzw. 
ils von Q) bzw. Q3 einen Schnittpunkt Q7 bzw. Q¢ enthalt (betr. die Existenz 
von Uj und Qj vgl. S., Nr. 2.4.; falls"n = 2, ist M, leer). Die Uj, U2, Q3,...,Qn 


kénnen und sollen als linear unabhingig angenommen werden. — Falls n = 2 


ist, folgt die Beh. aus 8., Nr. 1. 4. 3., und der Tatsache, daB die L,,_, mit punkt- 
haftem € L,_, dicht liegen im RY ) — Ist dagegen n = 3, so ergibt sich der 
Beweis durch Wiederholung vorstehender Schliisse mittelst vollstandiger 
Induktion. 


1. 3. Firden Fall, daB nur solche Hy perebenen in Betracht gezogen werden, 
welche simtlich durch einen festen Punkt O des Kontinuums € gehen, und dah 
O nicht Zerlegungspunkt*) von € ist, ergibt sich folgende Modifikation des 
Satzes in Nr. 1. 2.1. 


Satz. Vor. Es sei € ein Kontinuum im R,, von Range n und vom beschrank- 
ten schwachen Punktordnungswert p (2an<p). Ferner sei OC € nicht 
Zerlegungspunkt von ©. SchlieBlich sei mit m bezeichnet die (nicht leere) Menge 
derjenigen Hyperebenen L,_, durch O, welche n linear unabhingige Punkte 
von © enthalten (also R(C L,_,) =n— 1). 


Beh. In m liegen diejenigen Hyperebenen L,,_, dicht, fiir welche CL, _, 


punkthaft ist und zugleich (n —1) Schnittpunkte S,,...,S,_, enthdlt derart, 
dag O,8,,...,8,_, linear unabhangig sind. 


Bew. Wegen R (C) = n gibt es L,_, durch O, in welchen nm linear unab- 
hingige Punkte von ©, etwa O, P,,..., P,_,, enthalten sind; es sei L,_, = 
L((O), (P,), . .-, (P»_)) diese Hyperebene. Gema8 S., Nr. 1.3. 1., Hilfssatz, 
gibt es (weil €— L),_, + © wegen R(€) = n) mindestens eine Komponente 3 
von (€ — L;,_,), welche in einem von O verschiedenen Punkte Q, von € L;,_, 
miindet (man setze namlich in S., Nr. 1.3.1.: &=C€CL,_, und B¥ = (7), wo 
T ein beliebiger Punkt von (€ — L},_,) + © ist; ferner beachte man, dai W 
mehrpunktig (wegen n => 2) und daf € lokal zusammenhangend ist (S., Nr.2.1.)). 
Nun gibt es zu O und Q, in € L},_, weitere Punkte Q,,...,Q,_, derart, dal 
O,Q,, Qe, . . -,Q,, linear unabhangig sind. Ferner gibt es (S., Nr. 2. 5. und 
2.3.) beliebig nahe bei Lj, in der 2-Schar mit der Achse L,_.=% 
L((O), (Qs), - - -s (Q,,)) solehe L,,_,, fiir deren jede (CE —%®) L,,_, punkthaft (also 
endlich) ist und einen in beliebig kleiner euklidischer Umgebung Ul, von Q, 


gelegenen Schnittpunkt S, enthalt; fiir hinreichend kleine WU, sind dabei 


O, 8,, Qs, ...,Q,_; linear unabhingige Punkte von €. — Vollstandige Induktion: 
Vor. Es sei LD, _, L ((O), (&), . - -, (,), (Qp+3)> - - -» (Qp—s))5 dabei sollen 
O,S,,...,Q,—, linear unabhangige Punkte von € und es sollen 4,,..., 4, 


Schnittpunkte von € mit L,,_, sein (1 < r < n — 2), ferner soll (© —®) L,_, 
punkthaft, also endlich sein fiir D L ((O), (Qp41)> ++ +» (Qy_y)). Beh. Be- 
liebig nahe bei L,_, gibt es (im re.) Hyperebenen L;,_,, welche O enthalten, 
von folgender Beschaffenheit : Es enthalt € L’,_, in beliebig kleiner euklidischer 
Umgebung U, von S, einen Schnittpunkt Sj, 9 = 1, ..., 7; auBerdem enthalt 


*) Vyel. S.. FuBnote 11. 
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€ Li_, einen Schnittpunkt S),, (+ S, fir alle o l;...,7) sowie, falls 
r<n—2, noch Punkte Q.,.,...,Q)_, derart, daB O, S},..., Si44,Qae, 
...,Q)_, linear unabhangig sind und daB (€—®’) Li, endlich ist fir 
D’ = L((O), (M42), ---. (Qi_1)). Bew. Es ist €D abgeschlossen, ebenso 
(€ —D) L,,_, (weil nach Vor. endlich); ferner sind beide Mengen nicht leer, 
sowie fremd und ihre Summe ist © L,_,. Da €©€D mindestens zwei Punkte 
(namlich O und Q,,_,) enthalt sowie den Nicht-Zerlegungspunkt O, so gibt es in 
€ (gemaB S., Nr. 1.3.1.) eine Briicke 8 von (C—D) L,_, nach €®D, welche in 
€®D in einem von O verschiedenen Punkt Q) ,, miindet und ganz in (C — L,,_,) 
liegt. Nun gibt es in €D‘Punkte Q)., »>Q_, so, daB O,7.,,.-..G_; 


linear unabhangig sind, also D = L ((O), (Q)..,), - - -, (Q,_1)). GemaB 8., Nr. 2. 5. 
und 2. 3., existieren beliebig nahe bei L,_, solche Lj,_,, in welchen D’ = L ((O), 
(Q) 10), ---,(Q)_,)) enthalten ist, fiir welche (© —®’) L)_, endlich ist und 
welche in beliebiger, euklidischer Umgebung je von S,, .. ., S,,Q;., Schnitt- 
punkte Sj, ..., S},, mit € besitzt. Da demgem&B die Sj, ..., 8/.,,Q40,.-.5 
Q;,_, als linearunabhangig angenommen werden kénnen (denn die O, S,, . . ., 
S,, O41, Qi +0) ---»Q),_, sind linear unabhangig), folgt die Beh. 


1.3.1. Der Satz in Nr. 1. 3. enthalt eine Aussage iiber die Menge m alle 
Hyperebenen (bzw. ihre Durchschnitte mit €), welche durch einen festen 
Punkt O von € gehen, vorausgesetzt, daB O nicht Zerlegungspunkt von € ist. 
Demgegeniiber beweisen wir jetzt eine analoge Aussage, aber nur fiir die Um- 
gebung derjenigen L,_, € m (falls solche L,,_, existieren), fiir welche € L,,_, 
diskontinuierlich (endlich) ist und den Rang (n — 1) besitzt; eine besondere 
Annahme iber O selbst (wie in Nr. 1.3.) ist hierbei nicht erforderlich. Wir 
zeigen also 

Satz. Vor. Es sei € ein Kontinuum im R,, vom schwachen, beschrinkten 
Punktordnungswert p und vom Rang n. Ferner existiere eine Hyperebene L;_, 
durch den (beliebigen) Punkt O von ©, fiir welche € L;_, diskontinuierlich 
und vom Range (n — 1) ist. 

Beh. Sind P,,..., P,_, Punkte von € Li,_, derart, daB O, P,,..., P,_, 
linear unabhiingig sind, so gibt es Hyperebenen Li;_, durch O, welche zu L},_, 
beliebig benachbart sind, fiir welche € L,_, diskontinuierlich ist und welche 
in beliebiger Umgebung von P, einen Schnittpunkt mit € liefern, vy =1,... 
n—1. 

Bew. Wir setzen O=P,. Wegen R (G) n ist ©’ =~ €C—L,_,+©. 
Ferner ist € L;,_, endlich (weil diskontinuierlich, 8., Nr. 2.3., Anmerk. (fir 
% = 0O)). Daher*) miindet in jedem der P, eine Komponente 3, von €’, » = 1, 

..,. Es sei Ul, eine euklidische Normalumgebung von P,; wegen der linearen 
Unabhangigkeit der P, kénnen auch die Ul, als linear unabhingig angenommen 
werden (vgl.S., Nr. 1.1.4.). Da 8, in P, miindet, gibt es (S., Nr. 2.3. und 
2.5.) in der 3-Schar mit der Achse Y, L ((P,), ..., (P,)) eine zu Lj,_, be- 
liebig benachbarte Ly_, derart, daB (C —Y,) Ly_, endlich ist und daB € Ly_, ul, 
einen Schnittpunkt Pj; enthailt; gemaB 8., Nr. 2.6., kann und soll iiberdies 
angenommen werden, das in jedem der P,,..., P,, eine Komponente von 
(© — Ly_,) miindet. Nun l4B8t sich vollstandige Induktion anwenden. Man 
setze namlich voraus: Beliebig nahe bei L;,_, existieren L?_, von folgender 
Art: Die Punkte P,,,,...,P,, lst <n—1, liegen in © LF_, und in 
jedem von ihnen miindet eine Komponente von (€ — Z¥_,); wird &, 

L ((Pr4,), ---, (P,)) gesetzt, so ist (C—,) L¥_, endlich und enthalt (min- 
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destens) ¢ Schnittpunkte S, mit S,¢ U,, r=1,...,t. Behauptet wird, daB 
diese Annahme auch fiir (¢ +- 1) erfillt ist. Bew. Jede zu L*_, hinreichend 
benachbarte L, _, liefert mit € ein in U1, enthaltenes Schnittstiick, r = 1, .. ., t 
(vgl. S., Nr. 1.4.3.). Ferner gibt es in der (¢ + 1)-Schar mit der Achse 
W,., = L((Pix2), .--,(Pn)) beliebig nahe bei L¥_, solche L,,_,, fiir welche je 
eine Komponente von (©—L,_,) in P; miindet, j =t+ 2,...,m (vgl.S., 
Nr. 2.6.), fiir welche ferner (© —Y,,,) Z,_, endlich ist (8., Nr. 2.3.) und 
in U,,, einen Schnittpunkt mit © besitzt (S., Nr. 2.5.). Daraus folgt die 
Giltigkeit der Induktionsannahme auch fir (¢+ 1) <n —1; w.z.z.w. 


1.4. Aus Nr. 1.2. und 1. 3.ergeben sich obere Schranken fiir den Rang 
von € unter folgenden Bedingungen: 


Satz. Vor. Es sei © ein Kontinuum im R,, vom beschrinkten schwachen 
Punktordnungswert p. 


Beh. 1. Ist SPO(€C) = p< n—1, 80 besitzt € héchstens den Rang (n —1). 
2. Ist O € € nicht Zerlegungspunkt von € und liegt die Menge der L,,_, durch O 
mit®*) M (€ L,_,) > m fiir m<n—1 nirgends dicht in der n-Schar 3 mit der 
Achse (O), so ist der Rang von € nicht gréBer als m. 

Bew. 1. Ware R(C€) = n, so ware (gemaB Nr. 1.2.) p< R(C)< p=SPO(G). 
2. Ware R(€C)>m, so lagen die L,_, durch O mit M(CL,_,)>m (gemaB 
Nr. 1.3. und 1.1.) nicht nirgends dicht in 8. 


1.5. Wir bestimmen jetzt Schranken fiir den schwachen Punktordnungs- 
wert eines Teilkontinuums & (von €) von gegebenem Rang. 


Satz. Vor. Es sei € ein Kontinuum im R,, vom Range n und vom schwachen 
beschrinkten Punktordnungswert p. Ferner sei & ein Teilkontinuum von © vom 
Range t mit l <t<n. 


Beh. Es besitzt & einen schwachen Punktordnungswert, welcher zwischen t 
und s = p—n-+ t liegt. Ist also speziell p = n, so ist SPO (XZ) = R(X) =t. 


Bew. Wegen 2c € und S PO (€) = p besitzt T jedenfalls einen beschrank- 
ten schwachen Punktordnungswert < p; denn die L,_, mit®**) M(CL,_,)>p 
liegen nirgends dicht im ee... Fiir n =t folgt daher die Beh. aus Nr. 1. 2. 
Fiir ¢ = 1 ist ferner SPO(Z) =t, also die Beh. ebenfalls richtig. Es sei daher 
L<t<n. Wird i; L (&) gesetzt, so kann (und soll) gemaéB$ Nr. 1.1. der 
schwache Punktordnungswert von & auf den Rj, der in Lj enthaltenen L,_, 
bezogen werden. Es sei nun SPO (TZ) j p; gemaB Nr. 1.2. ist t<r. 
Dann gibt es eine in Ri? , offene Menge u, so daB M (FL, _,;) =r und daB diese 
r Punkte simtlich Schnittpunkte von T L,_, sind fiir jede D,_, € u (vgl. S., 
Nr. 2. 4. 1., Beh. B. 1.). Es sei Zj_, € u. Wegen R (€) nm existieren (n — t) 
Punkte P,.,,...; P,, in (© — Lh), so daB D, = L ((P;4,), . . ., (P,)) fremd ist 
zu L; und daB D, zusammen mit L;_, eine L},_, aufspannt, in welcher LZ; nicht 
enthalten ist, also L;_, = 1; Lj,_,. In der abgeschlossenen Menge € D, miindet 
eine Komponente von (© —D). GemaB §8., Nr. 2.6., gibt es daher in der 
(t+ 1)-Schar t, mit der Achse D, beliebig nahe bei L},_, eine Lj, und einen 
Punkt M, ¢ €D, derart, daB in M, eine Komponente von (€ — L;,_1) miindet; 
dabei kann und soll LZ; L,_, € u angenommen werden (vgl. S., Nr. 1. 2. 4., B.). 
Es seien nun M,, Pi..,..., Pn, linear unabhangige Punkte von D,. Ferner 
sei t, die (¢ + 2)-Schar mit der Achse D, = L((Pi,,),..., (P,)). GemabB S., 
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Nr. 2. 5., gibt es in beliebiger Nahe von L,_, eine in t, offene Menge v,, so das 
€ L,_, fiir jede L,_, € v, ein Schnittstiick liefert, welches in beliebiger, zu 
L, fremder Umgebung &, von M, enthalten ist. Liegt », hinreichend nahe bei 
Ly-1, so ist L,,=%L,_,¢€u fir D,_,€»,; wir legen ein derartiges », 
zu Grunde. Gem&B S., Nr. 2.3., gibt es unter diesen L,_, solche, fiir die 
(€ —®,) L, _, = €, endlich, also in B, ein Schnittpunkt von € L,,_, enthalten 
ist. AuBerdem enthalt aber € L,_, Z; noch weitere r Schnittpunkte von € 
mit L,,_,; setzt man namlich wieder Ll; L,_, = L,_,, so ist CL,_, > TL_, 
und esenthalt T L,_, wegen L,_, € u genau r Schnittpunkte von T mit L,_,, 
welche (S., Nr. 1. 4. 1. 1.) Schnittpunkte von T, also®*) von € mit L,_, sind. 
Auf L,,_,, D_ und t, lassen sich nun die gleichen Schliisse anwenden wie vorhin 
auf Li_,, D, und t,. Man erhalt (n—t— 2) linear unabhangige Punkte 
Pig, ..-, Pa aus (€ — L;) und eine L,,_,, welche D, = L (( P43), . . ., (Pa)) ent- 
halt und fiir welche (€ —9®,) L,_, endlich ist mit mindestens (r + 2) Schnitt- 
punkten (von € mit L,_,). Vollstandige Induktion fihrt also zu einer L,_;, 
fir welche € L,_, endlich ist und mindestens (r + » — t) Schnittpunkte ent- 
halt. In einer Umgebung einer solchen L,_, liegen die L,_, mit endlichem 
€ L,_, und mindestens (r + n— 1?) Schnittpunkten dicht (vgl. 8., Nr. 1.4.3. 
und 2.2.1.). Wegen S PO (€) = p ist daher r + n—t< p, alsors p—n-+ ft, 


W. Z. Z. W. 


1.6. Wir benédtigen noch eine Bemerkung iiber Verzweigungspunkte’) eines 
Kontinuums € c R,, mit SPO (€) = p< + o. Es gilt namlich: 


Die Verzweigungsordnung eines Verzweigungspunktes V von € ist nicht 
gréBer als 2 p. 


Bew. 1. Jeder in € enthaltene Bogen 8 mit P als Endpunkt besitzt in P eine 
und nur eine Halbtangente. Existierten nimlich zwei verschiedene Halbtan- 
genten h’, h” an B in P, so gabe es eine Hyperebene € durch P derart, daB 
h’ und h” in einer Umgebung von P auf verschiedenen Seiten von € lagen. 
Dann aber waren in 8 unendlich viele, paarweise fremde, abgeschlossene 
Bogen $; enthalten, deren jeder mit € (mindestens) ein Schnittstiick T; gemein- 
sam hat. Faft man (3 p + 1) unter diesen §; ins Auge, so existiert (gemaB 
S., Nr. 1. 4.3.) eine Umgebung u von & im RW”, derart, daB jede Hyperebene 
L,_, € u mit € mehr als 3 p Punkte gemeinsam hat. Dies widerspricht aber 
der Voraussetzung, daB SPO (C) = p (vgl.S., Nr. 2.4. 1., Beh. A., und Nr. 
2. 2. 1.). — 2. Wiirden nun im (Verzweigungs-) Punkt V von € mehr als 2 p, 
bis auf V fremde Bogen miinden, so wiirde eine Hyperebene durch V existieren, 
in welcher keine Halbtangente in V an (2 p + 1) dieser Bogen liegt. In einer 
Umgebung von V wiirden dann (mindestens) (p + 1) unter diesen Halbtangen- 
ten auf der gleichen Seite der Hyperebene liegen und es wiirden infolgedessen 
auch die zugehérigen (p+ 1) Bogen in dieser Umgebung auf eben dieser 
Seite verlaufen. Dann existierte aber in beliebiger Nahe der Hyperebene eine 
im R™, offene Menge » von Hyperebenen derart, daB jede L,_,¢€» mit € 
mehr als p Punkte gemeinsam hatte. Widerspruch mit S PO (€) = p. 


6a) weil (© — D,) L,»—, endlich ist. 

7) Unter einem Verzweigungspunkt V wird jeder Punkt von mindestens 3. Ordnung 
im Sinne der topologischen Kurventheorie verstanden, und unter der Verzweigungsordnung 
von V hier die maximale Anzahl von, bis auf V fremden, in V miindenden Teilbogen von €. 
Vgl. K. Mencer: Kurventheorie, 8.99 und 214. Leipzig-Berlin 1932. 


ny 
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§ 2. Kontinua vom minimalen sechwachen Punktordnungswert. 


yema4B Nr. 1. 2. kann der schwache Punktordnungswert eines Kontinuums 
¢ im R,, nicht kleiner sein als der Rang von €; ist er gleich dem Rang, also 
S PO (€) = R(€) so bezeichnen wir € kurz als von minimalem schwachen 
Punktordnungswert oder auch als ordnungsminimal. Diese ordnungsmini- 
malen Kontinua sollen im folgenden naher untersucht werden. Dabei kénnen 
und werden wir (gem4&B Nr. 1. 1.) stets Kontinua im R,, vom Rang und Ordnungs- 
wert n zu Grunde legen. 


2.1. Aus Nr. 1.5. folgt (wegen p—n + ¢ =t fiir p = m) zuniachst: 


Jedes Teilkontinuum eines ordnungsminimalen Kontinuums ist wieder 
ordnungsminimal. 


2.2.-Wahrend im Falle starken Punktordnungswertes die ,,ordnungs- 
minimalen“ Kontinua (im R,,) mit den ,,ordnungsminimalen“ einfachen Bogen 
bzw. Kurven identisch sind’), weisen im Falle schwachen Punktordnungswertes 
die Gestalten der ordnungsminimalen Kontinua eine weit gréBere Mannig- 
faltigkeit auf. Der Grund hierfiir liegt in der Méglichkeit des Auftretens von 
Verzweigungspunkten (vgi. Nr. 1.6.). DemgemaB werden wir zunachst die 
Verzweigungspunkte in ordnungsminimalen Kontinuen naher betrachten. 

Aus den Sa&tzen in Nr. 1.3. und 1.3. 1. folgt zunachst der 

Satz. Ist V Verzweigungspunkt des ordnungsminimalen Kontinuums € im 
R,, (2 <n), 8o gilt: 

I. Es ist V Zerlegungspunkt eines jeden, V enthalienden, mit © ranggleichen 
Teilkontinuums Z von € (also R (C) = R(X) = n); insbesondere ist (daher) V 
Zerlegungspunkt von © selbst. 

Il. Ist L,_, irgend eine, V enthaltende Hyperebene, deren Durchschnitt mit € 
diskontinuierlich (also endlich) ist, so besitzt dieser Durchschnitt héchstens den 
Rang (n — 2). (Fiir**) M(€L,_,) <n—1 ist diese Bedingung von selbst 
erfillt). 

Zusatz. Jedes Teilkontinuum & von ©, fiir welches V Endpunkt ist, 
und jedes, V enthaltende, in € enthaltene topologische Kreisbild 3 besitzt 
héchstens den Rang (n — 1). 

Bew. Zu I. Ware V nicht Zerlegungspunkt von &, so existierte gemaB 
Nr. 1.3. eine L;,_, durch V mit endlichem fT L,,_, und mit (n—1), von V ver- 
schiedenen Schnittpunkten (man beachte, daB S PO (ZX) = n gemaB Nr. 2. 1.). 
Da V Verzweigungspunkt von € ist, gehen von V mindestens drei, in € ent- 
haltene einfache Bogen 8; aus, welche paarweise nur den Punkt V gemeinsam 
haben; die Halbtangente von %; in V sei h;, 7 = 1, 2, 3 (vgl. Nr. 1.6.). Unter 
den zu L,, _, beliebig benachbarten Hyperebenen durch V gibt es solche, etwa 
Li-~1, welche keine der h; enthalten und daher mit $; in einer hinreichend 
kleinen, euklidischen Umgebung W von V nur V gemeinsam haben (j = 1, 2, 3). 
Da somit mindestens zwei der 8; Ul auf der gleichen Seite von L,_, liegen, 
etwa fiirj =1,2, gibt es in beliebiger Nahe von L,_, eine offene Menge 1 C -.. 
so daB €L,_, fir L,_, € u mindestens (n + 1) Punkte enthalt; namlich 
(n— 1) Punkte je in beliebiger Umgebung der (n — 1) Schnittpunkte von 
t L,,_, und je mindestens einen Punkt von 8; U L,_,, 7 = 1, 2. (vgl. 8., Nr. 
1.4.3. und 1.4.3. 1.). Da u offen ist in RY”, ergibt sich ein Widerspruch 
mit SPO (€) =n. 











Orro Haupt: 


Anmerkung. Fir den Beweis ist wesentlich nur, daB L,;_, mit € auBer 
(n —1) Schnittstiicken noch einen davon verschiedenen Stiitzpunkt mit 
einem Teilbogen von € besitzt. 

Zu Il. Der Beweis l4Bt sich indirekt wie fiir Beh. I. fihren, wenn man 
Nr. 1. 3. 1. (statt Nr. 1.3.) benutzt (vgl. auch die Anmerkung zu Bew. I.). 

Betr. den Zusatz. Ergibt sich aus Beh. I., weil V Zerlegungspunkt weder 
von F noch von 8 ist. 


2.3. Um die Gestalt eines ordnungsminimalen Kontinuums € in Abhangig- 
keit von in © vorhandenen Verzweigungspunkten zu untersuchen, ordnen wir 
jedem solchen Verzweigungspunkt V zwei Kennzahlen My und Ry zu 
gemaB folgender Definition: Es sei My Maximum der Anzahlen**) M (€ L,,_,) 
fiir alle L,_, durch V und mit endlichem € L,_,; ferner sei Ry das Maximum 
der Rangzahlen R(CL,_,) fiir alle L,_, durch V mit M (CL,_,) = My. 
AuBerdem bezeichnen wir jede Hyperebene L;,_, durch V, fiir welche M(€L;_,) 

= My und R(CL,_ ) = Ry ist, als eine maximale Hyperebene L’ durch 
V oder von V. 


2.3.1. Es gilt: 1<= My <3n-+ 1 und O0<Rysn—2, ferner Ry < My —1. 
Die erste dieser Ungleichungen folgt aus S8., Nr. 2. 4. 1., Beh. A., die zweite aus 
Nr. 2. 2., Satz, Beh. II (weil € Z,_, in der Definition von Ry endlich ist), die 
letzte ist selbstverstandlich. 

Beispiel. Es sei V ein Punkt des R,, und es seien x,, y = 1, .. ., n, linear 
unabhangige Geraden durch V. In dem durch y,,..., x, mit l<t<n—1 
aufgespannten L, sei ein Kontinuum ©, vom Rang ¢ und vom starken Punkt- 
ordnungswert*®) ¢ festgelegt, in welchem V enthalten aber nicht Endpunkt ist. 
Die Summe aus ©,, t;4,, ---, , ist dann ein Kontinuum € mit S PO (€) = 
R(€) = und mit 1 + Ry = My =t. Jede L,_, durch ¢ linear unabhangige 
Punkte von ©, (unter denen sich V befinden mu), in welcher keine der x; ,,, 

. ., I, enthalten ist, liefert dann eine maximale Hyperebene L’; es gibt hier 
also unendlich viele L’. Entsprechend den verschiedenen Werten von ¢ nimmt 
Ry alle Werte 0,1, ...,n—2 an. Die Verzweigungsordnung von V ist gleich 
2(n—t-+ 1). Weitere Beispiele folgen spater. 

2.4. Mit Benutzung der in Nr. 2. 3. eingefiihrten Bezeichnungen beweisen 
wir jetzt den 

Satz. Vor. Es sei V Verzweigungspunkt des ordnungsminimalen Kon- 
tinuums © im R,,. Ferner sei L’ eine maximale Hyperebene durch V und es sei 
D’ =C€L’, also My = M (D’) und Ry = R(D). 

Beh. A. Fiir jede, D’ enthaltende Hyperebene L,,_, gilt: 

A.1. Es ist (© —®D’) L,_, entweder leer oder nicht-punkthaft ; 

A. 2. Jede Komponente von (€ —L,,_,) miindet nur in D’, miindet also 
nicht in (© —®D’) L,_,; 

A. 3. Jede Komponente von (© —D’) L,,_, miindet in D’ (vorausgesetzt, daB 
solche Komponenten vorhanden, also (© —®’) L,,_, + © ist, vgl. A. 1.). 

B. Es sei Ry <n—3. Ist dann Q ein beliebiger Punkt von (€ —D') = 
(© — L’) und wird Lg = L (D’, (Q)) gesetzt, so gilt fiir jede Hyperebene L,_, 


8) Es wiirde auch die Annahme geniigen, dali €; den schwachen Punktordnungswert p 
besitzt (vgl. dazu Nr. 1. 1., Zusatz). 
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der (n— Ry —1)-Schar a mit der Achse Ly folgendes: Es ist (© — Lg) L,_, 
entweder (B.1.) leer oder (B. 2.) nicht-punkthaft. — Zu B.1.: Die L,_, € a, 
deren Durchschnitt mit © ganz in Le enthalten ist (fiir welche also (© — Ly) L,_, 

©), liegen dicht in a. — Zu B. 2.: Falls (& — Lg) L,_, + © ist, miinden alle 
Komponenten dieser Menge in Lo. 


Bew. Wegen Ry < n—2 ist L (®’) echter Unterraum von L’; auch ist 
€ L(D’) =D’. 

Betr. A.1. Ware (© —®’) L,_,+ © und punkthaft, also (S., Nr. 2.3., 
Anmerkung) endlich, so ware (weil D’ = € L’ endlich, auch) € L,_, endlich; 
zugleich wire (8n+1)> M(CL,_,)> My =M(CL’) im Widerspruch 
mit der Definition von My (weil V € D’ c L,_,). 


Betr. A. 2. Angenommen, es existiere fiir eine, D’ enthaltende Li_, eine 
Komponente von (€ - Li. _1) + ©, welche in einem Punkt S ¢€ € Li_, —D’ = 
(€ —’) Li_, miindet. Dann gibt es in der (n— Ry)-Schar mit der Achse 
L (D’) beliebig nahe bei L}_, Hyperebenen L,_,, fiir welche 8 = (C—9®’) L,_, 
endlich ist (S., Nr. 2. 3. und Anmerkung) und $ einen in beliebiger Umgebung 
von S gelegenen Schnittpunkt S’ (von € mit Z,_,) enthalt (S., Nr. 2.5.). 
Da somit S’ nicht in L’ liegt, ergibt sich ein Widerspruch mit A. 1. 

Betr. A.3. Angenommen, es existiere eine Komponente von (€ —®D’) L,_, 
t §, welche nicht in D’ miindet, fiir welche also RD’ = © ist. Dann ware 
& = R und K Kompcnente’sogar € L,_,; da € einen beschrankten starken 
Komponentenordnungswert (kleiner als 3” + 1, vgl.8., Nr. 2.2.) besitzt, 
ist jede Komponente von € L, _,, insbesondere also & ein Stiick*) von € L,_,. 
Wegen R (C) n ist © — L,_, + D und daher miindet in R eine Komponente 
von (©C—L,,_,), was zusammen mit RD’ =O 


zum Widerspruch mit A. 2. 
fiihrt. 


Betr. B. Wegen D’ ¢ Lg und wegen Ly Cc L,_, fiir jede L,_, € a kann 
keine Komponente von (€ —JL,_,) in (© — Lg) L,_, miinden (gemaB Beh. 
A. 2.) Ware (© — L,) L,_, + D und punkthaft, also (S., Nr. 2.3., Anmerkung) 
endlich, so miBte in jedem Punkte von (€ — L,) L,_, eine Komponente von 
(©—L,_,) miinden*). Die L,_, € a mit punkthaftem, also (wie soeben ge- 
zeigt) leerem (© — Lg) L,_,, liegen aber dicht in a (8., Nr. 2.3., Beh. 2.). 
Wiirde schlieBlich eine Komponente & von (€ — Lg) L,_, nicht in Lg miinden, 
ware also R Lo D, so miiBte eine Komponente von (© — L,,_,) in 8, also 
in (©— Lg) L,_, miinden, im Widerspruch mit dem eingangs Festgestellten. 


2.5. GemaB Nr. 2. 4. ist ein ordnungsminimales Kontinuum € beziiglich 


eines Verzweigungspunktes V von € mit den Kennzahlen My, Ry und beziig- 
lich einer zugehérigen maximalen Hyperebene L’ darstellbar als Summe von 
Teilen T’ =€ Lg, wobei Lg = L(D’,(Q)) mit D’ =CL’ und Qe € fremd 
zu ®'; die Lg sind daher r’-Ebenen Ly, mit r’ =1-+ Ry. Der Durchschnitt 
zweier verschiedener Z’ ist gleich D’. Ferner besitzt (&’—‘®’) nur mehr- 
punktige Komponenten, deren jede in D’ miindet (Nr. 2. 4., Beh. A. 3.). Die 
Anzahl der verschiedenen derartigen Summanden {’ in einer solchen Dar- 
stellung von € besitzt eine, nur von n abhangige obere Schranke. Es gilt 
nimlich der 


*) Vgl. S., FuBnote 8. 
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Satz. Es sei € ein ordnungsminimales Kontinuum im R,, (n= 2) und V 
ein Verzweigungspunkt von © mit den Kennzahlen M,, Ry. Beziiglich einer zu V 
gehérigen maximalen Hyperebene L' ist dann € darstellbar als Summe von min- 
destens (n — Ry) und héchstens 2 n Summanden Tj, j = 1, . . ., g, von folgender 
Beschaffenheit: Es ist T;T, =D’ =—CL’ fiir 7+ m; j,m =1,..., q; ferner 
(I; —D’) + O und zwar R (Tj) ] R,.. Jede (3; —D’) ist Summe endlich 
vieler, nur mehrpunktiger Komponenten, deren jede in einem der My Punkte 
von D’ miindet; ist k; die Anzahl der Komponenten von (=; —®D’), so gilt sogar 
n—Rysqsk+--:+h, s2n. 

Zusatz. DaB q alle Werte von (n — R,-) bis 2 » einschlieBlich annehmen 
kann, zeigt folgendes Beispiel: Es sei im R,, eine uneigentliche Hyperebene 


ausgezeichnet und es seien 2, , x, inhomogene kartesische Koordinaten. 
Nun sei € die Summe der (n + ¢t) Strecken (0< z,< + 1, x, = 0 fiir 9 + rv: 
o=1,...,2), »=I,...,9; (—1 32,990, z= 90 firo+t; ¢=—1,.. ., 2), 
T 1,...,¢, mit O<t<n. Der Nullpunkt ist Verzweigungspunkt mit 
My 1, Ry = 0 und es ist q = n + t. 

Bew. I. Es ist k= k, +-+-+k,< 2m. In der Tat: Der Durchschnitt 
von je zwei verschiedenen der [’ ist giei ich D’; es seien $j, ... solche ’. Fir 
jedes einzelne j sind die Komponenten &;; von (&;-—‘®D’) paarweise fremd, 
j Gent | 1,... Daher sind irgend zwei verschiedene der &;; fremd. 
Jede R;,; miindet in einem der M, Punkte P,,, x L -< cp Mp, VOR '. Da 


die Anzahl der P,, endlich ist, existiert eine zu allen P,, fremde Hyperebene L,,, 
welche als uneigentlich ausgezeichnet werde ; ferner gibt es untereinander und 
zu L,, fremde (euklidische) Umgebungen UL, der P,,. Wegen D’ = € L’ ist jede 

; fremd zu L’. Ware nun die Anzahl der &;; gréBer als 2 n, so wiirden min- 
destens (n + 1) von ihnen, etwa §,,..., 8,4, innerhalb der zu ihren Miin- 
dungspunkten gehérigen 11, auf der gleichen Seite von L’ liegen. Daher!®) 
giibe es beliebig nahe bei L’ eine in R, , offene Menge u, sodaB M (CL, _,)>n 
wire fiir jede L,_, € u. Widerspruch mit S PO(€) =n. — IIL. Esistn— Ry <q 
Namlich jeder Teil T; bzw. L (Tj) = L(®D’, (Q;)) ist eindeutig durch einen, 
nicht in D’ gelegenen Punkt Q; von € bestimmt; es ist also L (Tj) eine (1 + R,-)- 
Ebene. Daher besitzt die lineare Hille einer Summe von z der L (Tj) eine 
Dimension z’ < (z + Ry). Fir z q ist aber z’ n (wegen R (€) n), also 
n=q+ Ry, w.z.z.w. 

2.6. Mit Hilfe von Nr. 2. 5. ergibt sich weiter der 

Satz. Die Anzahl der Verzweigungspunkte eines ordnungsminimalen Kon- 
tinuums € im R,, besitzt eine nur von n abhdngige obere Schranke a,,. 

Bew. Il. Firn 2 tet die Beh. richtig, und zwar ist a, = 1. In der Tat: 
Wegen 0 < Ry < n— 2 (Nr. 2.3. 1.) ist hier immer Ry = 0. (Daher enthalt 
jede maximale Gerade (Hyperebene im R,) durch V nur den Punkt V, so dali 
M, 1.) Folglich ist jede L(Zj) eine Gerade (wegen 1 1+ R,), d.h.es 
ist ({;—D’) eine in V miindende offene Gerade oder Summe hdchstens 
zweier in V miindender halboffener Strecken (im R,,). Somit enthalt (I; —®D’) 
keine Vrs peepee — Il. Es sei die Beh. schon fiir y mit 2< »<n 
bewieser. Es ist 1 + a, <a,,,; ist namlich €, ein ordnungsminimales Kon- 
tinuum im R, und faBt man R, als Hyperebene eines R,,, auf, ist ferner 5 


1) Vgl. auch Haupt: Limessitze bei geometrischen OUrdnungen. Ann. mat. pura ed 
appl. (4) 28 (1944), Nr. 2. 1. 4., insbes. Zusatz 2. 
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eine Strecke im &,.,,, welche mit #, nur einen Punkt von €, gemeinsam hat, 
der weder Verzweigungs- noch Endpunkt von ©, ist, so liefert ($ + €,) ein 
ordnungsminimales Kontinuum im R,,,, mit einem Verzweigungspunkt mehr 


als ©, Es sei nun € ein ordnungsminimales Kontinuum im R,,.,. Es 
ist € darstellbar als Summe von 9’ und k Kontinuen §, (welche paarweise 
héchstens Punkte von D’ gemeinsam haben), wobei k <2 (n+ 1). Jedes 


dieser &, ist als Teilkontinuum von € selbst ordnungsminimal. Und da der 
Rang von &, héchstens gleich (Ry -+ 1) < (n 4-1) —24-1 n ist (Nr. 2. 3.1.), 
so besitzt &, héchstens a, Verzweigungspunkte, die von den My Punkten 


von D’ verschieden sind. Daher folgt a,.,,< My + 2(n + lja,. Beriick- 
ichtigt man, daB M, < 3 (n 1) 1 (Nr. 2.3.1.), so ergibt sich 
Gnas 1 +- (n 1) (3 +-2a,), 


womit die Beh. (vermége vollstandiger Induktion) bewiesen ist. 
Anmerkung. Auf eine Bestimmung der a,, selbst wird hier nicht einge- 
ygangen. Aus dem Satze folgt noch, dafi € als Summe beschrinkt vieler (ord- 


nungsminimaler) Bogen darstellbar ist, die paarweise héchstens Endpunkte 
gemeinsam haben. 


( Eingegungen am 15. Marz 1948.) 


4* 











Math. Annalen, Bd. 121, S. 52—53 (1949). 


Uber ein Anordnungsproblem. 
Von 
R. SPRAGUE in Berlin-Charlottenburg. 


Zwei Fragen rekreativer Art fiihren auf dasselbe, hier zu behandelnde 
Problem. 

I. Ein gebrauchliches Verfahren Spielkarten zu mischen besteht in mehr- 
maligem Wiederholen des folgenden Aktes: man teilt den Kartenpack und 
schiebt die beiden Teile ineinander. 

Wieviel solcher Akte erfurdert der Ubergang von einer vorgegebenen An- 
ordnung zur andern ? 


II. Eine Rangieraufgabe von Herrn Satnte-LaauE!). Ein Gleis ver- 
zweigt sich, leicht abfallend, in zwei an Prellbécken endende Strange a, p. 
Die Wagen eines Zuges mit bergan stehender Lokomotive werden einzeln 
(oder gruppenweise) abgekoppelt und rollen je nach der Weichenstellung 
auf a oder auf #; dann rangiert die Lokomotive und bildet einen neuen Zug, 
dessen vorderer (hinterer) Teil aus den Wagen von a (f) besteht. Dies heiBe 
ein Manéver™. 

Wieviel Mandéver sind nétig, um aus einer gegebenen Reihenfolge der 
Wagen eine vorgeschriebene zu machen ? 


Numeriert man die Spielkarten nach ihrer urspriinglichen Lage, so be- 
° . . > 
deutet der einzelne Mischakt, allgemein ausgedriickt, den Ubergang von der 
Anordnung 
(1) ae 
zu einer Anordnung 
(2) A, Ge, - , a,- 


Im vorliegenden Fall hat (2) folgendes Merkmal: sucht man, von links nach 


rechts lesend, die Zahlen 1, 2,... in dieser Reihenfolge auf, so kommt man 
nur bis zu einer Zahl x und muB mit x + 1 weiter links neu anfangen, um dann 


ohne Unterbrechung bis » zu gelangen. Wenn (2) von (1) verschieden ist, 
zerfallt also das Lesen in zwei Abschnitte, und umgekehrt ist jede solche An- 
ordnung (2) durch einen Mischakt aus (1) zu gewinnen. 

Bezeichnet man die Wagen nach einem Mandéver, hinter der Lokomotive 
beginnend, gem&B (1), so hat die vorher giltige Reihenfolge (2) gleichfalls das 
eben beschriebene Kennzeichen; und wenn sie es hat, gibt es auch ein Manéver, 
das (2) in (1) tiberfihrt. 

Jeder Mischakt ist also zu einem Mandéver invers. — Sei P, die Klasse 
der Permutationen, die (1) durch eine Anordnung (2) mit genau A Leseabschnit- 
ten ersetzen. Dann lautet die I und II gemeinsame Aufgabe: 


1) SatnTe-Lacu#, A.: Avec des nombres et des lignes (Récréations mathématiques). 
Paris 1937, S. 16—19, 27. 
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Eine gegebene Permutation von n Elementen soll als Produkt von lauter 
Faktoren aus P, dargestellt werden. Wie groB ist deren Mindestzahl ? 

In dem zitierten Buch, dem auch der Begriff des Leseabschnitts entnom- 
men ist, werden die Wagen mit Buchstaben bezeichnet, und die gewiinschte 
Reihenfolge ist die alphabetische. Um von links nach rechts lesen zu kénnen, 
hat der Beschauer die Lokomotive links. 

Fiir die Anzahl yu der erforderlichen Manéver ergibt sich dort leicht die 
Abschatzung 


p2za—l. 


Man braucht nur in jedem Manéver alle Wagen des jeweils 1. Leseabschnitts 
nach a, die ibrigen nach f zu lenken; dann hat die neue Anordnung jedesmal 
einen Leseabschnitt weniger, und mit A = 1 wird so schlieBlich die alphabetische 
Ordnung erreicht. Wie Herr Sarnte-LaGvuE selbst bemerkt, liefert dies Ver- 
fahren nicht immer die Mindestzahl an Manévern. 

Die Lésung der Aufgabe bietet folgender Satz: 

Jede Permutation der Klasse P, (A > 1) ist darstellbar als Produkt von 
« und nicht weniger als «4 Permutationen der Klasse P,, und zwar gilt fiir uw: 


Qu-l © y) S 2 


Der Beweis werde in der Terminologie von II erbracht. Jeder Wagen sei 
mit einer Tabelle versehen, die fiir jedes Manéver anzeigt, auf welchen der 
beiden Strange er kommt. Um die endgiiltige Lage zweier Wagen zueinander 
zu ermitteln, vergleicht man ihre Tabellen. Entscheidend ist das spiteste 
Manéver, in dem sie differieren: der Wagen mit ,,8“ steht dann nach dem 
Rangieren rechts von (hinter) dem andern. Stimmen die Tabellen iiberein, 
so behalten die Wagen ihre relative Lage. Dies Kriterium entspricht dem zum 
Vergleich zweier dyadisch geschriebener Zahlen benutzten: man ersetze nur 
,a@** durch ,,0“, ,,8°° durch ,,1“, ,,»-tes Manéver“ durch ,,v-te Stelle von rechts“ 
und ,,rechts von“ durch ,,gréBer“. 

Hiernach beansprucht folgender Weg den Mindestaufwand an Mandévern. 
Man teilt jedem Buchstaben des i-ten Leseabschnitts der urspriinglichen An- 
ordnung die Zahl i—1I1 zu und schreibt alle Zahlen dyadisch. Beim y-ten 
Mandéver bringt man die Buchstaben (Wagen) nach rechts (f), deren Zahl 
an der y-ten Stelle von rechts eine ,,1“‘ zeigt, die andern nach links (a). Fir 
i Leseabschnitte verbraucht man die Zahlen von 0 bis A— 1. Hat A—1 in 
dyadischer Schreibweise Stellen, so ist, wie behauptet, 

Sen? << Sr. 


Ganz entsprechend gilt fiir die Zerlegung einer Permutation der Klasse P, 
in eine Mindestzahl ~ von Faktoren aus P,,..., P;, (k Prellbécke; k-Teilung 
des Kartenpacks) bei k< A die Beziehung 


kel cASke. 
Im Falle 4 =k“, und nur in diesem, ist die Produktdarstellung eindeutig 


bestimmt. 


(Eingegangen am 6. April 1948.) 
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Eine allgemeine Fassung 
des Hauptsatzes der Funktionentheorie von CAucHy. 
Von 


Grora NOBELING in Erlangen. 


Die in der Literatur iblichen Formulierungen des Hauptsatzes der Funk- 
tionentheorie machen im Interesse eines einfachen Beweises Voraussetzungen, 
die nicht in der Natur der Sache selbst liegen. Beispielsweise wird voraus- 
gesetzt, daB der Integrationsweg héchstens endlich viele Verzweigungspunkte 
hat oder gar einfach geschlossen ist. Wir geben eine Fassung des Hauptsatzes, 
welche von diesen stark einschriankenden Voraussetzungen frei ist. 

Es sei C eine geschlossene, stetige Kurve der Ebene E der komplexen Zah- 
len z= 2+ ty, also ein eindeutiges, stetiges Bild C q (8) einer Strecke S, 
fir deren Endpunkte die Bilder zusammenfallen. Die Menge aller auf (¢ 
liegenden Punkte heiSe K = K (C)'). Es sei z, ein Punkt von E—K. Dann ist 

l 
Ug (Zo) on d arg (z — =») 
* 

eine ganze Zahl, da C geschlossen ist, und zwar die gleiche fiir alle Punkte z, 
einer und derselben Komponente 0 der offenen Menge E—K. Diese Zahl 
gibt an, wie oft wir den Punkt z, umlaufen bei einer Durchlaufung der Kurve C. 
Wir bezeichnen mit O’ bzw. O” die Menge aller Punkte z, von E—K, fii 
welche tu, (z)) + 0 bzw. = 0 ist. (Natirlich kann O’ leer sein, z. B. wenn K 
eine Strecke ist: O’ enthilt zumindest die nicht beschrankte Komponente 
von E—K.) 

Unter der (Durchlaufungs-)Lange der stetigen Kurve C verstehen wir wie 

iiblich die (eventuell unendliche) Zah! 
k 
A = ob. Gr. 2 | p(8;))— p(s; ) (8, <8 -++ <8, alle in 8) 
j=l 


Im folgenden beweisen wir nun den Hauptsatz in folgender Fassung: 


Caucuys Hauptsatz der Funktionentheorie. Jn der komplexen Zahlenebenc 
E sei eine geschlossene, stetige Kurve C gegeben; die Liinge A von C sei end- 
lich; ue (z) sei in E—K beschrainkt*). Weiter sei f(z) eine eindeutige stetige 
Funktion mit dem Definitionsbereich O ~- K; in O' sei f (z) regulér analytisch?). 


1) K wird also als bloBe Punktmenge betrachtet, C als Bild von 8. 

2) Vermutlich ist die Voraussetzung der Beschrinktheit von uc entbehrlich; es ist 
uns jedoch nicht gelungen, dies zu beweisen. Besteht E—K aus nur endlich vielen Kom- 
ponenten, so ist uc beschrinkt. Im allgemeinen hat jedoch E—K unendlich viele Kom- 

. , . . ¢ , om 
ponenten. Uberhaupt kann K sehr kompliziert sein. Z. B. kann K unabzihlbar viele 
Verzweigungspunkte haben. K braucht nicht als Summe endlich vieler Bogen darstell- 
har zu sein. 

%) Ist O’ leer, so ist also von der Funktion / (z) nur vorausgesetzt, daB sie auf A 
definiert und stetig ist 





Der Caucuysche Hauptsatz. 


rv 


Dann gilt 


[ f(z)dz =04) 
p. 


1. Zusatz. Statt f(z) in ganz O' als regulir vorauszusetzen, geniigt es, dap 
f(z) regular ist in O —D, wobei D eine in O' abgeschlossene Teilmenge von O 
mit verschwindendem linearem CaratHtopory-Maf ist. 

2. Zusatz. In jedem Punkt ron O' bzw. O’ —D gelten die Caucnyschen 
I nteqralformeln. 


§ 1. Das komplexe Rremann-Integral als Leprsaur-Integral. 


Den Parameter s der Kurve C kénnen wir sofort als Lange in C annehmen, 
d. h. S ist das Intervall [{0<s< A], und sind s’ und s” zwei Punkte aus S 
mit s’ <8", so hat die Teilkurve p(S,) (S, = [s’<s<3"']) die (Durchlau- 
fungs)Lange s’’ — 8’. 

Es sei T' das halboffene Intervall [0<s< A] =[0 A) und J das System 
aller halboffenen Teilintervalle J is’ S8 <8") [s’,s’’) von S. Jedem 
solchen Intervall "7 aus J ordnen wir die Zahl 





(1) A, (1) gy (8"’) @ (8’) 
als komplexes m-MaB zu. Dann ist 
(2) 4, 1)| 38" — 8’ =1(1). 


Das (lineare) LEBEsGuEsche Ma 1(M) einer (mefsbaren) Teilmenge M 
von S ist die untere Grenze der Summen 2'l (/,) fiir alle Systeme { J,,} endlich 


n 
der abzihlbar unendlich vieler Intervalle J, aus J mit Mc 2J,. Nun seien 


n 
fiir ein e > 0, {J;,} und {1%} zwei solche Systeme derart, daB neben Mc JI’ 
und Mc ZT, ¥ 
3 UM)s Ll) <l(M) +e, l(M)s LSI(Li <1 (M) -- « 


n n” 


ist. Dann existieren zundchst zwei natiirliche Zahlen »’ und n”’, so dali 


Zti,j<e, 21g) <3 


ist. Fiir die Mengen 


M=M-ZI1, wnd M”=M-21; 


gilt also 
l(M'j<e und I(M")<s 
und fiir die Menge 


M® — M—(M’ + M”) 


gilt 

(4) 1(M)—2e < 1(M%s1(M) 
und 

(5) M¢c ZI, M*c 21; 


4) Unter der Voraussetzung, daf C einfach geschlossen, {(z) im Innengebiet O’ von K 
regulir und in 0’ = O’ + K stetig ist (dies ist ein spezieller Fall unserer obigen Fassung) 
wurde der Hauptsatz bewiesen von Pottarp: Proc. London math. Soc. 21, 456—482 
(1923) und H. HeriBronn: Math. Z. 37, 37—38 (1933). 
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Die Menge (2 J;,) - (2 J;,) ist darstellbar als Summe endlich vieler paarweise 
n=n’ n=n’’ 
fremder Intervalle J,,...,Z,, aus 4. Wegen (3) bis (6) gilt dann 

9 - 

1(M)—2¢e< L1(1,) < 1(M) +e. 
n Ny 

Indem wir nétigenfalls unterteilen und umnumerieren, kénnen wir sofort an- 
nehmen, dab ny< n’, m»S n"’, sowie 


(6) i,=I,, =i, fira=l,...,% 
ist. Wegen 1(M)—2e< 2X1 (J,) und (3) ist 
n Ne 
(7) Br < Be,. Zt) < Se. 
n> Ne un > Ne 
Wegen (6) ist 2A, (7,)— 24, (Ii) = X24, Uh) — 24, (I) und daher wegen 
n n a > le n> Ne 
(2) und (7) 
() 24, (Ln) — 2A, Un )| < 6e. 
n n 
Damit ist folgendes bewiesen: Ist {/”} fiir m 1,2,... ein endliches 
oder abzihlbar unendliches System von Intervallen J)’, J,... aus J mit 
(9) MclI™ und 1(M)=limZ1 (I), 


so existiert die nur von M (und @) abhangige Zahl 


(10) A, (M lim 2A, (I), 


die wir M als komplexes y-Maf zuordnen. 
Da sich (8) aus (3) ergab, gilt 
(11) Ld, (1) — 4, (M)\ <6: 


n 
fiir jedes Intervallsystem {J,,} aus J mit 
Mc2I, und LZ1(I,)—1(M) 


Aus (2), (9) und (10) folgt noch 
(12) 4,.(M) <1(M). 
Das Ma 4, ist volladditiv. Es seien nimlich MZ", M*,... endlich oder 


abzaihlbar unendlich viele, paarweise fremde, |-meBbare Mengen des Inter- 
valls S. Wir haben zu zeigen: 
(13) A, (2M) = L4,(M). 

me m : 
Es sei nimlich ein ¢ >0 gegeben. Dann existiert fiir jedes m ein M™ iber- 
deckendes Intervallsystem {J}"} aus J derart, daB 


21 (I"m) —1 (Mn) < =. in oe 8...) 
n = 
wegen 1(2 Mm) = 2'1(M™) also 


21(i”)—l(S Mn) < § 


n,m ’ 


ist. Dann ist wegen (11) 
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é 


ae _ m : 
“4, (1m) — 2, (Mm), <6 ein 


und 
ZA, ([*") - -A, (2 Mm)| <6¢. 


n,m m 
Aus der vorletzten Ungleichung folgt 


2A, (I")— 21, (Mn) Se. 
n,m m : 


Mithin ist 
A, (2 Mm)— 2A, (MM), <= 12. 
Da e> 0 beliebig ist, gilt (13). 
Nun sei f(z) eine eindeutige, stetige, komplexwertige Funktion auf der 
Menge K aller Punkte der Kurve C. Dann ist F (8s) = f (@ (s)) eine eindeutige, 


stetige, komplexwertige Funktion auf dem Intervall S. — Es sei | F(s)| = k. 
Weiter seien r + t—2 Zahlen k und k’ so gewahlt, daB 
ky =—k ki <k<:--<kh =k; hf = —kh ck <:---<hy =k 
(14) ki — ko <6, kh’ — kh <d 


gilt. Nun sei M eine beliebige l-mebbare Menge des Intervalls S und M,, 
die (l-meBbare) Menge aller s aus M, fiir welche 


(15) ky ySR(F(s))< kL SB (F(s)) << ky 
ist. Wir setzen 
(16) 2 = 2 (S) = 2 (ki, + thy’) A, (M,,), 


LaRZ<kh, RL sO) <k 


durch Unterteilung hervor, so ist 


wobei © das System der Rechtecke 
bezeichnet. Geht das System G** aus 
wegen (12) und (13) 

2 (S 2 (S**) J 201(M)sS/20A. 
Also gilt fiir je zwei Rechtecksysteme © und @* mit der Eigenschaft (14), 
wobei 


od 
¢ 
am 
= 
~~ 


(17) é 
2V2A 
ist, 2 (S)— XY (S*); <e. Hieraus folgt die Existenz einer Zahl, die wir mit 
(18) (Fda, 
M 
bezeichnen, derart, dah 
(19) 2(S)—fFdi,, se 
Ml 
fiir jedes Rechtecksystem © mit den Eigenschaften (14) und 17) gilt. 
Ist nun 
ff(2jdz 
u 


das wie iiblich definierte Rremannsche Integral, so-behaupten wir: 


(20) Jfdz=fFda,. 
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Zum Beweis wahlen wir ein Rechtecksystem © mit den Eigenschaften (14) 
und (17). Ist S,, die fir S wie M,. fir M durch (15) definierte Menge, so ist 
S,~ vermindert um den Punkt 0 (falls 0 in S,, liegt), die Summe der kom- 
pakten Mengen S,,, (h = 1,2,...) aller s aus S mit 

l ] l 
hh’? h . 
Also enthalt S,, eine kompakte Teilmenge T,, (nimlich T,, = S,,, fir 
ein hinreichend groBes h) derart, daB 


(21) k,_,sR(F (s))<k— | , ky SJ (F(s))s ky -—- <ssA— 


(22) 1(8,.—T..).< — 


er v ~ et 
ist. Wegen (12) ist also 4, (S,,—T,,)|< cs . Da S,, =(S8,,—T. 
ist, gilt 4, (S,,.) =A, (S,,—T,,.) + A, (T,,) wegen (13). Also ist |A, (8, ,.)— 


€ ° 
—A,(T,J\< ~~ ik Setzen wir 


T 


ext » ert 


2’ = 2" (S) = 2 (k, + ik’)-A,(T,,), 


so ist also wegen |k, +-ik/|<k|/2 fir 2=2(S) mit M=S (vgl. (16)) 
(23) 2—2' <k2e. 

Die Mengen T,, sind paarweise fremd und kompakt; ihre Abstande zu je 
zweien haben also eine positive untere Schranke 2 n. Wir iiberdecken T,, . durch 


endlich viele, zu T,, nicht fremde, hingegen paarweise fremde (halboffene) 
Intervalle J°*, 7°", ...aus J mit Langen < y und 


ZA, UR) — A, (Tee)| << =. 
n 
Analog wie (23) ergibt sich fiir 

2” = 2" (S) = 2 (ke + 4k’) LA, 8") 

o,t n 

die Ungleichung 
(24) — 2 <cky2e. 
Das Intervall /%* ist zu T,,C S,, nicht fremd. Es sei s¢* ein Punkt von 
Ie*- 8, .. Dann gilt (15) fir s = s&* und daher 


er 
| , > 7 tT “ & — € 
(ke + ik’) — F(a") </26=55 


wegen (14) und (17). Far 
2B" = 5" (G) = TFs") “A, (Is) 


e,t,” 
gilt daher (wegen |Z A, (I%*)| < 21 (1%) < A) 
e,t,n e,t,n 
(25) or" I<. 


Nun stellen wir S— 2 J°* dar als Summe endlich vieler, paarweise fremder 
e,t,n 
Intervalle J,,...,1, aus J mit Langen <7. Wegen 2S,,=S, (22) und 
@,t 
I, S—ZT,, (wo =1,...,w) ist LU(1,.) <e. Ist also s, ein Punkt aus J, 
@,t w 
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so folgt fiir 
2 = ZF (s,) 4, (1,) 
die Ungleichung 


(26) 2) < kee. 
Aus (19) sowie (23) — (26) folgt 
(27) fFada,—(2" 4+ 2) <e(2+k+2ky2)- 


Nun ist 2” + 2!’ eine gewdhnliche Darpouxsumme; denn erstens sind die 
endlich vielen Intervalle J¢* und J,, paarweise fremd und ihre Summe ist 
das Intervall S; zweitens liegt s@* in J@* und s, in J,,; bezeichnen wir also die 
Endpunkte der Intervalle J¢@* und J,, wachsend mit do, a,,...,a, und setzen 
s%* bzw. 8, gleich a;, wenn I%* bzw. I,, das Intervall mit den Endpunkten 


a,_, und a; ist, setzen wir weiter p (a;) =z; und @ (a;) =¢;, so ist 


y 
pV" 4 yiv. x f (s;) (z;—z 1): 
j=1 


[st nun die obere Schranke der Langen der Intervalle J%* und J,, hinreichend 
klein, so ist 


(5 + SIV) f fdz <e. 
Dies und (27) ergibt 
[Fdi,—ffdzi<e(8+k+2k/2)- 


i” é . 
Also gilt (20), wie behauptet. 


§ 2. Der Beweis des Satzes im Falle uy, (z) = 0 in E—K. 


Wir nehmen also in diesem Paragraphen an, daB die Menge O’ aller Punkte z 
von E—K mit ug (z) + 0 leer ist. 


Die Behauptung 

ffdz=0 

i 
kann nach (20) auch in der Form 

{Fdi,=0 

8 
geschrieben werden. Nach Definition dieses Integrals geniigt es zum Beweis 
hiervon nachzuweisen, da 
(28) A, (S,,) =0 
ist fiir jede Menge S,, (vgl. 8S. 58). Wegen S,,— (0) = 2 Sock und (13) ge- 
niigt aber zum Beweis von (28) der Nachweis der Gleichung 


A, (S, en) — 0 
oder allgemeiner: 


Ist A eine kompakte Teilmenge von K, welche den Punkt y (0) = 9 (A) 
nicht enthalt, und B = m~1(A) die Urbildmenge von A, so ist 


(29) 2, (B) =0. 
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Zum Beweis von (29) aber geniigt folgendes: Ist U eine beliebige, B ent- 
haltende, offene Teilmenge von S = (0<8< A), so existiert ein endliches 
oder abzaihlbar unendliches System von offenen, paarweise fremden Inter- 
vallen J,, J,,... mit 


(30) Bc 21, c U 
(31) LA, (1,) =0. 


Denn wir kénnen U bei gegebenem ¢ > 0 so wahlen, daB 1(U) < 1(B) + <¢ 
also J 1 (I,,) —1(B) < e« gilt, woraus dann wegen (11)*5) und (31) die Glei- 


chung (29) folgt 

Die (Durchlaufungs)Linge A von C ist gleich 
(32) bj ng, 
wohei integriert wird tiber den Raum aller Geraden g der Ebene E, g die 
Geradendichte ist und » = n (g) die Anzahl der auf g liegenden Punkte von 
C oder genauer die Anzahl aller s aus S, fiir welche p(s) auf g liegt*). Mit A 
ist also auch das Integral (32) endlich. Daher liegt im Geradenraum dicht 
die Menge aller Geraden g, fiir welche n (g) endlich ist. Folgliclt ist jeder Punkt 
von A enthalten in einer offenen Dreiecksfliche, deren Begrenzung mit K 
héchstens endlich viele Punkte gemein hat und deren Durchmesser so klein 
ist, daB das g-Urbild ihres Durchschnittes mit K in U enthalten ist. Zur 
Uberdeckung von A geniigen endlich viele solche Dreiecksflachen. Ihre 
Summe heiBe V. Dann ist V eine offene Menge der Ebene E mit folgenden 
zwei Eigenschaften: 1. Die Begrenzung V* von V hat mit K héchstens endlich 
viele Punkte gemein; 2. m=! (K-V)CU. Das Urbild g~!(K- V) = W ist 
eine offene Menge Cc U. Ihre Komponenten J,, J,,... sind paarweise fremde, 
offene Intervalle. Fiir sie gilt (30). Wir brauchen also nur noch (31) zu be- 
weisen. 

Die w-Bilder der Endpunkte s),, und s)/ (> s),) der Intervalle J, liegen in 
K-V*. Nun enthalt K-V* aber nur endlich viele Punkte v,,...,v, nach 1. 
Es sei 2 # eine positive Zahl, weiche kleiner ist als der Abstand je zweier dieser 
Punkte voneinander. Es sei weiter A, eine den Punkt v, enthaltende, offene 
Dreiecksflache, auf deren Begrenzung A* die Bilder nur von endlich vielen s 
aus S liegen (und zwar sei keine Ecke von A, ein solches Bild) und deren 
Durchmesser < # ist (vgl. die Konstruktion von V). Dann sind die ab- 
geschlossenen Dreiecksflachen Aj, ..., 4, paarweise fremd. 

Da die Intervalle J,, I,, . . . paarweise fremd sind, konvergieren ihre Durch- 
messer gegen Null, falls ihre Anzahl nicht iiberhaupt endlich ist. Folglich 
konvergieren auch die Durchmesser der Bilder @ (J,,) gegen Null (da die Ab- 
bildung p gleichmaBig stetig ist). Da die Bilder der Endpunkte der J, die 
Punkte »,,...,v, von K-~-V* sind, und diese von der Begrenzungssumme 
ij --+ + A} einen positiven Abstand haben, so existiert (nach eventueller 
Umnumerierung des J,,) also ein N derart, daB @ (I,,) zu AT + --- + Aj fremd 
ist, fir » > N und nur fiir solche nm. Fir jedes solche n liegen also, weil die 
Dreiecksflachen A, ..., 4, paarweise fremd sind und folglich in A, auBer v, kein 

5) Wegen (12) und (13) gilt (11) auch fiir offene Intervalle. 

6) W. BiascuKke: Vorlesungen iiber Integralgeometrie. 1. H., 2. Aufl. 1936, S. 46—48. 
Der dortige Beweis ist giiltig fiir eine beliebige stetige Kurve. 
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weiterer der Punkte »,, . . ., v, liegt, die Bilder p(s;,) und (s,) des Anfangs- bzw. 
Endpunktes s, bzw. s, von J, in einer und derselben offenen Flache A, und 
fallen daher mit dem Punkt v, zusammen. Nun ist A, (J,) = 9 (8x) — @ (8n) 
nach (1). Also gilt A, (I,,) =0 fir > N. Zum Beweis von (32) haben wir 
also nur 


N 
(33) ZA, (I,) =0 


zu beweisen. Nun ist jeder Summand A, (J/,,) cine Differenz v,— »,-. Fiir (33) 
A 


geniigt es also zu zeigen, daB jedes v, in 2A, (/,) gleich oft als Subtrahend 


n=1 
und Minuend auftritt. — Es sei w einer der endlich vielen Punkte von 4}, die 
in K- V liegen. Da J, + 1, +--- = 4(K- V) ist, liegen die (endlich vielen) 
p-Urbilder 8,, . . ., 8; von w resp. in Intervallen /,,, .. ., Iy,;- Sind nun w’ und 


w’’ zwei nahe bei w gelegene Punkte der w enthaltenden Seite von A}, zwischen 
denen w, aber kein weiterer Punkt von K - V liegt, so gilt ug (w’) = ug (w”’) = 0. 
Hieraus folgt, daB man bei der Durchlaufung von C im Punkt w gleich oft in 
das Dreieck A, eintritt und aus ihm austritt. Dies gilt fiir jeden Punkt w 
von K-A}-V. Also liegen fiir die endlich vielen Intervalle J,,..., Jy, in 
welchen die Urbildpunkte der Punkte w liegen, die g-Bilder gleich vieler 
Anfangspunkte s’ und Endpunkte s” in 4, und sind daher gleich v,. Jedesmal 
aber, wenn (s’) =v, bzw. @ (s’’) =v, ist, tritt », in (33) als Subtrahend 
bzw. Minuend auf. Also tritt v, in (33) gleich oft als Subtrahend und 
Minuend auf. ; 


§ 3. Beweis des Satzes im allgemeinen Fall. 

Wir wollen den allgemeinen Fall auf den Fall des § 2 zuriickfithren. Dieser 
allgemeine Fall besteht darin, daB die Menge O’ aller Punkte z von H— K mit 
uc (z) +0 nicht leer ist. Sie ist die Summe endlich oder abzahlbar unendlich 
vieler Komponenten 0}, 05,.... — Bei festem j ist wg (z) fiir alle Punkte z 
aus O; gleich einer und derselben Zahl, die wir mit wg (O;) bezeichnen. 

Angenommen, wir hatten bereits bewiesen die folgende 

Behauptung 1. Fir jedes 7 = 1,2,..., fiir welches Oj existiert, gibt es 
eine geschlossene, stetige Kurve C; mit folgenden Eigenschaften: 


(34) die Menge aller auf C; liegenden Punkte ist die Begrenzung von 0}; 


(35) Uc. (O;) =—ug (Oj), ue, (E— O;) =0; 
F 
(36) die (Durchiaufungs-)LAnge A; von C, ist endlich und 


ebenso die Summe 2 A; 


(37) f f(z)dz =0. 
d 


Wir kénnen sofort annehmen, da die Kurve C; geliefert wird durch eine 
Abbildung g; des Intervalls [(0< s< A;] mit (0) = ; (Aj). 
Nun sei A = Ag gesetzt und S’ sei das Interval] [0 <8 < A, + A’}. Wir defi- 


nieren eine Abbildung y, von S’ auf K, indem wir wo (8) = ¢ (8) auf dem Inter- 
vall S = (0S 8< Ag] und ws (8) = p (Ag) auf dem Intervall [Agsss Ay + A’) 
setzen. Angenommen, wir hatten bereits fiir irgendein 7 = 0,1,... eine 
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Abbildung y; (s) von S’ auf K definiert, derart, daB wy; (8) @ (Aq) ist auf 


dem Intervall [Ay + A, + ---+AjS8SAy+ A’). Zur Definition von w;,; 

falls Oj,, existiert) wahlen wir im Intervall [O< s< A, + --- + A;] eins, 

derart, daB w; (s;) der Punkt gj+, (0) von C;,; ist. Nun definieren wir y;+,, 

indem wir setzen: w;+; (8) y; (s) firOSss8,, weiter p;+, (8) Pj+1 (8 —8;) 

fiir s s<s Lj4, und schlieBlich wj+, (8) = yw; (s—Aj+1) far s Aja 
s< A, +A’ 


Auf diese Weise ist mittels vollstandiger Induktion die Abbildung y; (8) de- 
finiert fiir jedes 7, fiir welches Oj existiert. Die durch y; gelieferte Kurve 
D y; (S’) setzt sich aus den Kurven C,C,,...,C; zusammen. Aus (35) 


folgt zunachst 
(38) Up (z) OaufO” 0; vy’ Up (Zz) U,(z) auf O’ (Oj co» te CE) 
Da 

| f(z) dz [ f(z) dz | f(z) dz | f(z) dz 


D ( ( f 
j 


ist, folgt weiter aus (37): 


(39) [ f(z) dz [ f(z)dz. 


Wir unterscheiden nun folgende zwei Fille: Es gibt unter den j (fiir welche 
O; existiert) ein gréBtes, etwa 7,, oder nicht 


Im ersten Fall ist Oj + - + 0; O’. Wegen (38) liegt also fiir die 
Kurve D. der Fall des § 2 vr. Es ist also [ f(z) dz 0, wegen (39) also 
D 
f(z)dz =0 
Im zweiten Fall folgt aus der Konstruktion der Abbildungen y; zunachst, 
daB die Folge y,, pe, gleichmaBig gegen eine Abbildung y des Intervalls 
OsssA A’], also die Kurven D; gegen eine Kurve D y (S’) mit eine: 
endlichen (Durchlaufungs-) Lange 1+ A’ konvergieren. Folglich gilt 
| f(z) dz = lim {| f(z) dz, 
D D 


wegen (39) also 
| f(z) dz { t(z)dz. 
D ( 
Wegen (38) und Oj + 0% O’ ist up, (z) =0 auf O' + O” = E—K. 


Fiir die Kurve D liegt also wieder der Fall des § 2 vor. Mithin gilt [ f(z)dz =0 
D 


und folglich { f(z)dz —0 
, 
Wir haben also nur noch die obige Behauptung 1 zu beweisen. 
Fiir eine beliebige Menge M der Ebene FE bezeichnen wir mit LZ (M) das 
(auBere) lineare CARATHEODORY-MaB von MM’). 
Angenommen, wir hatten bereits die folgenden zwei Behauptungen be- 
wiesen. 


Behauptung 2 


(40) Fiir die Begrenzungen O;* der O% gilt 2 L (O%*)< 2A. 


Géttinger Nachrichten 1914, S. 404. 





is 
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Behauptung 3. Fiir jedes j, fiir welches Oj existiert, gibt es eine geschlossene 
Kurve C, mit folgenden Eigenschaften: 
die Menge aller Punkte von C; ist die Begrenzung O;* von O;; 
uz. (05) l, ue (EB O%) 0: 
die (Durchlaufungs-)Lange A; von C, ist < 2 L (O;*); 


{ f(z)dz =0. 


Wir bezeichnen dann mit C; diejenige geschlossene Kurve, die aus C, ent- 
steht, wenn wir diese wu, (Oj)-mal in umgekehrter Richtung durchlaufen. 
Dann sind (34), (35) und (37) erfillt. Da nach der Voraussetzung unseres 
Satzes die Funktion uw, (z) auf H—K beschrainkt ist, existiert eine positive 
Zah! P derart, daB  u, (0%) P ist fiir alle 7. Dann hat C; eine (Durchlau- 
fungs-)Lainge A PA; und es ist JA; PSA; 4PA + co. Also gilt 


wich (36 Wir brauchen also nur die Behauptungen 2 und 3 zu beweisen. 
Zum Beweis der Behauptung 2 beweisen wir zunichst, daB fiir je drei 
paarweise verschiedene Zahlen 7 = },, j, js, fiir welche Oj existiert, der Durch- 
schnitt O5* -O;* ‘Oj; héchstens abzahlbar viele Punkte enthalt (sogar héch- 
stens zwei Punkte). Es seien nimlich p,, p. und p, drei verschiedene Punkte 
dieses Durchschnittes. Nun kénnen wir fiir 1 1, 2,3 einen Punkt qg;. von 
O;. mit p,, pe und p, durch drei Bogen B;,, B;.. und B,C Oj. verbinden, die 
u je zwei nur den Punkt g;, gemein haben und bis auf die Endpunkte p,, pg, p, 
O% enthalten sind*). Die drei Dreibeine B, if Bis , B; B;. (2 1, 2, 3) 
haben also nur die drei Endpunkte p,, p, und p, gemein. Dies ist aber nicht 
méglich. Also enthalt der genannte Durchschnitt héchstens zwei Punkte. Die 
Menge aller Punkte, welche in mindestens drei der Begrenzungen O;* liegen, 
st also héchstens abz&hlbar. Ist daher Z die Menge aller Punkte von K, die 
genau zwei Mengen O;* liegen, so ist 2 L (O;*) L (2'O;*) + L(Z). Wegen 


SO K und Z K folet > L (O%*) 2L(K). Nun ist L(K) 1%). Folg- 


h gilt (40 
Zum Beweis der Behauptung 3 haben wir, einfacher geschrieben, folgendes 
u zeigen 

Es sei G eine beschrinkte Komponente des Komplements E — K eines im 
Kleinen zusammenhiangenden Kontinuums K) und f(z) eine in @ stetige 
ind in*G@ regular analytische Funktion. Dann existiert eine geschlossene stetige 


Kurve H mit folgenden Eigenschaften 


4] die Menge aller Punkte von H ist die Begrenzung G* von G 
42 Uy, (G) ] uy (EB G) 0: 
13 die (Durchlaufungs-) Lange von H ist < 2 L (G*): 
44 { f(z)dz =0. 
H 
5) Vel. z. B. G. Népetine: Ein gemeinsamer Beweis des Jonpanschen Kurvensatzes 


ind zweier damit zusammenhingender Sitze (erscheint demnichst), insbesondere Satz Ib. 
*) G. N6peuine: Jber. d. D. M. V. 528, 159 (1942). 
') Als stetige Kurve ist K im Kleinen zusammenhangend. 
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Nun existiert eine eindeutige, stetige Abbildung t der Kreisscheibe 
’ =[\z| <1] der komplexen z-Ebene auf G, welche die Kreisperipherie 
G’* eindeutig und stetig auf die Begrenzung G* und die offene Kreisscheibe 
(i = [\z\ <1] topologisch auf G abbildet’). Die eindeutige, stetige Abbildung 
t von G@’* auf G* liefert eine geschlossene, stetige Kurve H mit der Eigenschaft 
(41). Sie hat auch die Eigenschaft (42). Denn ist p ein Punkt von E—G* 
und H, die einfach geschlossene Kurve tf ([|z 1 —e¢]), so liegt p nicht auf 
H, und es ist uy (p) = uy, (p) fir hinreichend kleines ¢; weiter ist uy (p) = 1 
oder 0, je nachdem p im Innen- oder AuBengebiet von H, liegt. Zum Beweis 
von (43) stellen wir zunichst fest, das die (Durchlaufungs-) Lange von H 
gleich dem Integral (32) ist, wobei jetzt n n (g) die Anzahl der Punkte z 
des Einheitskreises ist, fiir welche t (z) auf der Geraden g liegt. Nun ist die 
Menge M, aller Punkte von G* mit mehr als zwei t-Urbildpunkten héchstens 
abzaihlbar; denn verbinden wir fiir jeden Punkt p von G mit mindestens drei 
Urbildpunkten diese Urbildpunkte mit der Kreislinie [| z 1/2] durch eine 
radiale Strecke, so bilden die t-Bilder dieser Strecken ein Dreibein und, da 
t topologisch ist auf G’, sind diese Dreibeine paarweise fremd; solche paar- 
weise fremde Dreibeine kann es aber héchstens abzaihlbar viele geben; also 
ist M hdéchstens abzihlbar wie behauptet. Infolgedessen ist die Menge der 
zu M nicht fremden Geraden eine Nullmenge im Geradenraum. Wir be- 
zeichnen nun mit M, bzw. M, die Menge aller Punkte von G mit genau einem 
bzw. genau zwei Urbildpunkten und es sei n, = n, (g) bzw. n n (g) die An- 
zahl der Punkte von g- M, baw. g- M, (einfach gezaihlt). Dann ist { ng 
[ng 4-2 [n,g <2 [ vg, \wobei y =v (g) die Anzahl der Punkte von g - @* 
ist. Nun ist aber { yg = 2 L(G*)%). Also gilt (43). 

SchlieBlich ist noch (44) zu beweisen. Nun hat die von uns a. a. O.7) 
konstruierte Abbildung t noch folgende weiteren Eigenschaften. Wir kon- 
struieren dort eine monoton wachsende Folge von konvexen Gebieten G), mit 
G+ Go+--: #’ =[\!z| <1]; die Begrenzung Kj}, von G;, ist die Summe 
einer (abgeschlossenen) Teilmenge der Kreisperipherie G’* und von endlich 
oder abzahlbar unendlich vielen (paarweise fremden) offenen (d. h. ohne ihre 
Endpunkte gerechneten) Sehnen 7, der Peripherie. Durch t wird G;,, topo- 
logisch abgebildet auf ein Gebiet G, C G@ mit G,+-G,+---=G; die Be- 
grenzung K,, von G, ist das eindeutige, stetige Bild t (K},) von K;, und Summe 
einer abgeschlossenen Teilmenge der Begrenzung G* von G und endlich oder 
abzahlbar unendlich vielen offenen Strecken 7, =1(T)) C G, deren End- 
punkte auf G* Cc K liegen; im iibrigen ist K,, darstellbar als Summe endlich 
vieler Konvexbogen, die zu je zwei héchstens Endpunkte gemein haben. Die 
Kurven Kj, approximieren die Peripherie G’*, also die Kurven K, = t (K;) 
die Begrenzung G* von G, d.h. die Kurve H = 1 (G@’*). Wenn nun T) eine 
der genannten Kreissehnen ist und S; der offene Teilbogen der Peripherie 
mit denselben Endpunkten, aber fremd zur Begrenzung G;,* K},, so ist die 
Lange von 7’, = r (T,) kleiner als die Lange der Teilkurve S, = 1 (S;) von H 
mit denselben Endpunkten wie 7',. Also ist die Lange von H gréfer als die 
Lange von K,, (man ersetze nacheinander die S, durch die 7’, und erhalt 
so eine Folge von Kurven mit monoton fallender Lange, die gegen K,, kon- 
vergiert, und sodann verwende man die Unterhalbstetigkeit der Lange). Mit- 
hin sind die Langer der geschlossenen Naherungskurven K, von H beschrankt. 
Folglich unterscheiden sich fiir ein hinreichend groBes n, die Integrale 
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{f(z)dz und f f(z)dz 
K H 


Ne 


beliebig wenig voneinander. Es geniigt daher zu zeigen, daB das erstere 
Integral gleich Null ist. Nun ist die geschlossene Kurve K,, die Begrenzung 
des Gebietes G,, = t (G),) und Summe endlich vieler Konvexbogen, die zu je 
zwei héchstens Endpunkte gemein haben. Folglich laBt sich Ky, approxi- 
mieren durch geschlossene Streckenziige Ky, mC Gn, mit beschrankten Langen. 
Also unterscheiden sich fiir ein hinreichend grofes m, die Integrale 

45 ff(z)dz und f f(z)dz 

K RK 


Ng Me Ne 
beliebig wenig voneinander. Da Ky, m, in Gy, liegt und G,, als topologisches 
Bild rt (G@,,) des konvexen Gebietes G,, einfach zusammenhiangend ist, ist 


nach der iiblichen Fassung des Hauptsatzes 


f f(z)dz =0. 
Kn, ie 
Also gilt (44) 

Damit ist der Hauptsatz in unserer allgemeinen Fassung bewiesen. 

Zum Beweis des 1. Zusatzes haben wir nur die Gleichung (44) unter der 
Voraussetzung zu beweisen, daB f(z) in G stetig und in G—D regular ana- 
lytisch ist, wobei D in G abgeschlossen und L (D) 0 ist. 

Wegen L(D) =0 enthalt D kein mehrpunktiges Kontinuum D’ (denn 
fiir ein solches ware L (D’) mindestens gleich dem Durchmesser von D’, also 

0 und daher L (D) L(D’) > 0). Bezeichnen wir fiir h 1,2,... mit &, 


lie abgeschlossene Kreisscheibe [ | z | l/h] und setzen wir R), =T (R,), 
ist R, CG und XR, =G. Da D in G abgeschlossen ist, so ist der Durch- 


h=1 
schnitt D-R, kompakt. Mit D enthalt auch D- R, kein Kontinuum. Also 
st D- R, in der Ebene E nirgends dicht. Fiir ein hinreichend grobes h, 
enthalt R,, den geschlossenen Streckenzug Ky, », (weil dieser in G@ liegt). 
Nach iiblichen Schliissen kénnen wir das Integral f f(z)dz darstellen 
En, Mo 
Summe endlich vieler Integrale /{ f(z)dz, wobei die A; Dreieckskurven 
1 


R, sind. Also geniigt es zu zeigen, da! 


46 f (2 dz 


st fiir jede Dreieckskurve AC R,. 


Nun sei ein ¢ > 0 gegeben und k eine obere Schranke von f (z) . Wir 


iiberdecken D-R, durch endlich viele konvexe, offene Mengen E£,,..., E,, 
deren Durchmesser 9,, ..., 6, der Ungleichung 
éf 
é,+-: 5 


geniigen: dies ist méglich wegen L(D-R,) =0. 


Wir kénnen nun den Integrationsweg A unter Festhaltung des Durch- 


schnittes A- (EZ, E,) stetig in einen neuen Integrationsweg 4 iiber- 
fiihren derart, daB A-E£, 1-E. gilt, A-E* leer oder eine Summe endlich 
Mathematische Annalen. 121 5 
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vieler Punkte und Bogen ist, die jeden Punkt von E} im algebraischen Sinne 

l-, 0- oder 1-fach tiberdecken (0 = 1,...,7r) und daB A—A- (E, E,) 
Summe endlich vieler Strecken ist, die aber von A im algebraischen Sinne 
nullfach iberdeckt werden, also fiir die Integration langs A wegfallen (E} ist 
die Begrenzung und E, die abgeschlossene Hille von E,). Diese Deformation 
laBt sich, weil R, als topologis« hes Bild t (Rj) von Rj einfach zusammen- 


haingend ist, in R, —(#, + ----+ £#,) durchfiihren. In dieser Menge ist aber 
f(z) regular analytisch wegen D- R, cE, -+ E.. Also ist 

[ f(z)dz = f f(z)dz [ f(z)dz. 

j 1-B 4-B, 
Nun gilt 4-E, iz, + Et; A-E, 1-#, ist Summe von héchstens drei 
Strecken mit Langen <6, und die Linge der Begrenzung E* des konvexen 
Gebietes E, ist <226,. Also ist die Lange von A-£E, héchstens gleich 
36, + 226,, also die Langensumme der A. E,,...,4-+E, héchstens gleich 
(3 + 22) -(6,+--: 6.) < elk. Wegen |f(z)|<k ist also | f f(z)dz\<e« 


1 
Da ¢>0O beliebig war, gilt (46), w. z. z. w. 


Der 2. Zusatz folgt aus dem Hauptsatz bzw. dem 1. Zusatz wie iiblich. 


(Eingegangen am 23. August 1947.) 
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Uber Identitaten zwischen Relationen *). 
Von 


RENEE Peirrer in Marburg a. d. Lahn. 


Im folgenden werden neue, algebraische Gebilde, die 2-Systeme, definiert 
ind nachgewiesen, daB sie ein adiquates Hilfsmittel zur Beschreibung drei- 
dimensionaler Komplexe bilden. 

In §1 werden besondere Ausdriicke, die Transformiertenprodukte, de- 
finiert. An Hand der Satze itiber Transformiertenprodukte gelangen wir zu 
dem Begriff der Relationenidentitaét. Das Verhalten dieser Identititen bei 
Erzeugendenwechsel wird in § 2 untersucht. In §3 werden Systeme von Er- 
zeugenden, definierenden Relationen und Relationenidentitaéten eingefiihrt 
und ihre Aquivalenzklassen erklirt. Mit Hilfe der in §4 bewiesenen Sitze 
geometrischen Inhalts werden in § 5 den dreidimensionalen Komplexen solche 
2-Systeme zugeordnet und ihre Invarianz bei Unterteilungen nachgewiesen. 
In §6 werden den 2-Systemen dreidimensionale Kettenringe zugeordnet, die 
mit den Homotopieringen der Komplexe iibereinstimmen, wir gewinnen daraus 
ein Verfahren zur Bestimmung der Homotopieketten aus den Inzidenzbezie- 
hungen der Komplexe. 

Transformiertenprodukte und 2-Systeme lassen sich auch bei der Behand- 
lung knotentheoretischer Probleme anwenden, wie in einer spiteren Arbeit 
gezeigt werden soll 

Herrn Prof. REIDEMEISTER bin ich fiir vielfache Anregungen und Rat- 
schlage zu groBem Dank verpflichtet. 


§ 1. Transformiertenprodukte und Identititen. 


Gegeben sei eine endliche Menge von Symbolen S; (# 12 ..n), die 


ich zu Potenzprodukten, den Worten, verkniipfen lassen. Ein solches Wort 


hat die Gestalt W a" Ss Sm (¢ + 1). Das leere Wort wird mit 1 


bezeichnet, W ~~ -—bezeichnet das Wort S ~ - fies Ps) JS nl “ft Die 


Produkte Ss dl .. St mit i + | m sind Teilworte von W 
x4 Aj 4 l a +- ji 
Zwei Worte heiBen aquivalent, wenn sie durch elementare Umformungen, 
’ ° - ° . . ’ vei . 
d.h. Streichen oder Einschieben zweier Symbole Si S*t) mit a; = a+, und 
. i i+1 


€; + &j4+, = 0 auseinander hervorgehen. Die Aquivalenz zweier Worte soll 
durch das Zeichen =, die Identitat durch ausgedriickt werden. 


> . , ° . . "fi ofs4 . 
Ist W ein Wort, das mindestens ein Symbolpaar S“ S lmit «; O44 
‘ a i+1 


ein iquivalentes Wort W, iibergefiihrt werden. Durch Iterieren dieser Ope- 
ration erhalt man eine Folge von aquivalenten Worten 


und e; + e4 0 enthalt, so kann es durch eine eclementare Reduktion in 


*) Rerpemeister, K.: Einfiihrung in die kombinatorische Topologie. Kap. II, 3. 
Braunschweig: Vieweg 1932 
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—— . . — 
W-= W,= W,=...... = W,.,= W,= W*, 
die erst dann abbricht, wenn man zu einem W, gelangt ist, das kein Symbol- 
paar der beschriebenen Art mehr enthalt, ein solches Wort nennt man reduziert. 
Die Folge W, W,, W....... W, definiert einen ReduktionsprozeB von W. Alle 
zu W gehérigen Reduktionsfolgen fiihren zu demselben Endglied W*, weil 
jede Aquivalenzklasse von Worten nur ein reduziertes Wort enthalt'). 
r Mm: 7 y—1 , ° ° 
Zwei Teilworte F und F-~ von W nennen wir einander zugeordnet, wenn 
es einen ReduktionsprozeB von W gibt, bei dem jedes St aus F= S? S*... 
Pa Pi Pa 
—e, a=} y—by y—F . 
iS” von dem entsprechenden Ss” oar "an Gos si S, * aufgehoben 
PF 
> at ms y , - : 5 en 
W,F  W,. das Teilwort W 1 ist. Denn dann und nur dann ist ja W,, F 
b € b J a 
— ey , 
FW W. 


Die Aquivalenzklassen der Worte W in den S; bilden eine Gruppe, die 


wird. Notwendige und hinreichende Bedingung dafiir ist, daB in W W 


a 


c 


i 
~ 


freie Gruppe S in den S;?*). 

Wir fiihren nun die neuen Symbole R; (i = 1, 2,...... m) ein, und bilden 
die Transformierten L R. L™ mit Worten LZ in den S;. Aus den L R; -_ 
lassen sich durch Verkniipfung neue Ausdriicke, die T'ransformiertenprodukte 
in den R; bilden. Ein solches Transformiertenprodukt R hat die Gestalt 

’ 
R= /1(L; Ri L-'). 
: 


Mit R~* bezeichnen wir den Ausdruck 


1 
R= /1 (L; R-* 1") 


und mit LR L~ das Produkt 


LRL* = II (L; Ri L;") mit L;, = L Ly. 
Nae! 


t 


Ist R, = II (L; Re L=*) und R, = (Ll; REL) 
i=l t i=1 1 

soist R,R,= a L; Ry L. ‘) mit L,.,=1j und «, ,; a, € y= & 

fir 7>1. 


Die Multiplikation der Transformiertenprodukte ist assoziativ. 

Zwei Transformiertenprodukte nennen wir aquivalent, wenn sie durch 
endlich viele Umformungen folgender zwei Typen auseinander hervorgehen: 
7',: Ersetzen eines Faktors L; Ri i durch L; Re i mit L; L;, 

‘ ‘ 


=e . . . ° v ° &: 1 fs —1 
T,: Einschieben oder Streichen eines Teilproduktes L; Ri‘ L. ° L; , B; . L, : 
i 2 T i+ t 


mit D,,,= Lj, «,,= 4% und e+¢,,,=9. 
Identitat und Aquivalenz driicken wir auch hier durch die oben angege- 


benen Zeichen aus. 


1) Siehe Fufinote 8S. 67. 
2) Rerpemeister, K.: Einfiihrung in die kombinatorische Topologie. Kap. IT, 2. 
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In jeder Aquivalenzklasse gibt es ein eindeutig bestimmtes reduziertes 
Transformiertenprodukt, in dem alle ZL; reduziert sind und keine zwei kon- 
° _ . —1 : a | . : 
sekutiven Faktoren L; Re Lund L, , mere L;, formalinvers sind. 
t ’ J i+1 . 


Satz 1. Die Aquivalenzklassen der Transformiertenprodukte bilden eine 
Gruppe R. 

Es 1a8t sich namlich zwischen diesen Aquivalenzklassen eine Verkniipfung 
erklaren, die den Gruppenaxiomen geniigt. Als Produkt zweier Aquivalenz- 
klassen definieren wir die Aquivalenzklasse des Produktes zweier Vertreter. 
Diese Definition ist eindeutig, ist namlich KR, = R, und Rj, = R,, so ist auch 
RR, = HR, R,, weil 7-Umformungen der RH; (i = 1, 2) auch solche von R, R, 
sind. Die Verkniipfung ist assoziativ, weil die Multiplikation von Trans- 
formiertenprodukten assoziativ ist. Das Einheitselement ist die Aquivalenz- 
klasse des leeren Transformiertenproduktes. Das Inverse eines Elementes mit 
dem Vertreter RK ist die Aquivalenzklasse von KR; diese Festsetzung ist 
eindeutig, denn wenn XR’ = & ist, so ist auch R’ t— x. 

Die so erklarte Gruppe R bezeichnen wir als freie Gruppe der Trans- 
formiertenprodukte in den R,. 


Satz 2. Die Gruppe R besitzt eine zu S isomorphe Gruppe von Automor- 
phismen. 


Ist W ein Wort in den S;, so ist A (R) = WR W™ ein Automorphismus 
von §. Zwei aquivalenten Worten W und W’ entspricht derselbe Auto- 
morphismus, denn WR W* und W’R W’™ gehen durch Umformungen 7, 
auseinander hervor, vertreten also dasselbe Element von . Jedem Element 


von © entspricht somit ein eindeutig bestimmter Automorphismus von §. 
Entspricht W, der Automorphismus A, und Wg, der Automorphismus Ag, so 
entspricht dem Produkte W, W, der Automorphismus Ag A,, denn ist A, (R) 


W, RW, und Ag(R) = Wz R Wg", s0 ist 
Ay Ag (KR) = AglAg(R)] = We We RK Wa Wee. 


Satz 3. Bezeichnet man mit 3 die freie Cruppe in den 8;(i = 1, 2,...... n), 
und den R; (¢=1,2,...... m), so ist R isomorph dem Normalteiler § von 8, 


der von den Potenzprodukten der R; und ihrer Transformierten gebildet wird. 


4 


Jedes Element von § laBt sich durch ein Wort der Gestalt // (A, RY 4) 
t 
ausdriicken; die A; sind dabei Worte in den R;, S;. Es ist A; = 1,; Rit 1; Rex 
1t 20 
a rte l,;; die 1,; sind Worte in den S;. Setzen wir L,,=1,; una y= 


: i. uae . 4 - 
L,-1.i l¢;, so kénnen wir A; und A; ~ durch elementare Erweiterungen in die 
Gestalt 


; Li « 


é 1 fos 1 ey - i 
Lyi a Lyj Le; a | er L,-13 ti ZL, ~1,4 
bringen. Das Produkt J] (A; Ri 4-*) erhalt die Gestalt J7 (L; Ry L, 5’ geht 
¢ * j 
also in ein KR-Produkt iiber. 


Zwei Worte in den S;, R;, die dasselbe Element aus § darstellen, fiihren 
zu aquivalenten R-Produkten. Denn die Einschiebung eines Teilproduktes 
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1, Ry Ac’ dq Rr‘ Az" in das Produkt J] (A; Ri 4, ‘) induziert im K-Produkt 
t 
eine Reihe von Umformungen T',; elementare Umformungen in den A; indu- 
zieren elementare Umformungen in den J; und Umformungen 7%. 
Umgekehrt stellt jedes RK ein Element aus § dar, und aquivalenten Trans- 
formiertenprodukten entspricht dasselbe Element. Zwischen den Elementen 
von R und den Elementen von § besteht eine umkehrbar eindeutige Zu 
ordnung. Aus der Zuordnungsvorschrift ersieht man, daB die Homomorphie- 
bedingung erfiillt ist. Die beiden Gruppen R und § sind elso isomorph. 
Jedem Symbol R; (i = 1, 2,...,m) ordnen wir nun ein wohlbestimmtes 
Wort W (R;) + 1 in den S;zu. Dann gehért zu jedem Transformiertenprodukt 
R ein Wort W (R), das man erhilt, indem man die Ri durch die entsprechen- 
: 


den Potenzprodukte in den S; ersetzt. 

Es ist: W(R") =(W(R)] 
W(LRL")=L(W(R)IL 

und W (R,R.) = W(R,) W (R.). 


Zu jedem W (KR) gehért eine Klasse von Re luktionsprozessen, die zu einem 
eindeutig bestimmten, reduzierten Wort W* (XR) hinfiihren. 


Wir fiihren nun eine neue Umformung fiir die K-Produkte ein, die mit 7 
bezeichnet wird. 


Ist in DL, Ri Ly’ Le=1,,W( Rs) L, 


werden durch 


so kann dieser Faktor ersetzt 


mit L; = L,li¢. 
Umgekehrt kann ein Teilprodukt 


L,-, Ri L" DL, Ret L* 14, Rt 1" 


2 os x i Qi L 


mit L;-, L; 4» Sm, a+, und ¢ , é 0, ersetzt werden durcl 


einen einzigen Faktor L; Ri L* mit 2; =W(L ,Ri-1L Ae: 
x l i 


; 7 1 
Die Umformungen 7',, 7, und 7’, definieren eine Aufteilung der R-Pro 
dukte in umfassendere Aquivalenzklassen. Sind die Transformiertenprodukte 
KR und R’ aquivalent, so ist auch W (R) W (R’). Das reduzierte Wort 
W* (R) ist also fiir jede Aquivalenzklasse eindeutig bestimmt. 
, . »¢ 1 . 
Satz 4. [st R= JIL Ri L.’) und bilden die ;}; (i * * .. v) eine 
t=1 ihe 
Permutation der a;, so gibt es ein zu R dquivalentes T'ransformiertenprodukt 
R= JIL, REL 
i=] i . 
Um dies zu _ beweisen, geniigt es, zu zeigen, daB ein Teilprodukt 
' 1 ¥ 1 pre ai , o 1 
L, Rk L, Lin Rk - L,,, durch T-Schritte in ein Teilprodukt L; R'*! L 
i i it+1 3 


t 
e; 7-1 ‘ 
Li+ Ri L. ne iibergefiihrt werden kann. 
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Zunachst fiihren wir das Teilprodukt durch eine Erweiterung 7, iiber in 


D, Re Lo Digs REY Dh ROL Ly, RD 


+ 


Durch eine Reduktion 7’, erhalt man daravs L; Re+! ‘ 
t 


et L; : Liss Ri L;, mit 
= . t 
L, = W (DL, Re L-*) Diy, und Diy, = LD 


i- 


Anmerkung. Man kann auch anders vorgehen und das Teilprodukt von 
P fs4 1 ; 1 — ° 
links mit Zj-+ RS ; L .4 Lis 1k, _ 1Z : multiplizieren, dann bleibt der 
t+ i+ " 
. G l 
Faktor Ly4, R**' L 
“42, ™ 


: unverandert. 


Es ist also immer méglich, in einem Transformiertenprodukt einen be- 
stimmten Faktor durch Aquivalenzumformungen an die erste Stelle zu bringen. 
Satz 5. Enthdlt ein Transformiertenprodukt R zwei Faktoren L; Ri L~* 

a; 7 
und Ly Re L,* mit a; =o, und e; + & = 0, und sind in W (R) W (RS) und 

; j 
W | Re) einander zugeordnet, so gibt es ein zu R dquivalentes Transformierten- 
produkt R', das aus KR durch Streichen dieser beiden Faktoren entsteht. 

X’ entsteht aus RK, indem man das Teilprodukt L; Ri L-* Ry L, R** L-* 

4 a; 5] ) ap k 
durch Ky ersetzt. Es ist L. ‘WwW (Ry) Ly = 1; also ist L, = W (R,') L;. Durch 


eine endliche Zahl von Umformungen 7’, laBt sich das Teilprodukt iiberfiihren 
in den Ausdruck 


f 1 1 f l 
L; R L. Rix Ri, L; Ry L. Riz 
der durch Reduktionen 7’, tibergeht in Ry. 


Folgerungen. 

1. Ein Transformiertenprodukt RK, mit W (R,) = | ist mit allen andern 
Transformiertenprodukten vertauschbar. Denn nach Satz 5 ist: 

RR=ARA AR R=RARX,. 

2. Ist W(R,) = 1, so sind die Transformiertenprodukte LX, L™ und 
L'R, L’* aquivalent, wenn L’ = W(R)L ist; dabei ist R ein beliebiges 
Transformiertenprodukt. 

Satz 6. Die erweiterten Aquivalenzklassen der Transformiertenprodukte 
bilden eine zu R homomorphe Gruppe R. 

Die Verkniipfung der Aquivalenzklassen erklaren wir in analoger Weise 
wie in Satz 1. Dann entspricht jedem Element aus Rt ein eindeutig bestimmtes 
Element aus R, und dem Produkt zweier Elemente entspricht das Produkt 
ihrer Bilder in R. 

Die Elemente 

@=1,R'L 1, RL L, RL 'L, Ro Ly" 


k “@ 
mit L, = W(L, R; L, ‘) L, von R werden dabei auf das Einheitselement ab- 


gebildet; die Gesamtheit der @ erhailt man, wenn L, und L, unabhangig von- 
einander die Gruppe S und R, und R; das: System der R; durchlaufen. Die 
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Transformierten der & und deren Potenzprodukte bilden einen Normalteiler 
€ von Rt. Jedes Element von € entspricht dem Einheitselement von R. Umge- 
kehrt gehéren alle Elemente von R, die dem Einheitselement von R ent- 
sprechen, zu ©. Denn alle diese Elemente miissen sich durch Umformungen 
T,, T, und T, in das leere Transformiertenprodukt iiberfiihren lassen, und 
eine Umformung 7’, laBt sich durch eine Multiplikation mit einem geeigneten, 
transformierten Element @ und Aquivalenzumformungen in R ersetzen. 
R ist also der Faktorgruppe R/E isomorph. 


Satz 7. Die Gruppe R léBt sich homomorph auf die freie, ABELsche Gruppe 
ll in den R; abbilden. 

Jedem Transformiertenprodukt KR kann man ein Wort in den R; zuordnen, 
indem man alle LZ gleich 1 setzt. Gehen RK und XR’ durch Umformungen 7, 
oder 7’, auseinander hervor, so sind die zugeordneten Worte in den R; iden- 
tisch oder aquivalent in der freien Gruppe der R;. Die Gruppe R laBt sich 
also homomorph auf diese Gruppe abbilden. 

Dabei wird der Normalteiler © auf die Kommutatorgruppe abgebildet. 
Denn die Elemente & von R gehen liber in die Kommutatoren R, RR, R. ~ 
Die Restklassen mod & in R entsprechen also den Restklassen nach der Kom- 
mutatorgruppe, d.h. die Faktorgruppe R/E =R ist der freien, Apetschen 
Gruppe in den R; homomorp! 


Folgerung. Einer Aquivalenzklasse von Transformiertenprodukten ist ein 


m 
Produkt // R°* eindeutig zugeordnet. 
i=1 ° 


Satz 8. Die Gruppe R ist homomorph dem von den Potenzprodukten der R 
und ihrer Transformierten gebildeten Normalteiler R von © 


os 
Zu jedem Transformiertenprodukt R gehért ein Wort W(X) in den S;, 
das ein Element von § darstellt. Aquivalenten Transformiertenprodukten 
entsprechen aquivalente Worte, also das gleiche Element von Rt. Folglich ist 





jedem Element von % ein eindeutig bestimmtes Element von i zugeordnet. 
Umgekehrt laBt sich jedes Element von §, allenfalls auf mehrere Weisen, als 
Transformiertenprodukt in den R; schreiben. Die Zuordnung ist ein Homc- 
morphismus, weil W (KR, KR.) = W (R,) W (H,) ist. 

Folgerung. R ist isomorph einer Faktorgruppe R/N,. Der Normalteiler %, 


besteht aus den Elementen von t, die auf das Einheitselement von fi abge- 
bildet werden, fiir die also W (KR) = 1 ist. 


Ist © = S/R die Gruppe mit den Erzeugenden S; (i= 1,2,..... n) und 
den definierenden Relationen R; (i = 1,2,.....m), so bezeichnen wir die 


Transformiertenprodukte, welche Elemente von §, darstellen, als Relationen- 
identitdten von G in den R;, S 


Satz 9. Ist die Anzahl n der S; gréfer als 1, so bildet der Normalteiler X,, 
das Zentrum von R. 


Nach Satz 5, Folgerung 1, ist jedes Element von %, mit allen andern Ele- 
menten von fi vertauschbar, gehért also zum Zentrum von i. 
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Es sei nun &, ein beliebiges Zentrumselement. Dann ist fiir jedes R: RR, = 
R, R, also auch W(R) W(R,) = W(RKR,) W (KR). W(R,) ist also mit allen 
Elementen von St vertauschbar. Da i eine freie Gruppe ist, so sind zwei 
Elemente nur dann vertauschbar, wenn beide Potenzprodukte desselben 
Elementes sind. Es kann also nur dann ein von 1 verschiedenes Zentrums- 
element haben, wenn es eine zyklische Gruppe ist. Dann muB auch © zyklisch 
sein, weil es andernfalls keinen zyklischen Normalteiler besitzen kénnte. Das 
widerspricht jedoch unserer Annahme. Also ist W (R,) = 1, d.h. &, ist eine 
Relationenidentitat. Jedes Zentrumselement ist also Element von %,. 

Damit ist bewiesen, daB N, mit dem Zentrum von R identisch ist. 


Sonderfall. Wir wollen nun den im vorigen Satz ausgenommenen Fall, 
daB S eine zyklische Gruppe ist, untersuchen und nachweisen, daB dann das 
Zentrum von R umfassender ist als %,. 

Die den R; zugeordneten Worte haben die Gestalt: W(R; = 8S”. Es 
sei 6 der gréBte gemeinsame Teiler der p;. Dann sind die Transformierten- 
produkte KR, mit W (X,) S’ mit allen andern vertauschbar. 


Denn S Ri SR, 1aBt sich durch Umformungen T’, und 7’, iiberfiihren in 
wis Ri 8S), w(s RS) 8 RS — SR, S-%S8' RS. 
Nan ist p; = n; 6, also S”* = W(R6*). Durch Umformungen 7’, erhalt man also 
RR RSF RS '=K SRS. 


Also ist S RES" R, = RS RS, dh. R, ist mit einem beliebigen Faktor 
% pt o- , r ta 
S RS ! vertauschbar ; R, zgehért zum Zentrum von . 


Satz 10. Die Gruppe N, der Relationenidentititen besitzt eine zu G homo- 
morphe Gruppe von Automorphismen. 


Ist W, ein Wort, das das Element y von & darstellt und J ein beliebiges 
Element von %,, so ordnen wir y den Automorphismus A, (J) = W, J Ww," 
zu. Diese Festsetzung ist eindeutig, denn ist W;, eine andere Darstellung von y, 


so ist nach Satz 5, Folgerung 2 
W,JW,'=W,JW,". 
Dem Produkt y, y, entspricht der Autcmorphismus A,,,, = A,, A,,, denn 
es ist A,, [A,, (J)] = A,,(W,, J W;,) = W,, W,, J W;,' W;,’. 


“1 

Folgerung. N, ist eine ABELsche Gruppe mit Operatoren, mit dem Gruppen- 
ring von & als Operatorenbhereich. 

DaB die Gruppe kommutativ ist, ergibt sich aus Satz 5, Folgerung 1. 
. : y n ny VY. Mty 
Setzen wir A, (J) =J* und A,(J") = J"” und ferner J” J” = J", so be- 
steht der Bereich der Exponenten aus den Elementen y= 2 ny y; des 
Gruppenrings von G. 1 

* . . nl . Tt . 

LaBt sich jedes Element dieser Gruppe als Produkt J/(J,*) schreiben, so 
nennen wir die J, ein Definitionssystem von %,,. & 

Ein beliebiges System von Relationenidentitéten definiert einen zu- 
laissigen Normalteiler R von N,. Zu jedem System von Relationenidentitaten 
J, (k= 1, 2,......¥) gehdrt also eine wohlbestimmte Faktorgruppe } = 2,/MN. 


5a 
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§ 2. Identitiiten und Erzeugendenwechsel. 

Wie wir im vorigen Paragraphen gesehen haben, gehért zu einem gegebenen 
System von Erzeugenden S; (¢ = 1,2,...... n) und definierenden Relationen 
B,(¢ = 1,2,...... m) einer Gruppe @ eine wohlbestimmte Gruppe M, von 
Relationenidentitaten. Geht man tiber zu einem andern System von Er- 
zeugenden S;(i=1,...n’) und definierenden Relationen Rj; (i= 1,...m’), 
so gehért zu dieser neuen Darstellung von & eine Gruppe 24. Die Beziehung 
zwischen ®, und 9, soll im folgenden untersucht werden. 

Nach dem Satz von TreTze*) gehen alle Systeme von Erzeugenden «und 
definierenden Relationen von (§ durch Umformungen folgender zwei Typen 
auseinander hervor: 

1. Hinzunehmen und Weglassen von Folgerelationen. 

2. Hinzunehmen einer neuen Erzeugenden, mit einer Relation, welche sie 
definiert; Weglassen einer Erzeugenden mit einer Definitionsrelation, wenn 
diese Erzeugende in keiner andern Relation vorkommt. 

Ist R,,+, eine Folgerelation der R; (i = 1, 2,...m), so gibt es ein Trans- 
formiertenprodukt K in den R; derart, daB W (R) W (Ry +1). Dann ist 
0 ! — J eine Relationenidentitat, denn es ist 


W (J) = W (Rai) W(R4) = 1. 


Zu jeder Folgerelation R,,.1 laBt sich also eine Identitaét angeben, die nur 
einen Faktor L Rj, +, L ' enthalt: wir bezeichnen sie als Definitionsidentitdt 
von Ry | 

Satz 1. Geht das neue System von Erzeugenden und definierenden Relationen 
aus den S;, R; durch Hinzunahme einer Folgerelation R* hervor, so erhilt man 
aus einem Definitionssystem von N, ein Definitionssystem von Ni, durch Hinzu- 
nahme einer Definitionsidentitét J* von R*. 

Jedes Element von ®, wird durch eine Identitaét J’ in den R; und R* dar- 
gestellt. Es sei J’= RK, L R* . a. Dann geht, J’ durch Aquivalenz- 
umformungen iiber in R,LJ** L 'LR* L » * LJ**L~*. Da nun 
LJ*~* L~' =X L R*~* L* ist, so geht dieses Transformiertenprodukt iiber 
in die Gestalt J LJ** L~'; J™ ist eine Identitat, die einen Faktor L R*° L~* 
weniger enthalt als J’. 

Durch Iterieren dieses Prozesses gelangt man schlieBlich zu einer Identitat 
J' = J,J,, die zu J’ aquivalent ist, und deren Teilprodukt J, sich aus Aus- 
driicken L J** L~* aufbauen la8t, wahrend J, eine Identitét in den R; ist. 
J, \aBt sich also durch Aquivalenzumformungen in ein J, iiberfiihren, das aus 
Transformierten der J; eines Definitionssystems von %, aufgebaut ist. In der 
Operatorenschreibweise lautet die Aquivalenz J = /] (Je)| [J*"*| . Folglich 

k 
bilden die J, mit J* ein Definitionssystem von 85, was zu beweisen war. 
Folgerungen. 


1. Ist 2 der durch J* definierte Normalteiler von Nj, so ist Nj das direkte 
Produkt N, x von R, und &. 


3) Tretze, H.: Mh. Math. u. Phys. 19, 1 (1908). 
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Wie wir eben gesehen haben, besteht 2 aus den Produkten J, J, mit 
“ R, und J, c V. R, und & sind Normalteiler von Nj, und der Durchschnitt 
N-\ QV besteht nur aus dem Einheitselement. Also ist: Nj = N, x g. 

2. Diraus folgt nach einem allgemeinen Satz iiber direkte Produkte, daB 
t, die Faktorgruppe von ®; nach & ist. 


S 


Satz 2 (Umkehrung). Wird eine Folgerelation aus dem System der defi- 
nierenden Relationen weggelassen, und bildet eine Definitionsidentitét J* von R* 
mit den J, ein Definitionssystem von N,, so bilden die J, ein Definitionssystem 
von N., wenn sie keine Faktoren L R** L™  enthalten. 

[In der Operatorenschreibweise wird jedes Element von , durch einen 
\usdruck der Gestalt J I] (J ¢*)| Je J; J, dargestellt. Die Trans- 

k | 


formiertenprodukte J, bilden ein volles Reprisentantensystem der Rest- 
klassen von ®, nach dem durch J* definierten Normalteiler 2, also der Ele- 
mente von ®,/2. Nach Satz 1, Folgerung 2 ist N,/2 = MN. Die J; bilden ein 
Definitionssystem von 9%, wenn es Transformiertenprodukte in den defi- 
nierenden Relationen des neuen Systems sind, d.h. wenn sie keine Faktoren 
L R* L~ enthalten. 

Wird das System der Erzeugenden und definierenden Relationen ab- 
geindert durch eine TreTzE-Transformation zweiter Art, so sind die Gruppen 
N, und YM, isomorph. Das ergibt sich aus folgendem Satz: 

Satz 3. Ist W(R) = S W, und ist S in keinem andern W (R;) enthalten, 
so gibt es zu jeder Relationenidentitat in den R; eine dquivalente, in der weder 8 
noch Faktoren L R* L~* vorkommen. 

In dem Worte W (J), das der Identitat J zugeordnet ist, stehen alle S* 
entweder in einem L oder einem W(R*). Durch Aquivalenzumformungen von 
J kénnen wir zu einer Identitat J’ itbergehen, in der kein L die Erzeugende S 
enthalt. Ist in dem Faktor L Rr’ nat’ L, 8 L,, so erhailt man daraus durch 
Erweiterungen 7’: ; 

L3..°. F's tks. ante are 
und durch Reduktion T,: L,R Ly;'L RL L, R™* Ly* mit = LW L,. 
Durch Iterieren dieser Operation gelangen wir also zu einer Identitat J’ der 
gewiinschten Art. 

Da nun W (J’) = 1 ist, so muB es zu jedem S* aus W (J’) ein zugeordnetes 
S~* geben, d.h. zu jedem Faktor LZ; Re | mit Ry, R aus J’ gehért ein 

i 
Faktor L; RY Lj mit Ry, = Round ¢, e; derart, daB W (RS) und W (Ri) 
in W (J’) einander zugeordnet sind. Nach §1, Satz 5 kénnen diese beiden 
Faktoren gestrichen werden. Man gelangt durch endlich viele solcher Schritte 
zu einer Identitat J, die keinen Faktor L R* L~* mehr enthilt. 

Anmerkung. Man erhilt die Identitét J aus J, indem man alle Faktoren 
L R* L™ streicht und in den L; die S*° durch die Potenzprodukte W~ ersetzt. 


Folgerungen. 
1. Jedem Element von %, entspricht ein Element von 9, und umgekebhrt. 
Daraus ergibt sich der oben erwihnte Isomorphismus der beiden Gruppen. 
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2. Bilden die J, ein Definitionssystem von %,, so 14Bt sich dieses durch 
Umformungen 7',, 7, und 7, innerhalb der einzelnen J; in ein Definitions- 
system von MN, tiberfiihren. 

Wir definieren nun eine besondere Klasse von Abinderungen in den Syste- 
men der S; und der R;, die t-T'ransformationen, welche die freien Gruppen 
S und §& invariant lassen. 

Als t-Transformation in den Erzeugenden bezeichnen wir den Ubergang 
von den S; zu den Sj (i 1,2...m), wenn er sich durch endlich viele Elemen- 
tarschritte folgender zwei Typen ausfiihren laBt: 


. Y v y—1 
1. Ersetzen eines S; durch Sj; = S;°. 


2. Ersetzen eines S; durch Sj = S; S,. 


Das Inverse einer t-Transformation ist auch eine t-Transformation, und 
ebenso das Produkt zweier t-Transformationen. Die t-Transformationen bil- 
den also eine Gruppe. 

Die S; bilden ein Erzeugendensystem der freien Gruppe G in den S;. Nach 
dem Satz von Nretsen! gehen alle Erzeugendensysteme von © durch t- 
Transformationen auseinander hervor. 

Jedes Wort W in den S; laBt sich in ein Wort B(W) in den S; iibersetzen. 
B ist eine ein-eindeutige Abbildung der Elemente von © auf die Aquivalenz- 
klassen der Worte in den Sj. Fiir einen Elementarschritt ist B(W) leicht an- 
zugeben. Besteht die t-Transformation aus « Elementarschritten, zu denen 


die Abbildungen. B; (i = 1, 2, . . . «) gehdren, so ist 
B(W) = B, B,-3...... B, B,(W). 
Gehen wir von den R; zu den Rj (i 1,2,...m) tiber, so bezeichnen wir 


diese Abanderung als t-Transformation in den definierenden Relationen, 
wenn sie sich aus einer endlichen Anzahl von Abainderungen der folgenden 
Typen aufbauen 1aBt: 
. e 1 es . , 
1. Ersetzen eines R; durch Rj = LR; L (e + 1): dabei ist Z ein Wort 
in den §;. 


2. Ersetzen eines R; durch Rj = R; R,. 


Um die Analogie mit den t-Transformationen in den Erzeugenden zu 
zeigen, geben wir zundchst folgende Definition : Die m Transformiertenprodukte 


in den R;: R,, A, ...... R,, bilden ein definierendes R-System von fi, wenn 
sich jedes Element dieser Gruppe durch eine Klasse von Transformierten- 
produkten in den KR; (i = 1, 2,...... m) mit transformierenden Worten L 


aus © darstellen laBt, die durch Umformungen 7’, und 7’, auseinander hervor- 
gehen. Es gilt der Satz: 


Satz 4. Gehen die R; aus den R; durch eine t-Transformation hervor, so 
bilden sie ein definierendes R-System von R. Ubrigens gehen alle definierenden 
R-Systeme von R durch r-Transformationen auseinander hervor. 

Besteht die t-Transformation nur aus einem Elementarschritt, so ist leicht 
zu sehen, daB jedes Transformiertenprodukt K in den R; sich in ein Trans- 
formiertenprodukt B(R) in den neuen definierenden Relationen verwandeln 
laBt. Dennimersten Fall ist R; = L** Rj* L** undimazweiten Fall R; = Rj R;*. 
Man erhalt B(R) aus R, indem man die R; durch diese Ausdriicke ersetzt. 
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Dabei gehen aquivalente Transformiertenprodukte wieder in Aquivalente 
Transformiertenprodukte iiber. 

Umgekehrt 1aBt sich jedes Transformiertenprodukt R’ in den Rj wieder in 
ein Transformiertenprodukt B’ (R’) in den R; tibersetzen. Es ist immer 
B’ B(R) =H, wie man fiir die R; leicht nachpriift. B definiert also eine 
umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen den Elementen von R und den 
Aquivalenzklassen der Transformiertenprodukte in den Rj. 

3esteht die t-Transformation aus 4 Elementarschritten, so gehért zu jedem 
dieser Schritte eine solche Abbildung B; (i = 1,2,...... ph). Das Produkt 
Bis cls ow an B, B, ist die der t-Transformation zugeordnete Abbildung B. 
Jedem Transformiertenprodukt KR in den R; entspricht ein Transformierten- 
produkt B(R) = B, Byy...... B, B,(R) in den Rj, und jedem Element 


von Rt eine Aquivalenzklasse von Transformiertenprodukten in den Rj. Also 
bilden die Rj ein definierendes R-System von RR. 

DaB zwei beliebige, definierende R-Systeme von R durch t-Transformation 
auseinander hervorgehen, wird genau so bewiesen wie der analoge Satz iiber 
die Erzeugendensysteme der freien Gruppe ©‘). 

Bilden die R; und die Rj zwei solcher Systeme, so laBt sich jedes Trans- 
formiertenprodukt KX in den R; in ein Transformiertenprodukt B(R) in den 
R;, und ebenso jedes Transformiertenprodukt XR’ in den Rj in ein B’ (R’) in den 
R; iibersetzen. Es ist immer B’ B(R) = &; also ist B’ B(R,) = Ry Ri Rie 
mit R;, = 1 und Ry = 1. Daraus laBt sich folgern, daB man durch Bildung 
geeigneter Kombinationen L; Rj L;* L, Ry Ll; * zu einem neuen R-System 
iibergehen kann, in dem mindestens ein reduziertes B’ (Rj) weniger Faktoren 
L Ri, L~ enthalt. Durch Iterieren dieses Prozesses erhalt man schlieBlich ein 
R-System, in dem jedes B’ (Rj) nur aus einem L Rj, L~ besteht. Man gelangt 
also durch t-Transformationen von den Rj zu den R,. 

Fiir die Einzelheiten des Beweises verweisen wir auf den oben erwahnten 
Satz von NIELSEN. 

Satz 5. Bezeichnen die Transformiertenprodukte R, und R, dasselbe Ele- 
ment von Ri, so gehen B(R,) und B(R,) durch Umformungen T,, T, und T, 
auseinander hervor. 

Zum Beweise geniigt es, zu zeigen, daB ein Transformiertenprodukt B (#) 
in den Rj, das zu einem Element © des in §1, Satz 6 erklarten Normalteilers 
& von fi gehért, durch Umformungen 7',, 7,, 7 in das leere Transformier- 
tenprodukt iibergeht. € besteht aus den Potenzprodukten der Elemente 
@—1,R, Lz) L, RL,’ L, Rly L, RL,’ mit L,=W(L, R,L,')L, 
und ihrer Transformierten. Das Transformiertenprodukt in den Rj: 

B(#) = L, B(R;")Lz* L, B(R;) Lz" L, B(R,) Ly’ L, B(R;") L;" 


laBt sich durch endlich viele Umformungen 7’, in das Produkt 


B(R;) Ly’ L, B(R,’) Ly L, B(R;*')L,*L, B(R;) Lp" L, B(R,) Ly L, B( Rj") L 
verwandeln. Daraus folgt, daB sich fiir jedes @ C € B(@) durch Aquivalenz- 
umformungen 7',, 7, 7’, in das leere Transformiertenprodukt tiberfiihren laBt. 


4) Nrevsen, J.: Math. Ann. 79, 269 (1919). 
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Folgerung. Einer Relationenidentitat J in den R; entspricht eine wohl- 
bestimmte Relationenidentitat B (J) in den Rj. 

Wir definieren nun noch eine t-Transformation fiir Systeme von Relationen- 
identitaten J,. Sie besteht aus Elementarschritten folgender Typen: 

1. Ersetzen eines J; durch LJ L7!: L ist ein in den S; ausgedriicktes Ele- 
ment aus &. 


2. Ersetzen eines J 


; durch J; J, 
Bilden die J, ein Definitionssystem der Gruppe % (vgl. § 1, Folgerung zu 
Satz 10), so ist das auch der Fall fiir die Jj, die aus den J; durch eine t-Trans- 


formation hervorgehen. 


§ 3. 2L-Systeme *). 


Nach diesen einleitenden Betrachtungen tiber Umformungen in den Syste- 
men der S;, R; und J; wollen wir nun neue algebraische Gebilde, die »- Systeme, 
einfiihren. 

Erklirung. Es sei X ein System von rv, Erzeugenden S;, 
Relationen R; und », Relationenidentitaten J;. Zwei solcher Systeme nennen 
wir dquivalent, wenn sie durch die im folgenden definierten Umformungen 


vy, definierenden 


9; (i 1, 2,3) auseinander hervorgehen. Die Aquivalenz zweier 2-Systeme 
soll durch das Zeichen ausgedriickt werden. Eine Aquivalerzklasse von 
=-Systemen bezeichnen wir als Y-Klasse { 2}. Die S;, R;, J; nennen wir auch 


‘ : > wl) 72) (3) 
Elemente erster, zweiter, dritter Ordnung von 2, Ej’, Ey” und Fj”. 

Die Umformungen 6, sind Abanderungen 7',, 7’, und 7 innerhalb der J; 
ein J; wird ersetzt durch eine aquivalente Relationenidentitat Jj. 

Mit 0, bezeichnen wir zwei Arten von Erweiterungen und Reduktionen: 

1. Hinzunahme einer neuen Erzeugenden S und einer Definitionsrelation 
R von S; Weglassen von S und R, wenn S in keiner andern Relation und S 
und R in keiner Identitat vorkommen. 

2. Hinzunahme einer neuen definierenden Relation R und einer Definitions- 
identitat J von R; Fortlassen von R und J, wenn R in keiner andern Identitat 
vorkommt. 

Die dritte Art von zulassigen Umformungen, 03, sind die Basiswechsel in 
den Identitéten, die in t-Transformationen im System der J; bestehen. 

In Analogie zu dieser Bezeichnung nennen wir Basiswechsel in den Re- 
lationen folgende Umformung eines 2-Systems: 

‘hea , . nm . 

1. Ubergang von den R; zu den Rj durch eine t-Transformation ; 

2. Ersetzen der J; durch die Jj = B(J;) in den Rj. 

Als Basiswechsel in den Erzeugenden bezeichnen wir folgende Abanderung: 

1. Ubergang von den S; zu den S} durch eine t-Transformation. 
2. Ersetzen der R; durch die R; mit W (Rj) BW (R;)); 
et : : | 
3. Ersetzen jeder Identitat J; = //7 (ZL; Re L, ~) durch 

i i 


, 4, p(t 
J; = 11\B(L,) ROt BL; )). 
“* *% , 
Wir werden spiater sehen, daB diese beiden Basiswechsel sich durch 
6-Schritte ausfiihren lassen. 





5) Rememeister, K.: Einfiihrung in die kombinatorische Topologie. Kap. III. 
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Satz 1. Enthalt ein &-System mit der definierenden Relation R eine De- 
finitionsidentitaét J von R, so kénnen R und J durch 6-Umformungen eliminiert 
werden. 

Es ist dann J = RR. 

Ist J, = Rj, LR L~*%,., so kann man durch eine Umformung 0, J; 

7 -1 _ : ve 
ersetzen durch Jy =K, LHL R,= LIL *J;. Diese Identitat ent- 
halt einen Faktor L R° L~* weniger als J;. Durch derartige Basiswechsel ge- 
langt man schlieBlich zu einem neuen Identitatensystem, in dem keine Identitat 
auBer J einen Faktor L R* L~* enthalt. 

Alsdann kénnen R und J durch eine Reduktion zweiter Art eliminiert 
werden. 

Anmerkung. Man erhalt die Identitaten des neuen 2-Systems aus den J;, 
indem man jeden Faktor L R° L~ durch das Teilprodukt LX’ L~ ersetzt. 


Satz 2. Gehen die X-Systeme 2X, und 2, durch Basiswechsel in den 
Relationen auseinander hervor, so sind sie dquivalent. 

Wir wollen zeigen, wie man durch eine Reihe von 6-Schritten von 2, zu 
2, gelangt. 
Zunichst nehmen wir an, daB die t-Transformation der R; im Ersetzen 
eines R; durch Rj R; R, besteht. 

Durch eine Umformung @, kénnen Rj und die Definitionsidentitat J 

om! wd . . : , 
R; Ry Rj zu dem System 2, hinzugenommen werden. J ist auch eine 
Definitionsidentitat von R;. Wie in Satz 1 gezeigt wurde, kann man durch 
Basiswechsel zu dem aus J und den B(J;) bestehenden Identitatensystem 
iibergehen. Alsdann kénnen R; und J durch eine Reduktion zweiter Art 
eliminiert werden. 

’ . , . , &y7-l1 

Ganz analog liegt der Fall fiir Rj = LR;L . 

Bei einer beliebigen t-Transformation kénnen wir zwischen die R; und die 
R; eine Reihe von Systemen definierender Relationen einschalten, von denen 
des aus dem vorhergehenden durch eine der oben angegebenen Umformungen 
hervorgeht. Zu diesen Umformungen médgen die Abbildungen B; gehodren 
Dieser Reihe entspricht eine Reihe von 2-Systemen, von denen man jedes 
durch 6-Schritte aus seinem Vorganger erhalt. Das letzte Glied dieser Folge 
stimmt, allenfalls bis auf Aquivalenzumformungen innerhalb der Identitaten, 
mit 2, iiberein, denn es ist B(J;)= B, By... B, B, (J 


und 2, aquivalent. 


;). Also sind 2, 


Satz 3. Enthélt ein X-System mit der Erzeugenden S eine Definitionsrelation 
R, so kénnen S und R durch 6-Umformungen eliminiert werden. 

Es ist W(R) = Sw. 

Ist W (R;) W;, S W;., so kann man durch Basiswechsel in den R; tiber- 
gehen zu RY = W,, R7' Wj,’ R; mit W(Ri)= Wy, W Wj. Durch solche 
Basiswechsel gelangt man zu einem System von definierenden Relationen R; 
derart, daB in den W (Rj) auBer in W (R) kein S* mehr auftritt. Diese defi- 
Xelationen bilden nach Satz 2 mit den S; und den B (J) ein zu 2 
aquivalentes 2-System. 


nierenden 
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Nach §2, Satz 3 kann man nun durch Umformungen 6, tibergehen zu 
einem 2-System, dessen Identitaiten J; keine Faktoren LR L™ und keine 
S* in den ZL, enthalten. Alsdann kénnen S und R fortgelassen werden. 

Anmerkungen. 

1. Man erhalt W (Rj) aus W(R;), indem man jedes S* durch W° ersetzt. 

2. Die neuenNdentitaten J; erhalt man aus den J;, indem man jedes FR; 
durch Rj‘ und in den LZ; jedes S° durch W* ersetzt. .Denn beim Ubergang 
zu den B (J;) tritt an die Stelle von R; ein Transformiertenprodukt, das auBer 
einem Faktor R; nur Faktoren der Gestalt LR’ L ‘ enthalt. Die Jj erhalt 
man nach § 2, Satz 3, Anmerkung, aus den B (J;), indem man alle Faktoren 
L R* L~ streicht und die S* durch W* ersetzt. 


Satz 4. Zwei L-Systeme LX, und 2,, die durch Basiswechsel in den Er- 
zeugenden auseinander hervorgehen, sind dquivalent. 

Zunachst nehmen wir an, daB die t-Transformation der Erzeugenden im 
Ersetzen von S; durch S; = S; S, besteht. 

Wir nehmen zunachst zu dem 2-System die Erzeugende S; mit der De- 
finitionsrelation R hinzu; es ist W (R) S; S; , Sj . 

R ist auch eine Definitionsrelation von S;. Folglich kénnen nach Satz 3 
R und S; eliminiert werden. Aus den beiden Anmerkungen zu diesem Satz 
ergibt sich unmittelbar, daB dabei die R; und die J; in die durch den Basis- 
wechsel definierten Rj und J; iibergehen. 


1 

j 

Eine beliebige t-Transformation bestimmt eine Folge von Erzeugenden- 
systemen, von denen jedes aus dem vorhergehenden durch einen Elementar- 
schritt eines dieser Typen hervorgeht. Es sei B; die zu dem i-ten Elementar- 
schritt gehérige Abbildung. Zu jedem dieser Erzeugendensysteme gehért ein 
2-System, das, wie eben bewiesen, durch @-Schritte aus seinem Vorginger 
entsteht. Da B(W) = B, B,-....B,B,(W) ist, stimmt das letzte Glied 
dieser Folge, allenfalls bis auf Umformungen 6, mit 2, iiberein. 2, und 2, 
sind also aquivalent. 


Ganz analog beweist sich dies fiir Sj = S 


Das Ergebnis der vier-letzten Satze kann man folgendermaBen zusammen- 
fassen: 
™ . 22 . 7 “k) _- =r 
1. Enthalt ein 2-System zu einem Element EZ” ein -Definitionselement 
(k+1) " ‘ . “oP ee 
E' , so kénnen beide Elemente durch 6-Schritte eliminiert werden. 

2. Innerhalb einer 2-Klasse kann man jeglichen Basiswechsel ausfiihren. 

Wir wenden uns nun den Invarianten einer 2-Klasse zu. 

Zunachst ist klar, daB die durch die S; und R; bestimmte Gruppe Wy eine 
solche Invariante ist. Denn die Umformungen 6, und 6, lassen diese Gruppe 
unverandert, waihrend die Umformungen @, in ®@y TreTze-Transformationen 
induzieren. 

Invariant ist ferner die Zahl vy = v, — rv, + 73. 

m , 

Ordnen wir den Identititen die in §1, Satz 7 erklarten Produkte 11 (R*") 
i=1 

zu, so bilden die Exponenten der R; eine Matrix, deren von 1 verschiedene 

Elementarteiler c, weitere Invarianten der 2-Klasse bilden. Wir kommen 

in § 6 darauf zuriick. 
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Zu der Darstellung von Gy in den R; und S; gehért eine wohlbestimmte 
Gruppe %,. Bilden die Identitéten des 2-Systems ein Definitionssystem von 
®,, so ist das auch der Fall fiir jedes aquivalente 2-System, wie man aus den 
Satzen 1, 2 und 3 des vorigen Paragraphen leicht ersieht. 

Im allgemeinen Fall definieren die J; einen Normalteiler 2 Cc M,. Be- 
zeichnen wir mit ¥zy die Faktorgruppe %,/M, so gilt folgender Satz, der das 
vorige Ergebnis verallgemeinert: 


Satz 5. Die Faktorgruppe % y ist eine Invariante der X-Klasse. 

Die Umformungen 96, fiihren R, und M in isomorphe Gruppen iiber. Die 
Erweiterungen und Reduktionen erster Art lassen sie unverindert. Bei 
Erweiterungen zweiter Art geht M iiber in N’ und ®, iiber in NZ, ist VQ der 
lurch die neue Identitat definierte Normalteiler von %j, so ist Nj, das direkte 


Produkt %, x 2: ebenso ist J’ Nx YL Es ist also (NM, x L/L N,, und 
Nx L/L —MN. Nach dem zweiten Isomorphiesatz der Gruppentheorie ist 
nun (MN, x Q)/(M K LV) = [(M, K V)/VI/[(M K V/Lj, also Np/N’ —=N,/M. Ein 
Basiswechsel in den Identitaten induziert einen Automorphismus in N, und %. 

Es sei Ul eine Untergruppe von Gy. Die G; (1 ) See A) mégen ein 


System von ScHREIERschen Reprasentanten der linksseitigen Restklassen von 
ll in Gy bilden W bezeichnet den tepriisentanten der Restklasse mod U 
des Elementes von ® s, das durch das Wort W dargestellt wird. Wir de- 
finieren nun ein 2-System 2’, dessen Invariante Gy = U1 ist. 

Die Erzeugenden und definierenden Relationen sind die. nach dem Ver- 
fahren von REIDEMEISTER*) berechneten Erzeugenden und definierenden Re- 


lationen von Il: Die von 1 verschiedenen Lg S, G; 8; G, Sp : (i i Se * 
t 
; . - oe = P - 
i 2 y,) und die R;, mit W (R;,) 4 IG; RG; )} (i b 2 aes 
, -1)) . 
k 1,2 Vo) i G, RG) bezeichnet das in den Ugg ausgedriickte 
. i , ‘- . P 
WIG; R.G;"). Die Identitaten sind die in den R;, und Ugg ausgedriickten 


l . ; y y—1 , 
(,J,G; ~, die wir mit 1G; J; G; bezeichnen. 


Satz 6. Die Anzahl der Erzeugenden von 2" ist gleich Av A+1. 
J g 1 


Die Anzahl der Ausdriicke G; S, G; Sx ' ist gleich A V;. 


Jedem von | verschiedenen G; laBt sich ein G sGs” 1 zuordnen. Es 
ei G S;' Sz. ; S.™. Dann ist G Som, S,‘m * ein Ausdruck dieser 
Gestalt oder das Inverse eines solchen. G; S, mG; s* ' ist gleich 1, weil 
G; S,’™ ein Abschnitt von G; und daher infolge der SCHRELERschen Bedingung 


+ one 
gleich G; S,*™ ist 
. m 


Umgekehrt laBt sich jedem GSGS 1 ein G; + 1 zuordnen, das mit 
S endigt. Entweder endigt G mit S~‘, oder GS = GS mit S. 


. ' Wz5-l 
Die Mengen der von 1 verschiedenen Reprasentanten G; und der GSG 8S 


1 lassen sich also ein-eindeutig auf einander abbilden, d.h. sie enthalten 
die gleiche Anzahl von Elementen. Es gibt 4 — 1 von 1 verschiedene G;, also 
auch 4 1 Ausdriicke G SGS~', welche dem leeren Worte aquivalent sind. 
Also ist die Anzahl der von 1 verschiedenen GSGS™*: vj =A y,—A+1. 


t 


Siehe FuBnote °). 
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Folgerung. Die Invariante v’ des Systems 2” ist gleich 2» — 4 + 1. 
Das oben definierte System 2” ist auBer durch U1 noch bestimmt durch das 


System 2 und die Auswahl der Reprisentanten G;. Wir wollen untersuchen, 
wie sich £’ beim Ubergang zu einem andern ScHREIERschen Reprisentanten- 


system oder einem aquivalenten 2 verhalt. 


Satz 7. Gehdrt zu dem System XY und dem Scureterschen Reprisentanten- 
system der G; (i ee A) das System 3}, zu dem Somnurunechen 


Reprdsentantensystem der G; das System 2X3, so geht X3 aus Sy durch Basis- 


wechsel in den Erzeugenden, definierenden Relationen und Identitéten hervor. 


Diejenigen Elemente der freien Gruppe © in den S;, welche Elementen von 
ll entsprechen, bilden eine Untergruppe 8 von G. Das folgt aus der Homo- 
morphiebeziehung zwischen Gy: und 


Jedem Worte W in den S;, das ein Element aus % darstellt, — ein 


a, “Gs em 


und W, l, W; W; 1 Sai. Wir ordnen W das aquivalente Wort W* 


= of, ar—-l Ww "Tg Ge TE —1 ; — WwW 
W, Sa, Wy Wy... Win So” W, zu. Jedes von | verschiedene W;_; 8S,‘ W; 
‘ 7 


wohlbestimmtes Potenzprodukt in den Ugs. Es sei W S: Sim 


gs- Fihren wir diese Uggs in W* ein, so erhalten wir das 
durch W bestimmte Wort in den Uys. 

Umgekelhrt entspricht jedem Potenzprodukt in den U, g ein wohlbestimmtes 
Wort in den S;, da jedem Ugg ein solches Wort entspricht. Ubersetzen wir 


ist gleich einem U; 


das einem UG.s, entsprechende Wort G; 8,6; S;* in den S; wieder in ein 
Potenzprodukt in den Ugg, so ist dieses infolge der ScHREIERschen Be- 
dingung gleich UG. s,- 
Ferner entsprechen aquivalenten Worten in den Uys aquivalente Worte 

1 den S;, und umgekehrt. 

Jedem Elemerit von 8 entspricht also umkehrbar eindeutig eine Aquivalenz- 
klasse von Worten in den Ugy. Aus den Zuordnungsvorschriften ersieht man, 
daB das Bild des Produktes zweier Elemente gleich dem Produkte der Bilder 
ist. Zwischen der Untergruppe 8 von © und der freien Gruppe in den Ugs 
besteht also ein Isomorphismus, d.h. die Uggs bilden ein System von freien 
Erzeugenden der freien Gruppe &. 

Ebenso die Ug-s. Der Ubergang von den Ugg zu den Ugg ist also eine 
t-Transformation, da nach dem Satz von NIELSEN alle Erzeugendensysteme 
einer freien Gruppe durch solche eee pa auseinander at Mp 

Dabei werden die R;, ersetzt durch die Ri; W (Rf) ist das in den Ug’s 





ausgedriickte Wort W(G; R,G; ') Die neuen Identitaten J}, gehen aus den 
J;, hervor durch Ubersetzen der transformierenden Worte in die Ug s und 
Ersetzen der R;, durch die Rj ik 

Da jedes Gj = U;G; ist, so kénnen wir durch einen Basiswechsel in den 
Relationen iibergehen zu y Seg for crear Relationen Rj, von 22; denn es 
ist jedes Rj, = U; Rj, U; ' Dabei gehen die J}, iiber in die J}f in den Rj,. 

ans einen Basiswechsel in den Identitaéten erhalt man daraus die 
Jj, = US ri. von 25. 

Men ‘kann also zu einem gegebenen 2-System und einer Untergruppe U 
von @y ein System Dj, angeben, dessen Aquivalenzklasse eindeutig bestimmt 
ist. Wir nennen dieses neue 2-System die Ableitung von 2 nach 1. 
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Satz 8. Sind die X-Systeme 2, und 2, dquivalent, und sind 2; und 2X 
die zu einem bestimmten G;-System gehdrigen Ableitungen von 2X, bzw. X, nach 
einer Untergruppe Ul von ®y, so sind Lj und Ly dquivalent. 

Geht X, aus 2, hervor durch Hinzunahme einer neuen Erzeugenden S* 
ind einer Definitionsrelation R* mit W (R*) = S* W, so erhalt man 235, 
indem man A Erzeugende Uu.se und A definierende Relationen R} mit W (Rf) 


er oS _ - , a . » . 
'W(G; R*G;")} a Jf hinzunimmt. Es ist iw(q R* G; yh Ug, ge U; 


U; enthalt Ug.se nicht, da W S* nicht enthalt. Also definiert die Relation Rf 

Erzeugende UG. se. Eine Erweiterung bzw. Reduktion erster Art im &- 
System induziert also in der Ableitung 4 Schritte der gleichen Art. 

Wird zu 2, eine definierende Relation R* mit einer Definitionsidentitat 
J* = R*KR hinzugenommen, so wird die Ableitung 2; um A definierende Re- 
lationen R¥ mit W (RF) = | WIG; R* G; \} und 4 Identitaten J? (Gq; J* Gi . 
erweitert. Es ist J* = Rf 1G: RG; - und in 1G: RG; ‘ tritt R¥ nicht mehr 
auf. Jede der neuen Identitaéten J} definiert also eine der neuen Relationen 
R*. Den Erweiterungen und Reduktionen zweiter Art im 2-System ent- 
sprechen analoge Umformungen in der Ableitung. 


Wird die Identitat J; von 2, ersetzt durch Jj = L Jj L ‘so wird in { 
J 1G, 3,6; "} (2 1,2,.....4) ersetzt durch J;; UG, LIGG,L U . 
wenn G; L UG-L ist. Da die G; L eine Permutation der G; darstellen, so 
ist der Ubergang von den J;; zu den Jj; eine t-Transformation. 

Wird J; ersetzt durch Jj = J;J,, so wird in 2” jedes J;; ersetzt durch 
J: JisJep. 

Ein Basiswechsel in den Identitaten des Y-Systems induziert also einen 
Basiswechsel in den Identitaten der Ableitung. 

Kiner 9-Umformung in einem 2-System entsprechen also immer @-Um- 
formungen in den abgeleiteten 2-Systemen. Darum ist, wenn 2, = 2, ist, 
auch 2; a» 

Aus Satz 7 und Satz 8 folgt, daB es zu jeder “- Kl: isse und jeder Untergruppe 
ll von @» eine eindeutig bestimmte, abgeleitete 2-Klasse {2}y gibt. Aus jedem 
Vertreter von { 2'} und jedem ScHREIERschen Reprise nts antensys stem der Links- 
restklassen mod UL von ®y laBt sich ein Vertreter 24 von {2 }y nach dem 
oben angegebenen V erfahren berechnen 


§ 4. Randwegaggregate. 


° ° ° ge , -(2 . ‘ 

Gegeben sei ein zweidimensionaler Komplex ©” mit den Streckenpaaren 
, . are 
gs, (¢=1,2,...¥v) und den Flachenstiickpaaren f;°. Die in bestimmter 


; : ; Sagi ‘ : 
Reihenfolge gegebenen, endlich vielen Strecken s,' s,"..... - 8m bestimmen 


HX, “As 


einen Weg w, wenn der Endpunkt von 8a mit dem Anfangspunkt von ait! 
zusammenfallt. Zwei Wege sind aquivalent, wenn sie durch elementare Um- 
formungen, d.h. Einschieben oder Streichen zweier Symbole 8q4 84+} mit 
; und ¢; + ej,, = 0, auseinander hervorgehen. Wie zu einem Worte, 
so gehért auch zu einem Weg eine Klasse von Reduktionsprozessen, die zu 
einem eindeutig bestimmten, reduzierten Wege fiihren. Ebenso lassen sich 
in nicht reduzierten Wegen Paare zugeordneter Strecken erklaren. 


6* 
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Zu jedem Flachenstiick fj gehért eine Klasse von geschlossenen Wegen, 
die f; positiv beranden; sie gehen durch zyklische Transformation auseinander 
hervor. Durch Festlegen eines Anfangspunktes, des Grundpunktes von fj, 
bestimmen wir eindeutig einen solchen Weg als positiven Randweg rj; von {j. 
r; * ist dann der positive Randweg von f; *. 

Die in einer bestimmten Reihenfolge gegebenen, endlich vielen, trans- 
formierten Randwege w; Ta! uw; bilden ein Randwegaggregat % von © 
A= JI (w; rai w; '\ wenn alle Wege w; in demselben Punkte, dem Grundpunkt 

a 


von 2%, beginnen. 

Ein Randwegaggregat ist das geometrische Analogon eines Transformierten- 
produktes. Wir erklaren in analoger Weise das Inverse 4", das Produkt 4, 2%, 
und die Transformierten w% w* (vgl. $1). 

Jedes Randwegaggregat A stellt einen geschlossenen Weg w (2%) aus © dar. 

Zwei Randwegaggregate nennen wir dquivalent, wenn sie durch folgende 
Umformungen auseinander hervorgehen: 


1 1 : , i ; 
l. In w; r,tuw; werden w; und w; durch die aiquivalenten Wege w; und 
r-1 
uw; ersetzt 
.: ah f 1 fp I . 
2. Ein Teilaggregat wyrai wi Wi¢a raft) i+, Mit a, = ay, und e + ey, 
° 


0 wird eingeschoben oder weggelassen. 


é ee 
3. w;r,iw; wird ersetzt durch 


é 1 . i? oF 
WiTai W i U5 Tai Wi Wile; Wj 


i— . " 
dabei stellt w;r,iuw; w; einen zu w; aquivalenten Weg dar; umgekehrt kann 
} ° . 
l é l fr4 -1 &, 
. Wy, W; Va! Wz Wii's: ,; ; Wi, ersetzt werden durch wt Tat u? 
wenn aj 1 Mi+1, &i-1 €i+1 0 und wj_ Wi4, ist, und wenn 
1 eon ’ 
2; | Wi-1 4; einen zu wf aquivalenten Weg darstellt. 


Zu aquivalenten Randwegaggregaten A, und A, gehdren aquivalente Wege 
w (%,) und w (%,). Fiir Randwegaggregate gelten die folgenden Siatze, die genau 
wie die entsprechenden Satze tiber Transformiertenprodukte bewiesen werden 
($1, Satz 4 und 5) 
m 
Satz l. Ist&= I (w; raiw ') ein Randwegaggregat in den r;, und bilden 
i=1 
die B; eine Permutation der «;, so gibt es ein dquivalentes Randwegaggregat 
m 
x i] (wr rpi w; 
i=l 


, “ . : P 1 : 
Satz 2. Enthdlt ein Randwegaggregat A ein w; Toiwy ow nd ein w;t 2} Wj 


mit a, =a; und e; + e;= 0, und sind in w(%) die Teilwege Tai und Ya} einander 
zugeordnet, so lassen sich die beiden Ausdriicke durch Aquivalenzumformungen 
eliminieren. 

Es sei nun ) ein regulires Polygon, d.h. ein orientiertes Flichenstiick, 
das von einer einfachen geschlossenen Kurve berandet wird. Durch Festlegen 
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eines Anfangspunktes, des Grundpunktes von ), bestimmen wir einen posi- 
tiven, reduzierten Randweg P von P. ) sei unterteilt in die Flichenstiicke 
f. (i i Fabre n) mit den positiven Randwegen 7;. 


Satz 3 (erster Hauptsatz). Hs gibt ein Randwegaggregat A in den r; mit 
Zugangswegen w; aus dem Streckenkomplex von P, derart daB w(A) =P ist. 


Um diesen Satz zu beweisen, brauchen wir folgenden Hilfssatz: Unter 
den f; gibt es ein {*, dessen Randweg r* mit P einen Teilweg und auBerdem 
keine Strecke und keinen Punkt gemeinsam hat. 


Es sei f ein beliebiges, mit dem Randweg inzidierendes Flaichenstiick. Hat 
es mit P nur einen Teilweg gemeinsam, so setzen wir f = f*. Gibt es auBer- 
halb dieses Teilweges einen gemeinsamen Punkt, so gibt es einen Weg w 
in P und einen Weg w’ in r, welche den Endpunkt des Teilweges mit diesem 

. . . ,—1 . ° y 
Punkte verbinden. Es ist ww’ ein einfacher, geschlossener Weg auf ). 
Da P eine gelochte, topologische Kugel ist, so berandet dieser Weg einen Teil- 
komplex ), von Pp. Die Anzahl n, der Flichenstiicke von ), ist kleiner als n, 
denn p, enthalt z. B. f nicht. 

. : o) ai a 2 AD he ee 
In diesem Komplex wahlen wir nun ein Flachenstiick f° ’, das mit w inzidiert. 
1) 

Hat sein Randweg mit w nur einen Teilweg gemeinsam, so setzen wir f°” = f*. 
Gibt es einen weiteren, gemeinsamen Punkt, so kénnen wir die obige Uber. 

(1) 
legung fiir f'’ wiederholen und gelangen zu einem Komplex ), Cc Pp, mit n, 
Flachenstiicken. Dabei ist ny << 4. 

Diese Uberlegung iterieren wir, bis das aus ); gewahlte f' die gewiinschte 
Eigenschaft hat. Dies mu8 einmal eintreffen, denn die ), erfiillen diese Be- 
dingung und da einerseits n; > 0 und andrerseits nj+,; << n; ist, so gelangen 
wir schlieBlich zu einem ), mit n, = 1, d. h. zu einem Flachenstiick, das mit 
P nur einen gemeinsamen Teilweg hat. 

Nun zum Beweis von Satz 3. 

Fiir 1 ist der Satz trivial. 

Wir nehmen nun an, der Satz sei bewiesen fiir n = 7. ) sei ein regulares 
Polygon, das in i + 1 regulire Flachenstiicke unterteilt ist. Nach dem Hilfs- 
satz gibt es ein Flachenstiick f;,, dessen Randweg 7;,; mit P nur einen ge- 
meinsamen Teilweg w hat. 

ay" (1) Q aw ; 

Es ist also: P= w, ww, %41 = vi+1 wv wit1. Entfernen wir f;,; aus p, 

so erhalten wir ein regulires Polygon ))’ aus i Flachenstiicken. Nach der 
o » - , M4 

Induktionsannahme kann der Randweg P’ von p’ durch ein Randwegaggregat 

WM’ = IT \w; 


rsiw; *) in den r;(j = 1,2,...%) dargestellt werden. Andrerseits 
j 
7 
ist, wenn P und P’ denselben Anfangspunkt haben: 
-1 )-1 
, (1) (2) 
P’ = w,Uj41 Wit1 We- 
[ .) 2))_ (2 
W, Witt Witt Wel We Wis |Mi41M Wi41| Mid. w,, dh. P 
-1 . 1 (2) , 
P’ wy417i41 Wie, Mit wyiy— we Wiy1; ist also w(A%')=P’ und % 
, l ° 
WM’ wis 1141 Vi41, 80 ist w (A) P. 


Damit ist der Satz bewiesen fiir ein beliebiges endliches n. 
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Folgerungen. 

1. Ist % eine Kugel, die in n regulire Flichenstiicke /; mit den Randwegen r; 
unterteilt ist, so gibt es ein Randwegaggregat in den 7r;, das einen dem leeren 
Wege iquivalenten Weg darstellt. 

Entfernt man aus der Kugel ein Flachenstiick f,, so erhalt man ein regu- 


n—l 
: =i o eee nel 
lares Polygon mit dem Randweg 7, . Nach Satz3 gibt es ein % = // (w; rzi uv; 
j—] "7 


mit w (%)'= r, ' Also ist 


f a-t 1 
e 
wir, Il (w; 7.) w; l 
7 
j=l 
2. Jeder geschlossene Weg auf ) wird durch ein Randwegaggregat von D 
dargestellt. 

Ein geschlossener Weg o auf ) berandet einen Teilkomplex von Pp. Ist 
o einfach, so ist der Teilkomplex ein regulires Polygon, fiir das der erste 
Hauptsatz gilt. 

Ist 9 nicht einfach, so sind zwei Fille zu unterscheiden: 

a) o ist ein Streckenzug. Dann zerfallt er in mehrere einfache Teilwege, 
welche regulire Polygone beranden. 

b) o ist kein Streckenzug. Durchlauft er eine Strecke s «mal, so ersetzt 
man jedesmal das s durch ein s;(¢ = 1,2,...). Dadurch geht 9 iiber in einen 
Streckenzug 6, und die berandete Flache in ein oder mehrere regulire Poly- 
gone. Von diesen lassen sich Randwegaggregate ablesen, die zu gewissen, 
geschlossenen Teilwegen von 0 4quivalente Wege darstellen. Ersetzt man 
simtliche s; wieder durch s, so erhalt man daraus durch Transformieren und 
Verkniipfen ein Randwegaggregat % von ) mit w (%) = o 

Ein Randwegaggregat % in den r; mit Zugangswegen aus dem Strecken- 
komplex von ) und w(%) = P nennen wir eine Ablesung von P. 


Satz 4. Kommt in einer Ablesung A von P ein Randweg r; mehrere Male 
vor, so ist die algebraische Summe k der Exponenten von r; gleich | 

Es sei s eine Strecke, die im reduzierten P nicht vorkommt, r ein Randweg, 
der sie positiv durchliuft. Enthalt das Randwegaggregat ,mal r und u,mal 
r—1, so durchliuft der dargestellte Weg w (2%) die Strecke s 4,mal positiv und 
gmal negativ; er muB sie also noch 4,mal negativ und «z.mal positiv durch- 
laufen. Diese s° liegen entweder in einem Zugangsweg, dann gehért zu 
jedem s° ein s “, oder in dem zweiten Randweg r’, der s durchlauft. Kommt 
also r’ “imal mit dem einen und 4~3mal mit dem andern Exponenten vor, so 
muB u}—"2= 4,— ft, =k sein. Also hat die Exponentensumme & fii 
zwei aneinandergrenzende Flaichenstiicke den gleichen Wert. Da der duale 
Streckenkomplex von ) zusammenhangend ist, hat & fiir alle Flachenstiicke 
den gleichen Wert. Demzufolge kommt im reduzierten Wege w* (A) jede zum 
Randwege P gehérige Strecke kmal vor. Soll dieser reduzierte Weg mit P 
identisch sein, so muB k = 1 sein. Also ist jedes k = 1. 


Anmerkung. Dieser Satz ist unmittelbar einleuchtend, wenn man bedenkt 
daB die Exponentensumme k dem Koeffizienten des von r berandeten Flachen- 
stiickes in der zu ) gehérigen, zweidimensionalen Homologiekette gleich sein 


muB. 
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Satz 5 (zweiter Hauptsatz). Alle zu einer gegebenen, reguliren Unter- 
teilung des Polygons ) gehérigen Ablesungen von P sind dquivalent. 

Es sei n die Anzahl der Flachenstiicke f;. 

Fiir » = 1 ist der Satz trivial. 

Es sei Pp ein aust + 1 Flachenstiicken bestehendes Polygon. Nach unserem 
Hilfssatz gibt es unter den f; ein Flachenstiick f, dessen Randweg r mit P 
nur einen Streckenzug @ gemeinsam hat. Wir waihlen den Anfangspunkt von 
w zum Grundpunkt der Ablesung und des Flichenstiickes f. Dann ist P= @ w 
ind r WW. 

. . . + -1l °° 

Die Ablesung von P enthalt mindestens einen Faktor w,rw, ~; dabei ist 
w, ein geschlossener Weg auf ). Nach Satz 3, Folgerung 2, gibt es dann ein 
tandwegaggregat 2%* in den r; mit w(%A*) = w,. Man erhdlt eine aquivalente 

1 L ' ' 4 , 

Ablesung, wenn man w rw, durch A*rA* ~~ ersetzt. Nach Satz 1 1aBt sich 

diese Ablesung in eine aquivalente iiberfiihren, die mit dem Faktor r beginnt. 
r e; =~} (1) 
a r IT (w; Taj, uw’ i=arTns. 

j 
Es sei )’ das regulire Polygon, das aus P durch Entfernen von f entsteht ; 
; ; , , —1 

sein Randweg ist bei geeigneter Wahl des Grundpunktes P uw, w. Also 

, DL P| . , 

ist P =r P’. Demnach stellt das Produkt &%°’ = JT (w; Toi uj) einen zu P 


? 
iquivalenten Weg dar. Die Strecken von @ lassen sich durch Aquivalenz- 
umformungen aus den w; von A” eliminieren (vgl. § 2, Satz 3). Da keine 
Strecke aus @ in P’ vorkommt; muB es nun zu jedem r ein zugeordnetes 7 
geben. Nach Satz 2 kann man alle Faktoren w; raf u te mit ta, = 1 streichen. 
Durch diese Umformungen geht 4 iiber in eine zu )’ gehérige Ablesung des 
Landweges P’. 

Zu jeder Ablesung von P gibt es also eine aquivalente, die gleich ist dem 
Produkte von r mit einer Ablesung des Randweges P’ und p’. Da nach der 
Induktionsannahme alle Ablesungen von P’ aquivalent sind, so ist das auch 
der Fall fiir alle zu P gehérigen Ablesungen von P. 

Damit ist die Aquivalenz der Ablesungen fiir jedes endliche n bewiesen. 

Folgerungen. 

1. Es sei & eine regulire Kugel, die in die n regularen Flachenstiicke f; 
mit den Randwegen r; unterteilt ist, und p ein Punkt auf %. Unter einer zu p 
gehérigen Ablesung % von & verstehen wir ein Randwegaggregat in den 1; 
mit dem Grundpunkt p und Zugangswegen w; aus dem Streckenkomplex von 
%, das folgenden zwei Bedingungen geniigt : 

a)w (A) i: 


b) die algebraische Summe der Exponenten eines gegebenen 1; in 2% ist 
gleich 1. 

DaB es solche Ablesungen gibt, ergibt sich aus Satz 3, Folgerung 1 und 
Satz 4. Fiir sie gilt der Satz: 

Alle zu einem Punkte p von & gehérigen Ablesungen sind aquivalent. 

Es sei p der Grundpunkt von f,; dann sind in den Faktoren w, rat uw, mit 
Tx, = 7 die w, geschlossene Wege. Jeder geschlossene Weg auf % berandet 
zwei regulire Polygone, von denen das eine f, nicht enthilt. Es gibt also ein 
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) -g() ' 
Randwegaggregat A’ mit w/A”’| = w,, in dem r, nicht vorkommt. Wit 
. . ° . . . —1 
bilden nun eine zu 2% aquivalente Ablesung, indem wir alle Faktoren w, rj,“ w,, 
“ 
. (#) _e (#)-1 . 
durch die Randwegaggregate A” r,“ A” ersetzen. In dieser Ablesung 
i, 
. . ° ‘ l % ° . 
bringen wir nun nacheinander alle Tal rj durch Aquivalenzumformungen 


an die erste Stelle. Die Ablesung erhalt die Gestalt: 


yw * TT lw reiw; 1). 
| l 4 : 
k ist die Exponentensumme der r, = 17,; nach Annahme b) ist k= 1; die 
Ablesung lautet also: &% = r, x. 

In dem Randwegaggregat 4% kommt r, nicht mehr vor. % ist eine Ablesung 
des Randweges rj‘ des reguliren Polygons, das aus % durch Entfernen des 
Flachenstiickes /, entsteht. Da sich einerseits jede zu p gehérige Ablesung 2% 
auf % durch Aquivalenzumformungen in die Gestalt rm bringen 1aBt, und 
andrerseits alle % aquivalent sind, so sind auch alle Ablesungen aquivalent. 

2. Gegeben sei eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit und eine Zerschnei- 
dung, welche sie in ein Fundamentalpolygon — tiberfiihrt. Zu dieser Zer- 
schneidung gehért eine Aquivalenzklasse von Ablesungen des Randweges, 
lings dessen die Flache aufgeschnitten wird. 

Man erhalt diese Ablesungen aus den zu — gehérigen Ablesungen, indem 
man die Symbole s;, und 8;,, die zu zwei zu identifizierenden Gegenseiten ge- 
héren, tiberall durch das gleiche Symbol s ersetzt. 

3. In analoger Weise kann man einer Flache, die aus einer reguliren Kugel 
durch Identifikation von Flachenstiicken und Strecken hervorgeht, eine 
Aquivalenzklasse von Ablesungen des leeren Weges zuordnen. Diese entstehen 
aus den Ablesungen von der reguliren Kugel, indem man die Randwege 1;, 
und r;, zweier zu identifizierender Flichenstiicke durch r; und die 2k zu 
identifizierenden Strecken 8;;(j = 1, ...2) gleich s; setzt. 

Es ist klar, daB diese Randwegaggregate nicht notwendigerweise die in 
Satz 4 ausgedriickte Eigenschaft haben. So gehédren z. B. zu den Normal- 
formen dreidimensionaler Mannigfaltigkeiten Randwegaggregate, in denen die 
Exponentensummen fiir die 7; gleich 0 sind. 

Die aus den beiden Hauptsitzen gewonnenen Ergebnisse iiber Kugel- 
ablesungen werden durch folgende Satze vervollstandigt. 


Satz 6. Enthdlt das regulire Schema einer Kugel v Punkte, so gehéren zu 
der Kugel v Aquivalenzklassen von Ablesungen, die durch Transformation aus- 
einander hervorgehen. 


Zu jedem Punkte p; (i = 1, 2,...¥) gehért nach Satz 5, Folgerung 1 eine 
Aquivalenzklasse von Ablesungen. Ist %, eine Ablesung mit dem Grundpunkt 
P,, 4, ein Weg, der p, mit p, verbindet, so ist 1,, A, Ix’ eine Ablesung mit dem 
Grundpunkt p,. Ist umgekehrt A, eine Ablesung mit dem Grundpunkt p,, 
so ist Ix A l,, eine Ablesung mit dem Grundpunkt p,. Jedes %, geht durch 
Transformation mit /,, aus einem %, hervor. Durchlauft also A, die zu p, 
gehérige Aquivalenzklasse von Ablesungen, so durchlauft 1, 2%, Ix die zu Po 
gehérige Aquivalenzklasse. 
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Anmerkung. Wahlt man statt 1,, einen andern, p, mit p, verbindenden 
Weg |,,, so ist jedes 1, A, ai’ mit 1,, A, Ig aquivalent (vgl. §1, Satz 5, Folge- 
rung 2). 

Folgerung. Alle Ablesungen von der Kugel gehen durch Transformation 
und Aquivalenzumformungen auseinander hervor. 


Satz 7. Ist & eine regular unterteilte Kugel und 0 ein einfacher, geschlossener 
Weg auf K, der im Punkte p beginnt, so gibt es eine zu p gehdrige Ablesung 
A =A, A, mit w (A,) =e * und w (A) = oe. 

Der Weg o zerlegt die Kugel in zwei regulare Polygone , und ), mit den 
Randwegen @ ~* und o. Zu P, gehéren Randwegaggregate A, mit w (%,) = o 
und zu ), Randwegaggregate 2%, mit w(%A,) = 0. 4, 2%, ist eine zur Kugel 


gehérige Ablesung des leeren Weges, deren Grundpunkt mit dem Anfangs- 
punkt des Weges g zusammenfallt. 


Folgerungen. 

1. Wird eine Kugel & durch ein Flachenstiick in zwei Kugeln &, und &, 
unterteilt, so ist eine Ablesung A von KR dem Randwegaggregat 1, A, 1; '1,A, 12" 
aquivalent ; dabei sind die A; Ablesungen von den &; (t = 1, 2) und die 1; Wege, 
welche den Grundpunkt von & mit den Grundpunkten der %; verbinden. 

Ist 9 der Randweg der Unterteilungsflache, so gibt es nach dem eben be- 
wiesenen Satz eine Ablesung A = A, As, von HR derart, daB w (A,) = -_—" und 
w (As) = o ist. Die Randwegaggregate A, 9 und o 2%, sind Ablesungen von 
KR, und &,, die zu dem Anfangspunkt von g gehéren. Wahlt man andere 
Grundpunkte fiir die Ablesungen von den &;, so ist nach Satz 6 A, 0 = 1, A, ;> 
und @ ' As = 1, A, lo ' Es ist A = A, 00 . 2%, also 


A =1,4%,17' 1% 12". 

2. StoBen zwei Kugeln &, und &, lings eines Flachenstiickes { aneinander, 
und ist A, eine Ablesung von R, und %, eine Ablesung von B,, so gehért zu 
der Kugel &, die aus %, und %, durch Entfernen von f entsteht, eine Ablesung 
A, die dem Randwegaggregat 1, 2%, 17 * 1, A, Iz* aquivalent ist. 

Ist 9 der Randweg von f mit dem Anfangspunkt p, so gehért zu %, eine 
Ablesung A, 9 mit dem Grundpunkt p. Ist J, ein Weg, der p mit dem Grund- 
punkte von 2%, verbindet, so ist A%,o = 1, %, I;*. Ebenso gehért zu %, eine 
Ablesung 9 ' As und es ist 0 ' A; = 1,%, 12°. Nun ist LA, l,A,lz" eine 
Ablesung 2% von %. Denn o ist ein auf R verlaufender, geschlossener Weg. 
Also gibt es nach Satz 7 eine Ablesung 2% von & mit 


A =A. As =%A00 AWw=4 AL LAle’. 

Anmerkung. StoBen R, und R, noch in einem zweiten Flachenstiick f’ 
aneinander, so ist & keine regulire Kugel. Ist r’ der Randweg von /’, so ersetzen 
wir in A, die r” durch rf und die Strecken sj aus r’ durch s;,; in A, ersetzen 
wir die r* durch rg und die s; durch s{,. 1, %, ly * lg %_l2* geht dann iiber in 
eine Ablesung 2{’, die zu einer reguliren Kugel %’ gehért, aus der & durch 
Identifikation zweier Flachenstiicke und ihrer Randkomplexe hervorgeht. 


Ersetzen wir die rj und die sj; (j = 1, 2) wied-r durch r” und 4;, so erhalten 
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wir eine nach Satz 5, Folgerung 3 zu der gegebenen Zerschneidung von K 
gehérige Ablesung. 

Ist also eine singulare Kugel ® gegeben, sowie ein endliches Verfahren, 
sie aus regularen Kugeln durch Entfernen von Flachenstiicken zusammenzu- 
fiigen, so ist dadurch eine zu % gehérige Klasse von Ablesungen festgelegt. 


§ 5. Dreidimensionale Komplexe. 


Es sei € ein reguliires Schema eines dreidimensionalen Komplexes; die 
r (d) 
Anzahl der Zellen 2; 


. . (2 . . . r 
orientierten 2,” gehért eine Klasse {o,} von einfachen, geschlossenen Wegen, 


der Dimension d sei og (d = 0,1,2,3). Zu jedem 


. 2) *,2 y: (2) . 
die 2; positiv beranden. Wir legen auf dem Rande von z;” einen Punkt, den 
2) 


‘ ( . . . ° (0) - 
Grundpunkt p|:;°|, fest und bezeichnen das in p beginnende o, mit 0, . Es 


. . (0) -1 . . . - . 3 
ist jedes po, = w;0, wv, . Ebenso legen wir auf jeder Randflache eines 2,” 

Ck iGk < J k 
é : (3)) ; , Py: 
einen Grundpunkt p|z;'| fest fiir die Ablesung eines zugehérigen Randweg- 
aggregates. Jede zu diesem Punkte gehdrige Ablesung ist nach § 4, Satz 5, 
_ . . 0) . Aes . (3) 
Folgerung 1 einer bestimmten Ablesung %; aquivalent. Fiir jede, zu x 

sos . 0) 1 . : 

gehérige Ablesung A; gilt: A,—=—w; A, wi . w; ist ein auf der Randflache 


von 2,” verlaufender Weg. 


Satz 1. Von einem reguliren Schema eines dreidimensionalen Komplexes 
lapt sich ein L-System Xe ablesen, das bis auf Umformungen 6, und Basis- 
wechsel bestimmt ist. 


Es sei B ein Baum, der alle Punkte von € enthalt. Durch Zusammen- 

: is ; ; ' ale = > ae 
ziehen von B geht € iiber in ein Schema mit einem Punkte ©. Die 2; °, die nicht 
im Baume enthalten sind, bezeichnen wir mit s, (k=1,2,.... a=a,—a«,+ 1). 
Jeder Weg w geht nun in einen Weg @ in den s, iiber. Man erhalt w aus w, 


° . . 1) . . . ° 
indem man die im Baume enthaltenen 2,’ streicht und die iibrigen durch 


das zugeordnete s, ersetzt. Die Randwege of” gehen iiber in die r,;, die Rand- 
wegaggregate %{” in Ausdriicke j, in den s,, r,. Wir ordnen nun dem Schema 
€ ein 2-System X¢ zu durch folgende Festsetzungen: 

1. Jedem s, entspricht eine Erzeugende S,. Diese Festsetzung ist zulassig, 
weil die s, eine Gruppe, die freie Wegegruppe von € erzeugen. 

2. Jedem r, entspricht eine definierende Relation R,; man erhalt W (R,), 
indem man in r, jedes s; durch die zugeordnete Erzeugende S; ersetzt. 

3. Jedem j, entspricht eine Relationenidentitat J,, die man aus 7, durch 
Ersetzen der r; durch die entsprechenden R; und der s; durch die S; erhilt. 

Es ist v 


i 
, = 6, %g = a, UNA ¥, = ay. 

Dieses 2-System ist nicht nur durch das Schema € bestimmt, sondern 
auch durch die Auswahl der Ablesungen &,”, des Baumes B und der Grund- 
punkte in den Randkomplexen. 

Wahlt man andere Ablesungen, so induziert man dadurch im 2-System 
Umformungen 6,; denn alle zu einem gegebenen 2,” gehérigen Ablesungen 


sind aquivalent, und Aquivalenten Ablesungen entsprechen Aaquivalente 
Identitaten. 
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Ersetzt man 8 durch einen benachbarten Baum, so gehen bekanntlich die 
Erzeugendensysteme durch eine Transformation +t auseinander hervor’). 
Die Randwege werden nun statt in den s, in den s; ausgedriickt und gehen 
dabei iiber in die 14. In den Randwegaggregaten werden die Zugangswege 
ebenfalls in den «; ausgedriickt und die r; durch die 1; ersetzt. Das 
x-System erfaihrt also einen Basiswechsel in den Erzeugenden. 

Andert man den Grundpunkt eines Flachenstiickes, so geht der neue 
tandweg #, aus r, durch Transformation hervor; in die Randwegaggregate 
wird nun 7 statt 7, eingefiihrt. Im 2-System induziert diese Abanderung 
einen Basiswechsel in den definierenden Relationen. 

Ebenso ist leicht einzusehen, daB die Anderung des Grundpunktes eines 
taumstiickes im 2-System einen Basiswechsel in den Identitaten induziert. 

Folgerung. Alle von einem gegebenen, reguliaren Schema abgelesenen Z- 
Systeme sind aquivalent. 

Dies folgt aus §3, Satz 2 und Satz 4. 

Satz 2. Ist €' eine Unterteilung von ©, so laBt sich von © ein L-System LX 
und von © ein L-System Le, ablesen, derart dap Le: = Lge ist. 

Geht ©’ aus € durch Unterteilung einer Strecke hervor,.so kénnen wir 


der Ablesung der -Systeme einen Baum zugrunde legen, der die unterteilte 
Strecke enthalt. Zu beiden Schemata gehért dann dasselbe 2-System. 

Entsteht €’ aus € durch Unterteilung eines Flachenstiickes, so kénnen wir 
fiir die Ablesung beider 2-Systeme denselben Baum wahlen. Die Unter- 
teilungsstrecke s zerlegt die Zelle 2\” mit dem Randweg r, in zwei Zellen 2?) 
und {3 mit den Randwegen 7;, und 72; es ist bei geeigneter Wah! der Grund- 
punkte 7,= w,8, "e= 8 Ww, und ry = Ww, W. = Te 42. Ler entsteht aus Y¢ 
durch folgende Abainderungen : 

a) Erweiterung erster Art: Hinzunahme von R,, und S. 

b) Basiswechsel in den Relationen: es wird statt R, Rye = R,;' R, in das 
System der definierenden Relationen und in die Identitaten eingefiihrt. 


Geht €’ aus € durch Unterteilung eines Raumstiickes hervor, so zerlegt 
. y ° . 2 ° - (3) .- ° 

die Unterteilungsflache 2‘ mit dem Randweg r das Raumstiick 2{” in zwei 
Zellen zi; und 2). Bei geeigneter Wahl der Grundpunkte sind die zugeord- 
neten Randwegaggregate jx: = 2%, 7, jeo= 7 *%, und j, = HA, Ae = jer Jez (vel. 
§4, Satz 7, Folgerung 1). 2X¢- entsteht aus X¢ durch folgende Abanderungen: 

a) Erweiterung zweiter Art: Hinzunahme von R und Jj. 

: : nae ; 1 

b) Basiswechsel in den Identitaten: J, wird ersetzt durch Jyy.= Jy, J. 

Da jede Unterteilung €’ aus € durch eine endliche Folge von Umformungen 
dieser drei Typen hervorgeht, so ist immer 2¢- = 2¢. 

Folgerung. Zu einer Klasse verwandter Schemata gehért eine eindeutig 
bestimmte Aquivalenzklasse { X¢} von 2-Systemen. 

Zwei Schemata €, und ©, sind verwandt, wenn es ein Schema @, gibt, das 
sowohl aus ©, als auch aus ©, durch eine endliche Folge von Unterteilungen 


?) Rermemerster, K.:; Einfihrung in die kombinatorische Topologie, Kap. IV, 6. 
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abgeleitet werden kann. Nach dem Satz von Bixz*) ist die Verwandtschaft 
eine transitive Beziehung, also klassenbildend. 

Nach Satz 2 gehért zu ©, ein Z-System Lf! derart, daB Z{? — 2c, ist, 
und ein Z-System Tf = Y¢,. Nach Satz 1, Folgerung ist ferner zi? = Zz. 
Daraus folgt, daB 2¢, = Ze, ist. 

Zu jedem dreidimensionalen Komplex gehért also eine eindeutig bestimmte 
=-Klasse, deren Invarianten topologische Invarianten des Komplexes ergeben. 
So ist z. B. Gy die Fundamentalgruppe des Komplexes. 

Wir wenden uns nun dem Spezialfall der dreidimensionalen Mannigfaltig- 
keiten zu. Jede Mannigfaltigkeit kann durch elementare Reduktionen in ein 
Schema mit einem Punkt und einem Raumstiick verwandelt werden. Eine 
solche Normalform entsteht aus einem regularen Schema I% durch Zusammen- 
ziehen eines Baumes B, der alle Punkte von Jt enthalt, und AusstoBen aller 
Flachenstiicke, die von den Strecken eines Baumes D, der alle Punkte des 
dualen Schemas enthalt, durchsetzt werden. 


Satz 3. Hiner dreidimensionalen Normalform N, die durch ein gegebenes 
Reduktionsverfahren aus dem reguliren Schema IM abgeleitet wird, laBt sich ein 
bis auf Aquivalenzen definiertes L-System Ly zuordnen. 


. a ar (0 a, (0) . . 
Wir lesen zunachst die zu M gehérigen o;, und wf” ab. Entfernt man ein 


2 . . . . . . 
von D durchsetztes 2) so werden dadurch, weil in einer Mannigfaltigkeit 


, — e F i are ~— (3) 3 
jedes Flachenstiick mit zwei Raumstiicken inzidiert, zwei Zellen z{” und 2{” 


zu einer einzigen Zelle 2) vereinigt. Zu dieser Zelle gehért eine Ablesung 
Ai=h me 1; . Lue” Iz', wie aus § 4, Satz 7, Folgerung 2 hervorgeht. Wie 
daselbst angegeben, kann man, wenn diese Zelle nicht regular ist, durch 
Einfiihrung von Indizes 1 und 2 fiir die Randwege der 2‘) doppelt berandenden 
Flachenstiicke eine Ablesung bestimmen, die zu einem Fundamentalpolyeder 
von 2) gehért. Wir entfernen nun nacheinander alle von D durchsetzten 
Flachenstiicke und bestimmen nach diesem Verfahren Ablesungen, die zu den 
Fundamentalpolyedern der neuen Raumstiicke gehéren. Wir gelangen da- 
durch zu einer Ablesung %, welche zu einer regularen Kugel gehért, aus der 
die Randflache der Raumzelle von % durch Identifikation von Flachenstiicken 
hervorgeht. Diese regulire Kugel ist durch das Schema Jt und den Baum D 
bestimmt, also ist 2% bis auf Transformation und Aquivalenzen festgelegt. 
Durch Streichen der bei den einzelnen Reduktionen eingefiihrten Indizes 1 
und 2 gewinnt man aus % eine zu der Randzelle von N gehérige Ablesung H. 

Nun ziehen wir den Baum B auf einen Punkt zusammen und ersetzen, wie 
in Satz 1 beschrieben, die of durch die r, und % durch das Randwegaggregat j 
in den r,; und s,. 

Das zu der Normalform gehérige 2-System Yy definieren wir folgender- 
maBen : 

1. Jeder Strecke s, entspricht eine Erzeugende S,. 

2. Zu jedem 7;, das ein von D nicht durchsetztes Flaichenstiick berandet, 
gehért eine definierende Relation R,; W (R,) bildet man wie in Satz 1 an- 
gegeben. 

3. Zu 7 gehért eine Identitaét J in den S;, R,. 


’) Biz, E.: Beitrag zu den Grundlagen der kombinatorischen Analysis situs. Math. 
Z. 18, 1 (1923). 
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J ist bestimmt bis auf Umformungen 7’; (i = 1, 2, 3) und Transformation, 
Sy also bis auf Umformungen 6, und §,. 


Anmerkung. Ly ist zu den 2-Systemen aquivalent, die von dem Schema 
M abgelesen werden. 

Zwei Normalformen %, und ®, sind aquivalent, wenn sie durch die oben 
beschriebenen Prozesse aus verwandten, reguliren Schemata I, und M, 
hervorgehen. Es gibt alsdann ein Schema J,,, das eine Unterteilung von IM, 
sowie von I, ist. Dann gehért zu Yt, eine Normalform §j, die eine Unter- 
teilung von %,, und eine Normalform No, die eine Unterteilung von &, ist. 
Nz entsteht aus N; durch Abinderung der Baumpaare innerhalb von M,, °). 
Fiir aquivalente Normalformen beweisen wir: 


Satz 4. Die zu dquivalenten Normalformen gehérigen X-Systeme sind dqui- 
valent. 

Wie oben bemerkt, gehen zwei aiquivalente Normalformen durch Unter- 
teilungen und durch Abanderungen der Baumgruppe B, D innerhalb eines 
festen, regularen Schemas J auseinander hervor. Darum geniigt es, die Ab- 
ainderungen von Jy bei Unterteilung von % und bei Ersetzen von B und D 
durch benachbarte Baume zu untersuchen. 

Bei Unterteilung eines Flachenstiickes von 9 erfaihrt das 2-System eine 
Lrweiterung erster Art (vgl. Satz 2). 

Eine Abanderung des Baumes B in dem reguliren Schema J induziert 
im Z-System Ly einen Basiswechsel in den Erzeugenden, fiihrt also nach § 3, 
Satz 4 Ly in ein aquivalentes X-System iiber. 

Es soll nun B festgehalten und D durch einen benachbarten Baum D’ 
ersetzt werden. Entfernt man alle Flachenstiicke, die von beiden Baumen 
durchsetzt werden, so erhalt man ein Schema mit zwei Raumstiicken 2 und 
- die beide an ein von D durchsetztes Flachenstiick 2” mit dem Randweg 1, 
und ein von D’ durchsetztes Flichenstiick 2f mit dem Randweg r, anstoBen. 
Fallt der Grundpunkt der Ablesungen auf den Randflachen von 2) und 2 
mit dem Anfangspunkt von r, und r, zusammen, so entsprechen den beiden 
Zellen die Randwegaggregate : 

4%, =7,M 72" %,= 12 %o ri. 


’ , , - e 1 -1 
A, und A%% enthalten keine Faktoren wri w oder w raw 
. (2) 
Entfernt man 2; , so erhalt man eine Raumzelle, zu der die Ablesung 
, el 
A=%A,4, r. As MH To 


gehort. 


(2 


9 


+ 


, , (3) 3 
Zu der Zelle, die aus z\” und z{” durch Entfernen von z 
eine Ablesung: 


 entsteht, gehért 


a , , =) 
4 = 4, %.- r, Mh As . 
% entsteht aus 2%, indem man 7, durch den aus 2%, gewonnenen Ausdruck 1, 2; 


ersetzt und 2%; %; ~* streicht. 


*) Rempemetster, K.: Homotopieringe und Linsenriiume. Abh. Hamburger Math. 
Seminar 11, 102 (1935). 
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Zu dem einen 2-System gehéren die definierenden Relationen R,, R™ und 
die Identitat J RR: Ri R® . zu dem andern die definierenden Rela- 
tionen R,, R und die Identitat J = R° Ri, RR”. Dabeiist R? = RR; 
Die beiden 2-Systeme gehen durch einen Basiswechsel in den Relationen 
auseinander hervor, sind also nach §3, Satz 2 aquivalent. 

Damit ist die Aquivalenz aller von aquivalenten Normalformen abgelesenen 
=-Systeme bewiesen. 

Anmerkung. Beim Ubergang von Ly zu dem zu einer aquivalenten Normal- 
form gehérigen Ly kommen neben Aquivalenzumformungen und Trans- 
formation der Identitét nur folgende Abanderungen vor 

a) Erweiterungen und Reduktionen erster Art, 

b) Basiswechsel in den Relationen, 
denn, wie in §3, Satz 4 gezeigt, lassen sich die Basiswechsel in den Erzeu- 
genden in solche Abanderungen zerlegen 

Wir kehren nun zu dem allgemeinen Fall eines beliebigen, dreidimensionalen 
Komplexes zuriick und zeigen, daB dem ProzeB des Uberlagerns im Komplex 
der ProzeB des Ableitens im zugehérigen 2-System entspricht. 


Satz 5. Ist © eine Uberlagerung von ©, und Ze ein von € abgelesenes 
2- System, so laBt sich von © ein L-System X= ablesen, das aus Lg durch Ab- 
leitung hervorgeht. 

Es sei & die Fundamentalgruppe von €. Dann gibt es eine Untergruppe 
ll in G, die der Fundamentalgruppe von © isomorph ist. Jedem Blatt der 
Uberlagerung entspricht eine linksseitige Rostklasse mod Ul in G. Ist A der 
Index von U in @, so liegen itiber dem Aufpunkt p der Fundamentalgruppe 
von © A Punkte p;(¢=—1,2,...4). Bilden wir einen Baum B*, der alle 
Punkte p; enthalt, so liegen die Wege, welche p, in B* mit den p,; verbinden, 
iiber Wegen von ©, denen in & Elemente entsprechen, die ein SCHRETERsches 
Leprasentantensystem G; (i 1,2,...4) der Linksrestklassen mod 1 bilden. 
Uber einem Baume B; der alle Purkte von € enthilt, liegen 2 Baume B;. 
Der Baum B, der aus allen Strecken aus B* und den B; besteht, enthalt alle 
Punkte von ©, kann also der Ablesung des 2-Systems 2% zugrunde gelegt 
werden. 

Jeder Strecke C, die ein s, aus € iiberlagert und nicht zu B* gehdért, ent- 
spricht eine Erzeugende. Der Weg, welcher in B zu dem Anfangspunkt von 
C fiihrt, € durchliuft und in B zum Aufpunkt zuriickkehrt, iiberlagert einen 
Weg von ©, dem in & ein Produkt G; 8, G; ; entspricht; dabei ist G; der Re- 
prasentant der Restklasse von @; S,. Die Erzeugenden U,,. 5, des 2-Systems 


° ° . . y y — 1 ° pe 

sind also die von 1 verschiedenen Elemente G; S,G;S, ~. Die definierenden 

Relationen R,, sind die in den U,e ausgedriickten G; R,G; , denn iiber 

ik G £ i k 

jedem Randweg 7, liegen 2 Randwege, deren Grundpunkte in den Baumen 

B,, B,, .... B, liegen und daher von p, aus durch Wege iiber den G; erreicht 

werden. Ebenso liegen iiber jeder Randfliche einer Raumzelle in € A Rand- 

flichen in ©, von denen jede ihren Grundpunkt in einem andern 8; hat. 

Folglich sind die von € abgelesenen Identititen die in den Rj, und Ug, aus- 
d ; 1 

gedriickten G; J, @; 





n 


ht 
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Man erhilt also das System 27, indem man Js unter Zugrundelegung der 
Reprisentanten G; nach UU ableitet. 


Umkehrung. Ist X¢ ein von dem Komplexe € abgelesenes 2-System, so 


gibt es zu jeder Ableitung 2, von X¢ einen Komplex © mit LF = (L¢)y, 


<¢ 
der € iiberlagert. 
Denn zu jeder Untergruppe Ul von Gr, 14Bt sich ein Uberlagerungskomplex 


von € konstruieren, dessen 2-System nach Satz 5 mit dieser Ableitung iden- 
tisch ist. 


§ 6. Kettenringe. 


Unter einem Kettenring n-ter Dimension verstehen wir ein System von 
Ketten der Dimensionen 0,1,2......n, das folgenden Bedingungen geniigt: 


|. Die Ketten jeder Dimension d bilden eine ABELsche Gruppe &, mit 


Operatoren. 


2. Alle Gruppen &, haben denselben Operatorenbereich 8; 8 ist ein Ring. 


Bezeichnen wir die Elemente aus 8 mit r;, so haben die Ketten der Di- 
mension d die Gestalt 


Die Elemente z;° bilden eine d-dimensionale Basis des Kettenrings. 


P 7 d) . : . ° y ° ° ° 
3. Jeder Kette x’ mit d+ 0 ist eine Kette der Dimension d — 1 als ihr 
7) 


Rand x” eindeutig zugeordnet. Dabei gelten folgende Beziehungen: 


Ny + he %, +H x=. 


4. Der Rand eines Randes ist leer, d. h. es gilt immer x = 0. 


Satz 1. Jedem X-System kann man einen dreidimensionalen Kettenring 
zuordnen. 


Es sei 2 ein 2-System mit », Erzeugenden S;, », definierenden Relationen 
R; und », Identitaéten J;. 

Der Operatorenbereich des zugeordneten Kettenringes sei der Gruppen- 
ring /' der mit dem 2-System invariant verkniipften Gruppe Gy. Die Ele- 
mente von J” haben die Gestalt r; = 2 n;; y;; dabei sind die y; Elemente von 


die n;; ganze Zahlen, von denen nur endlich viele von 0 verschieden sind. 


Im folgenden soll das durch das Wort W dargestellte Element von @y mit 
yw bezeichnet werden. 


(Ys 


Die Basis der 0-Ketten soll aus einem einzigen Elemente p bestehen. Die 
Gesamtheit der 0-Ketten erhalt man dann in der Gestalt: ><” t; Pp. 

Jeder Erzeugenden S; des 2-Systems ordnen wir ein Basiselement erster 
Dimension zu, das wir mit s;(j = 1,2,...%,) bezeichnen. Die 1-Ketten 


4 
, \ (1) , 
haben die Gestalt x} ° = 2'1;;8 


j=1 
Jeder definierenden Relation R; soll ein Basiselement zweiter Dimension 


j 


f;(j7 =1,2,......%) entsprechen. Eine 2-Kette hat also die Gestalt 
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Die Basiselemente r; (j = 1, 2,......¥,) der 3-Ketten sollen ein-eindeutig 


den Identitaten J; von 2 entsprechen. Die Gesamtheit der 3-Ketten erhalten 
Vs 
° . 3 ’ 
wir demnach in der Gestalt: x{? = 2'r;; r;. 
1 


7 
Sind die Randketten fiir die Basiselemente festgelegt, so sind durch die 
oben unter 3. angegebenen Beziehungen die Randketten fiir alle Ketten ein- 
deutig bestimmt. 
Fiir die &; setzen wir 8; = (ys.—1)p. 
} 

Um die Randketten der f; zu definieren, ordnen wir zuniachst jedem 
Worte W in den S; eine 1-Kette x? TW] durch folgende Festsetzungen zu: 
¢” [8] =», ¢? (Wo) = — yy x? (W] 
¢ (W, We) = x (W,] + yp, Xe”? (WG). 

Aquivalenten Worten entsprechen dabei gleiche Ketten. Wir setzen 
j;= x [W (R;)). 

In analoger Weise ordnen wir jedem Transformiertenprodukt K in den 
R;, S; eine 2-Kette x [KR] zu. Es sei 


j 


Pe Rj] f; x” L RK L~") YL x [R] 
xe (RY — 4 98) x (RK, Re] = x [Rj] + x” (RI. 
Wir setzen fiir die r;: 1; x? TJ a 


DaB das so erklarte Kettensystem die Bedingungen 1, 2 und 3 erfiillt, 


geht aus seiner Definition unmittelbar hervor. Es bleibt nun noch zu zeigen, 
daB die Bedingung x =0 immer erfiillt ist. 
. P - (d) , (d) ° *(d) + «(d) . 
Da die Randkette einer Kette x 21,2; gleich x’ = 21,2; " ist, 
so ist notwendige und hinreichende Bedingung dazu, daB fiir alle Basiszellen 


(d -+(d) P , - . 
rd 2 2; 0 ist. Um das fiir unser Kettensystem nachzuweisen, 


mit d> 
bemerken wir zunachst, daB x” [W] = (yw — 1) p ist, wie sich leicht aus der 
Definition von x [W] ergibt. Dann ist fiir’ jede Relation x? (W]- 0, 
also auch x (W (R;)] =0, dh. es ist i; 0 fiir jedes f;. 

Ferner gilt fiir die Ketten x? (R] folgender Satz: Die Randkette von 
x” [R] ist die 1-Kette des zu RK gehérigen Wortes W (R). 


Ist namlich R = /7 (L; R;i L;*), soist x [R] = Le, 1; fx, und: x” [R] 
t t 
Le V4; x? |W(R, ). Andererseits ist W(R) = //|L,W ( Rai) L;*| und, da 
fiir jedes Transformiertenprodukt RX’ in den R; yw Ry = | ist: 


2 (W (R)] = Lyn, |W(Rai)| = Lec yi, |W (Rai)| 


Also ist x [R] = x” [W (R)]. 
Ist also W (R) 1, so ist x” [R] = 0, denn einem Worte, das dem leeren 
Worte aquivalent ist, entspricht die Nullkette. Also gilt fiir die J; z” [J,] = 0, 


d.h. r;= 0. 
j 
Damit ist bewiesen, daB das oben erklairte Kettensystem alle Eigenschaften 


eines Kettenringes hat. 
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Anmerkung. 

1. Die Ketten der Dimensionen 0 und 1 sind mit den von H. G. Scuv- 
MANN erklarten Homotopieketten des Gruppenbildes von @ y identisch !*). 

2. Ist Dy die Ableitung von Y nach der Untergruppe U, so hat derJzu 
di gehérige Kettenring die Basiselemente ¢;,, die den UGisp fiz die den R;, 
und r;,, die den J;, ein-eindeutig entsprechen (vgl. §3). Die Randketten 
j.. und #,, berechnen sich leicht aus den 1G; fj, und den 3 


7 YG;"k- 
Es sei yo; fy = 2 ni, yr 8; €8 ist jedes y; = 4; yg, mit u,C U. Wir setzen 
zunachst yg. fp = 2 nj, %)(ye, si). Wir erhalten dann f;,, indem wir in diesem 


Ausdruck yg,s; durch ¢,;, wenn G, S;G,8, . Us, 1 ist, andernfalls 
durch 0 ersetzen. 

Man erhalt 7;,, indem man in dem in analogerweise gebildeten Ausdruck 
Yo;Tr die yg, f; durch f,; ersetzt. 

Zwischen der Kettengruppe §, und der in § 1 erklirten Gruppe ® besteht 
ein interessanter Zusammenhang. 

Satz 2. Die Gruppe &, ist der Faktorgruppe von R nach ihrer Kommutator- 
gruppe isomor ph. 

Jedem Transformiertenprodukt KX haben wir eine 2-Kette x” [R] zugeord- 
net. Wir wollen zeigen, daB 2 Transformiertenprodukten KR, und R,, die das- 
selbe Element von ® darstellen, dieselbe 2-Kette entspricht. 

Gehen RK, und R, durch eine Umformung 7’, auseinander hervor, so sind 
die beiden Ketten x” [R,] und x” [R,] identisch. Entsteht R, aus R, durch 
Einschieben des Teilproduktes L R; ee L R; : L = so ist 


(2 (2) P 
m” [Rel = (Ry) + yt hi— y2f- 
Geht R, durch eine Umformung 7, aus R, hervor, so ist R, = WR L, 


q 
und 


RL KR" 


qd 


qa “q Pp 


R, = RL, Re Lz L, RL, L, Re* Ly’ %"; 


(2), (2) -- , f , 

x’ [Re] x (Ril+e yz hi E Vi» fy - 
. . ° (2), (2) ; , 
Es ist also immer x [R,] = x” [Ry] 


Jedem Elemente von ft entspricht ein eindeutig bestimmtes Element von 





&,. Andrerseits gibt es zu jedem Elemente x” von R, Elemente von §, zu 
denen x” als 2-Kette gehért. Die Zuordnung ist ein Homomorphismus, wie 
man aus den Zuordnungsvorschriften unmittelbar folgert. 

St, ist also isomorph einer Faktorgruppe R/R,. Der Normalteiler R, von R 
besteht aus den Elementen, denen die Nullkette entspricht. Er enthalt alle 
Elemente der Kommutatorgruppe von R. Denn es ist x” iD, R; Li* L, Ry x 

|, L, R;* hg L, R;' Ls" | 0. Andrerseits mu8B jedes Transformierten- 
produkt R mit x” [R] = 0 sich in eine Form bringen lassen, in der zu jedem 
Faktor L Ri L~ ein LR; L~ gehért. Jedem L Ri L™ in R entspricht ein 

1) ScHumann, H. G.: Uber Moduln und Gruppenbilder. Math. Ann. 114, 385 (1935). 
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L’ Ri L mit y, = yy, d.h. L’=oL; o ist ein Element von R. Es gibt 

also ein Transformiertenprodukt R* mit W(R*)=—o. Durch Aquivalenz- 
, e sal —€ l —1 

umformungen von KX kann man L’ R;° L’ durch R*L Ri L  R*  ersetzen. 


e r . ° . (2), . , 
Demzufolge gehért ein Transformiertenprodukt R mit x’ [R] = 0 zur Kom- 
mutatorgruppe von ft. Si, ist mit dieser Kommutatorgruppe identisch. 
ts - : Op : 
Wir wollen nun untersuchen, wie sich der Kettenring von Y beim Ubergang 
AL einem aiquivalenten 2-System verhalt 
Satz 3. Die zu dquivalenten d-Systemen gehérigen Kettenringe gehen durch 
Basiswechsel und Erweiterunge hr und Reduktionen auseinandey hervor. 
Unter einer Erweiterung eines Kettenringes versteht man das Hinzu- 
> (d+1) l) -(d@+1) (d) «(d) 
ehmen zweier Basisketten x und x mit x x und x 0. 
Eine Umformung 6, des 2-Systems laBt den Kettenring unverandert. 
Bei einer Erweiterung erster Art von 2 wird die Basis der 1-Ketten um 
ein Element s und die Basis der 2-Ketten um ein Element f erweitert. Dabei 
. ; (1) (1) ° > ene . 
ist f 8 x’; x” ist eine 1-Kette, die kein Glied ¢ ys enthalt. Geht man 
(1) 
* saat 


durch einen Basiswechsel in der ersten Dimension iiber zu 3= 8 so 


ist f =F und s=— 0. 


Erfahrt 2 eine Erweiterung zweiter Art, so erhalt man den neuen Ketten- 


9 (9 
( 


=) (4) 


ring durch Hinzunahme der Basiselemente f und r mit r=/f+x”’. x” ist 

eine 2-Kette, die kein « vf enthalt. Durch Basiswechsel zweiter Dimension 
, (2) . . 7 _ 

kann man f durch f = f +x” ersetzen. Dann ist 7 = f und f = 0. 

Die Umformungen 0, des 2-Systems induzieren also Basiswechsel und 
Erweiterungen und Reduktionen im Kettenring. 

Einer Umformung @, im 2-System entspricht im Kettenring ein Basis- 
wechsel dritter Dimension. 

Folgerung. Alle Eigenschaften der Berandungsmatrizen des Kettenrings, 
die bei Basiswechsel und Erweiterungen erhalten bleiben, sind invariant 
gegen §-Umformungen des 2-Systems. 

Bildet man den Gruppenring J" auf einen Zahlkérper ab, so ordnet diese 
Abbildung den von 1 verschiedenen Elementarteilern dieser Matrizen Zahlen 
zu, welche Invarianten der X-Klasse bilden. So sind z. B. die in § 3 erwahnten 
Invarianten c; den von 1 verschiedenen Elementarteilern der zweiten Beran- 
dungsmatrix bei Abbildung von J* auf den Kérper der rationalen Zahlen zu- 
geordnet. 

In § 5 haben wir den dreidimensionalen Komplexen 2-Systeme zugeordnet. 
Im folgenden Satze erhalten die Kettenringe dieser -Systeme ihre geometri- 
sche Deutung. 


Sat z 4. De r Ke lten? ing de s = Syste ms € ines dre idime nsionale n Kom ple res v 
ist der Homotopiering von ©. 


Es ist leicht zu sehen, daB diese Ketten zu einer Uberlagerung des in 
§ 5, Satz 1 beschriebenen Schemas € gehéren. Die Basiselemente des Ketten- 
rings entsprechen ein-eindeutig den Zellen von €. Ihre Rander lassen sich 
isomorph auf die Randkomplexe der Zellen von € abbilden. Denn aus der 
Definition der R; und J; in § 5, Satz 1 folgt unmittelbar, daB die Elemente 


. an ‘Gay 
einer Kette x ’[W(R,)] ein-eindeutig den Randstrecken des zugeordneten 
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Flachenstiickes entsprechen und ihre Inzidenzbeziehungen die gleichen sind; 


isselbe gilt fiir die Elemente von ~” [J,;] und die Randflachen des zu- 

geordneten Raumstiickes. 

Die Decktransformationengruppe dieser Uberlagerung ist die Gruppe Gx, 

Xi. Nach § 5 ist dies die Fundamentalgruppe von ©. Die Elemente des 
Kettenrings von Y¢ sind also die Ketten der universellen Uberlagerung von 
¢, d.h. die Homotopieketten des Komplexes. 

Folgerung. Aus diesem Satz ergibt sich ein Verfahren zur Berechnung det 
Homotopieketten eines dreidimensionalen Komplexes. 

Die Randketten der Basiselemente des Homotopieringes lassen sich 
lirekt von dem in §5 beschriebenen, regularen Schema des Komplexes ab- 


In der Kette { »¢;; ¥;;8; ist y;; das Element der Fundamentalgruppe 
i } f I 


‘ . 
Ws, das dem Teilweg des Randweges von f; entspricht, der den Grundpunkt 
von f; mit dem Grundpunkt von s; verbindet 


Um die Koeffizienten y;; in der Kette 7; = 2 ¢;; y;; fj zu bestimmen, ver- 
t 


bindet man auf der regularen Kugel, die 7; berandet, den Grundpunkt von 1; 
durch beliebige Wege mit den Grundpunkten der einzelnen Flachenstiicke f;. 
Jedem dieser Wege entspricht ein Element y;; der Fundamentalgruppe, das 
von der Wahl des Weges unabhangig ist; dieses ist der Koeffizient von f; 
in der Kette rj 

Anmerkung. Satz 5 gilt auch fiir Normalformen dreidimensionaler Mannig- 
faltigkeiten. Die definierenden Berandungsrelationen zweiter Dimension des 
Homotopierings bestehen in diesem Falle aus einer einzigen Kette der Gestalt 
j= LX (y;—1)f;. Die Koeffizienten y; bestimmt man, indem man auf dem 

1 
in §5, Satz 3 beschriebenen, regularen Fundamentalpolyeder die Grund- 
punkte von je zwei zu identifizierenden Flachenstiicken durch einen beliebigen 
Weg verbindet; diesen Wegen entsprechen in der Fundamentalgruppe die 
Elemente y; 


(Eingegangen am 13. Juni 1944.) 
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Zur Ubertragung der Kettensiatze. 
Von 


G¢nrer Prekert in Tibingen. 


E. Noetruer') hat bewiesen, da sich die Kettensitze von den Idealen 
eines Ringes R mit Einselement auf die Untermoduln eines endlichen R-Moduls 
iibertragen. Es liegt nun nahe, in Abanderung dieses Beweises vollistandige 
Induktion nach der Anzahl der Basiselemente des %i-Moduls durchzufiihren. 
Der InduktionsschluB ergibt sich dann am einfachsten als Anwendung eines 
allgemeinen Ube rtragungssaizes fiir modulare Verbande. 

In der Bezeichnungsweise der Verbandstheorie*) heift ein Verband 
modular, wenn in ihm 


(1) avu(bnc) (avub)ac fiir ace 


gilt. aU(bo\e) c (ab) rc) gilt fir acc bereits allgemein als Folge aus den 
Verbandsaxiomen. Unter einer O-Kette versteht man eine Elementenfolge 
mit a, C a, ., entsprechend unter einer U-Kette eine solche mit a, 2 a,>... 
Fiir die aus den Untermoduln eines Moduls bestehenden modularen Ver- 
bande, in denen also die Summen- und die Durchschnittsbildung be- 
deutet, sind die Falle wichtig, in denen der O- bzw. U-Satz gilt: ,,Eine O (U)- 
Kette enthdlt nur endlich viele verschiedene Elemente‘*. Das Einselement e und 
das Nullelement n eines Verbandes sind durch nC aC e (fiir alle Elemente a) 
ausgezeichnet. Im folgenden soll die Existenz von e und n vorausgesetzt 
werden. Nach Ore®) wird der Teilverband der Elemente x mit zCa als der 
Quotient a/n bezeichnet. Aus den Verbandsaxiomen folgt sofort 


Hilfssatz 1. Aus ac b folgt aneCcbne und avucc bvue. 
Weiter wird bendtigt 


Hilfssatz 2: Ein Verband ist dann und nur dann modular, wenn aus den 
Beziehungen 


(2) achcevd 
(3) are brnve 
(4) (avuecynd (bUc)nd 


stets a b folgt*). 


Beweis. Ineinem modularen Verband folgen nach (1) aus (2) die Beziehungen 


(5) eU(di\(avc)) (evud)n(avuc) avec 
(6) Cc (d (h c)) (c d) (b €) b Cc 
(7) (avuc)Ab=avu(enb). 


1) Math. Ann. 96, 35 (1927). 

*) Enzyklopidie der math. Wiss. I/1, 13 (1939). 

3) Ann. of Math. 36 (1935). 

*) Diesen Satz habe ich in der Literatur nicht formuliert gefunden. Im folgenden 
wird nur die Notwendigkeit der angegebenen Bedingung fiir Modularitat benutzt. 
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Aus (5) und (6) ergibt sich mittels (4) auc = bce, also 


(auc) ab b. 
Aus (7) und (3) folgt aber 


(auc) nb =au(anb) =a, 


womit a b bewiesen ist. Ein nichtmodularer Verband enthalt nun nach 
DeDEKIND ®) immer einen aus fiinf Elementen np, a, b, c, eg bestehenden Teil- 
verband, fiir den durch 

RB CACOCe, CECE 


lle -Beziehungen angegeben sind. Mit a =d sind dann aber (2), (3), (4) 
erfillt, obwohl a + 6 ist. 


Nach diesen Vorbereitungen ergibt sich sehr leicht der 


Ubertragungssatz. Besitzt in einem modularen Verband M das Einselement 


die Darstellung e = e’ Ue”, so iibertragt sich die Giltigkeit des O(U)-Satzes 
von den Verbanden M’ e'/n und M"” =e"'/n auf M. 

Beweis. Aus einer O(U)-Kette in M mit dem allgemeinen Glied a entstehen 
durch a’ = (awe"’)ne’ eM’, a” =ane’eM" nach Hilfssatz 1 wieder 
O (U)-Ketten in M’ bzw. M”. Gilt daher der O(U)-Satz in M’ und M”, so 
stimmen von einem gewissen Glied ab alle a’ sowohl wie alle a’ iiberein. 
Aus Hilfssatz 2 folgt dann das Ubereinstimmen der a, d. h. der O (U)-Satz 
gilt auch in M, w.z.b.w. Da® der Ubertragungssatz fiir nichtmodulare Ver- 


bande nicht zu gelten braucht, ergibt sich aus dem durch seine C-Beziehungen 
eCe’'Ca,C@,C°*:Ce, nce’ ce 


definierten Verband. 


Es sei nun & ein nicht notwendig kommutativer Ring und (A,,..., A,) 
der von den v Elementen A ,, erzeugte #t-Linksmodul®). Im Verband der Unter- 
moduln dieses Moduls ist e = (A,,..., A,) das Einselement, und bei » >1 sind 


mit e’ (A,), e” (Ag, ..., A,) die Voraussetzungen des Ubertragungssatzes 
erfillt. Durch vollstandige Induktion nach y folgt daher der O(U)-Satz fiir 
die Untermoduln von (A,,...,A,), falls er fiir die Untermoduln jedes R- 


Linksmoduls (A,) mit uw =1,...,» gilt. Erfillt der Modul nun noch die 


Jedingung (2): ,,Zu jedem Modulelement X gibt es ein E aus R mit E X X*, 
so ordnet man jedem Untermodul mc (A,) das Linksideal m der « aus i 
mit « A,em zu. Ist m’ das in gleicher Weise dem Untermodul m’ zugeordnete 
Ideal, so erkennt man sofort, daB aus mC m’ stets mc m’ folgt. Auf Grund 
des vorher Gezeigten iibertragen sich daher die Kettensitze von den Links- 
idealen aus R auf die Untermoduln jedes endlichen R-Linksmoduls, der (£) 
erfillt. 

Bei E. Norruer!) ist nur deshalb die Existenz eines Einselements von ft 
eine (2) enthaltende, dabei aber scheinbar nur auf St bezogene Forderung, weil 
die dort verwandte engere Moduldefinition’) die Bedingung einschlieBt, daB 
das Einselement von auch Einheitsoperator fir den Modul ist. Bei der 


5) Math. Ann. 53, 371—403 (1900). 

6) Die folgenden Betrachtungen gelten natiirlich genauso fiir Rechtsmoduln, wenn 
entsprechend Linksideal durch Rechtsideal ersetzt wird. 

7) Math. Ann. 83, 54 (1921). 
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weiteren Moduldefinition®) lautet die entsprechende, (Z) enthaltende For- 
derung: ,,Es gibt in KR ein « mit a X X fiir alle Modulelemente X‘“*. Daraus 
folgt noch nicht die Existenz eines Einselements von Si. Bezeichnet n das 
zweiseitige Ideal der den gesamten Modul annullierenden Elemente von Si, 
so ist jedor h mit W’ Rin die Restklasse mod. n von diesem « Einselement 
von fi’. Fir jedes & aus Ri folgt nimlich «a & X EX undéaX E X,d.h. 
~%&—E und &a—§& liegen in n. 

Ist (EZ) nicht erfillt, so tibertragt sich bekanntlich zwar nicht mehr der 
U-Satz (im allgemeinen), wohl aber noch der O-Satz von den Linksidealen 
auf die Untermoduln. Im Gegensatz zu dem oben behandelten Fall ist der 
Beweis dafiir bei zyklischem, d.h. von einem Element erzeugten Modul nicht 
einfacher als bei beliebigem endlichen Modul. Daher bietet hier die Anwendung 
ies verbandstheoretischen Ubertragungssatzes keine Vorteile. 


8) Van DER WAERDEN: ,,Moderne Algebra“ I, 146 (1937); II, 99 (1940). 


( Kingegangen am 16. Janu 1947.) 
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Einige Identitaten fiir Ersteinsche Zetafunktionen 2. Ordnung. 
Von 


(Qrro EMERSLEBEN in Berlin-Zehlendorf. 


§ 1. Einleitung. 


In einem quadratischen Punktgitter interessiert fiir verschiedene Anwen- 
dungen die alternierende Summe der reziproken Entfernungsquadrate eines 
Gitterpunktes P von allen anderen Gitterpunkten Q, wobei die Summation 
nach wachsender Entfernung vorgenommen wird, d.h. wenn die Gitter- 
konstante l ist, 


1 ( 1\PQ ~ r, (n) 
l > Sie 2 
hoa hunt . 
Q+P n=1 


Hierbei bedeutet r, (n) die Anzah] der Zerlegungen der ganzen Zahl n in die 


Summe von p Quadraten. Diese Reihe (1) konvergiert') bedingt und ist 
gleich einer zum quadratischen Einheitsgitter (der quadratischen ,,Kugelform“ 
mit Determinante 1) gehérigen Epsternschen Zetafunktion ”) %) 


o 0 OU (2 
. h, h,| ‘~?? 
fiir die Parameterwerte h, = h, = 1/2 


Es soll bewiesen werden, daB (1), also 


0 U0 

(3 7. . ,().=—al 
4\22 

0 0 sf 

4) / 01 (2);=-— 3 


ferner das 


5) J; | Qe=— fp le2. 
Ei hes 1 


D: 


bo 


y 


iy 
bo 


1 (2) als Funktion der Parameter der sehr anwendungsfahigen Differential- 
eichung 


0 0 
(6) 9 2 
A / h, hy (2),=42 


‘) Folgt aus einem mit Hilfe des Sconrge-LanpAavu-Bourschen Satzes erhaltenen all- 


gemeineren Resultat von O. EMERSLEBEN: Gitterpotentiale und Zetafunktionen, Diss. 
Gottingen 1922, I. Teil, § 3. 


Epstzin, P.: Zur Theorie allgemeiner Zetafunktionen, Math. Ann. 56, 615 (1903). 


*) EMERSLEBEN, Q.: Zetafunktionen und elektrostatische Gitterpotentiale I. Phys. 
Z. 24, 73 (1923), § 2,2. Danach bedeutet der Index 5, daf die quadratische Form eine 
reine Quadratsumme mit Koeffizienten 1 ist. 
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geniigt*) 5), ist sie von mir fiir einige Werte tabuliert worden. Damals habe ich 
jedoch nicht bemerkt, daB sich fiir gewisse Wertepaare der Parameter h; die 
geschlossenen Ausdriicke (3), (4) und (5) ergeben, durch die auch die Genauig- 
keit der Berechnung numerischer Werte verbessert werden kann. P. Epstein 
hat fiir (2) bereits eine Anzahl von Darstellungen mit Hilfe eiliptischer Theta- 
funktionen gegeben®), aus denen man jedoch die einfachen Resultate (3), (4) 
und (5) nicht entnehmen kann. Obgleich die Zetafunktionen nach Definition 
symmetrisch in den Parametern h; sind, treten diese Parameter in den von 
Epstein abgeleiteten Formeln unsymmetrisch auf. 

Der nachfolgende Beweis von (3) ist unabhingig von dem Beweis, den 
EPSTEIN fiir die erwaihnte #-Darstellung gibt, und wird mit einfachen Mitteln 
der Funktionentheorie gefiihrt unter Benutzung einer kleinen zahlentheore- 
tischen Identitat (13). 


§ 2. Lemma. 


Eine bekannte Funktionalgleichung zwischen der RieMANNschen Zeta- 
funktion und der durch die entsprechende alternierende Reihe definierten 
Funktion’) lautet, in Epsternschen Zetafunktionen 1. Ordnung ausgedriickt: 


- 0 ‘ins | W4 0 ( 7a 
(7) |= o| (4) **)- 


Im folgenden soll ein zweidimensionales Gegenstiick hierzu bewiesen werden: 


00 00 
> e) (Pil—s/2 8 
(3) / 1} - Wy 00 (4) 5. 


Daher gilt fiir p = 1 und 2 


(Pp) 0 \P) 0) 
(9) / (+) (21—#/P 1) / (s) 
4 4 0 


Jedoch laBt sich mit einfachen Mitteln (Satz von der Eindeutigkeit der Dar- 
stellung einer analytischen Funktion durch Drricuuetsche Reihen) zeigen, 
dai Formel (9) fiir kein weiteres p gilt. 

Beweis von (8). 


Soweit die Reihen konvergieren, ist 


2) 
(Pp) 0 V Tp (n) 
(10) 7 0 (8), \ pi 
ne 


—— 
und 

( <n 

P) 0 Ty (%) 
p 

(11) 7, \3\ > (—2*-2 
2 pa eae 

n=1 


‘) EMERSLEBEN, O.: Das Darcysche Filtergesetz. Phys. Z. 26, 601 (1925), insbesondere 
Anhang 8. 608—610. Dort ist S. 609 rechts unten, bei der auch hier benutzten letzten 
Formel, vorletzte Zeile, hinter cos die 2 zu streichen, so daB der Zahler der Summe lautet: 
cos nm (ky t k,). 

5) Vgl. auch Diss. a.a.O.') Anhang, ,,Anwendung einer Zetafunktion auf Léisung 
des Torsionsproblems* . 

6) Epstrets, P.: a. a. O. 7), S. 635—636. 

) Laxnpav. E.: Handbuch der Lehre von der Verteilung der Primzahlen. Leipzig 
1909. 1., S. 13% 
ZERSL OBEN, 0.: a.a. O. 4) S, 609 links, Formel b. 
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In der Halbebene der absoluten Konvergenz, o > p, ist wegen (11) 


ie 2) @ 
, (Pp) 0 V rp (20) VY tp (2n 1) 
(12a) / , | (8) S i S , a2 
2 Z (2) y (2” sy" 

n=1 n=l 


x x 
\) Tp(2m) = \Y tp (m) 


(12b) = 2 - z 
Z (2n)*/* ntl? 
n=1 n=1 

a 21-82 + (2m) — rp (n) 

(12c) , : a : ; 
8 n*l* 

n=1 

Fiir p = 2 folgt hieraus wegen 

(13) r, (2) = rz (n) 


und (10) sowie analytische Fortsetzung unmittelbar (8). 
§ 3. Beweis von (3), (4) und (5). 


(8) wende ich auf die Umgebung des Punktes s = 2 an, wo 


00 
(14) a 00 (8) 4 


das Residuum 2 2 hat*) *). Daher ist nach (8) 


= 00 ; ; 22 
(15) / , a1 (2)e= lim (2'~#? — 1) -— . 
22 2 . 


» 
s—>2Z nf 
durch die tibliche Differentiationsmethode —zalg2. — _=— —z2lg2, 
Behauptung (3). Behauptung (4) ergibt sich hieraus unter Benutzung der 
Identitat 1°) 


. 00 , 2 00 
(16) / ,,/@)a 2 / 0 1 | (da: 


In der Drricuuetschen Reihe fiir 


(17) : / 00 (2) QV’ cos x (k, + k,)/2 
} y yj le 
44 


(k,? 4 k,2) #2 
ky, ks 


die in der Halbebene o > 2 absolut konvergiert, verschwindet jeder cos einzeln 
fiir die Glieder, bei denen k, + k, ungerade ist. Von den Gliedern, in denen 


8) Epstein, P.: a. a. O.?), S. 627. 

%) In einer zweiten Arbeit zur Theorie allgemeiner Zetafunktionen, Math. Ann. 63, 
208 (1906) bemerkt Epstern im Anschlu8 an die Geometrie der Zahlen von MinkowskI1, 
daB das Residuum gleich dem Volumen des Einheitsellipsoids sei, also im vorliegenden 
Fall der Kugelform gleich dem Volumen der p-dimensionalen Einheitskugel. Man beachte, 
daB diese Bemerkung von dem fiir die s-Achse gewaihiten Mafstab abhingt. Wir haben 
hier den in der ersten Arbeit von EpstTEei1n*) verwendeten Mabstab fiir s benutzt. In diesem 
MaBstab ist das Residuum von (”)'7, : (8) im Pol s = p gleich der Oberflache (oder dem 
p-fachen Volumen) der Einheitskugel im p-dimensionalen Raum, wie man aus den Formeln 
fiir Kugeloberfliche und -Volumen, z. B. H. ScHoure: Mehrdimensionale Geometrie II, 
Leipzig 1905, S. 289, unmittelbar ersieht. 

10) EMERSLEBEN, O.: a. a. O.*), S. 609, Formel (V). 
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sowohl k, als k, ungerade sind, heben sich je 2 paarweise weg, z. B. Glieder 
mit gleichen k, und entgegengesetzten k,. Es verbleiben daher nur Glieder, 
in denen sowohl k, als k, gerade sind. Daraus folgt mit k,=2m, und 
b,=2m, 


00 — COS 2 (Mm, + Mg) 
(17a) 1 \F) 4 98 9 98/2 
44 m2 + m5) 


— = 1 
M,, Ms 
wegen m, m m? m2 (mod. 2) und (11) mit p 3: 


00 4 00 
(18 / , | (4a 2° 7 : nee 


Wegen (3) ergibt sich hieraus Behauptung (5). 


( Eingegangen am 28, Juli 1948.) 
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Die Ordnungsfunktionen einer Geometrie. 
Von 
EMANUEL SPERNER in Biberach a. d. Riss. 


HeINRICH SCHOLZ in Miinster zum 60. Geburtstage *. 


Fiir die geometrischen Anordnungsbeziehungen laBt sich eine zweckmaBige 
ilgebraische Zeichensprache einfiihren, deren Schilderung fiir den Spezial- 
fall der reellen affinen oder projektiven Ebene kurz vorweggenommen sei, 
im gleich einleitend einen Eindruck von dem Gegenstand dieser Abhandlung 
zu vermitteln. In Anlehnung an die Vorstellung von den beiden Seiten einer 
Geraden in der affinen Ebene denke man sich jeder Geraden h eine Funk- 
tion h(a) zugeordnet, die nur der Werte + 1 und 0 fahig und fiir alle Punkte « 
ler Ebene erklart sein soll; es sei h(a) = 0 fiir alle und nur diejenigen Punkte a, 


lie mit h inzidieren, waihrend die eine Seite der Geraden durch h(a) +I, 
lie andere durch h(a) 1 gekennzeichnet sei. Das Zeichen h(a) stellt 


dann, da es auch fiir jede Gerade h definiert sein soll, eine Funktion der beiden 
Verinderlichen Ah und « dar. So aufgefaBt nennen wir h(a) eine Ordnungs- 
funktion unserer Geometrie. 

Der affine Zwischenbegriff, fiir eine Gerade und zwei Punkte ausgesprochen, 
laBt sich mit Hilfe einer solchen Ordnungsfunktion sofort beschreiben (§ 1), 
ebenso der in der projektiven Geometrie gebriuchliche Trennbegriff, der alle1 
lings nicht fiir zwei Punktepaare, sondern fiir ein Punktepaar und ein Geraden- 
paar auszusprechen ist (§2). Die Gerade h wird namlich ,,zwischen“ den 


Punkten « und f liegen, wenn h(a)h(f) 1 ist; das Geradenpaar g, h 
vird das Punktepaar a, f ,,trennen“, wenn das Produkt g(«)h(a)g(f)A(,) 
1 ist 


Wahrend die Méglichkeit der Einfiihrung solcher Ordnungsfunktionen in 
ler affinen Geometrie unmittelbar gegeben erscheint (vgl. § 1), mag sie in der 
projektiven Geometrie zunichst Zweifeln begegnen. Denn die projektive 
Ebene wird ja von einer Geraden nicht in zwei Teile zerschnitten, die als 
die ,,Seiten“ der Geraden angesprochen werden kénnen. Nichtsdestowenige1 
laBt sich trotzdera sowohl der gewOhnliche Trennbegriff der reellen projektiven 
Geometrie als auch tiberhaupt jede Trennziehung, wofern sie nur gewissen 
sehr allgemeinen Voraussetzungen genigt, durch Ordnungsfunktionen in der 
iungegebenen Weise beschreiben (vgl. § 2, Satz 4). Zu diesen Voraussetzungen 
gehdrt vor allem eine Eigenschaft, die im wesentlichen die Aussage des sog. 
Axioms von Pascu beinhaltet. Geht man nimlich umgekehrt von einer Menge 
aus zweierlei Dingen, ,,Punkten‘‘ und ,,Geraden“ aus, denkt sich darin eine 
Ordnungsfunktion gegeben und griindet darauf wie oben auBer der Inzidenz 
eine Zwischen- oder Trennbeziehung, so zeigt sich, daB diese immer von selbst 
das Pascusche Axiom in einer hierher passenden Form erfiillen (vgl. § 1, 
Satz 1 und § 2, Satz 3). Die Trennbeziehung ist iibrigens in sich dual. 

* Die Abhandlung wurde als Manuskript Herrn Hetnricu Scuouz in Miinster zu seinem 
60. Geburtstage am 17. 12. 1944 gewidmet. Seitdem hat nur der Paragraph 6 eine wesent- 
liche Umgestaltung erfahren. Ubrigens habe ich itiber den Inhalt dieser Arbeit zum 
ersten Mal im November 1943 Vortriige in Bukarest und Timisoara gehalten. 
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Durch eine sehr einfache Anordnungsaussage, die sich mittels einer Ord- 
nungsfunktion in Gleichungsform schreiben laBt, ist die erste Grundlage fir 
die rechnerische Verwendung der Ordnungsfunktionen gegeben. Es ist das 
die Aussage, daB zwei Geraden, deren Schnittpunkt mit zwei weiteren Punkten 
in einer Geraden liegt, in bezug auf diese beiden Punkte die gleiche Zwischen- 
beziehung aufweisen. Die Gleichung, welche diese Aussage ausdriickt, nennen 
wir die Geradenrelation (§3). In der Tat la8t sich mit ihrer Hilfe mancher 
sonst umstandliche Beweisgang fiir eine Anordnungsaussage durch eine kurze, 
elegante Rechnung ersetzen. Hierfiir kann man, wie uns scheint, recht ein- 
drucksvolle Beispiele anfiihren (§ 4). 

Axiomatisch ist von Interesse, daB die Voraussetzung der Existenz einer 
Ordnungsfunktion, welche der Geradenrelation allgemein geniigt, gleich- 
wertig ist der Voraussetzung einer Trennbeziehung fiir Punktepaare, welche 
gegeniiber Perspektivitaten invariant ist und dazu noch einige lineare Eigen- 
schaften besitzt (§ 3, Satz 5). 

Um die Tragweite der Voraussetzungen, die in einer Ordnungsfunktion 
liegen, festzustellen, ist es zweckmaBig, ihre Wirkung auf den Koordinaten- 
bereich (insbesondere -Kérper) der vorliegenden Geometrie zu untersuchen. 
Es zeigt sich, daB jede Ordnungsfunktion der Geometrie in dem zugehérigen 
Koordinatenbereich eine ,,Halbordnung* induziert, die im allgemeinen nur 
einen Teil der Ordnungseigenschaften des reellen K6rpers aufweist (§ 5). 
Inwiefern die aus den Ordnungsfunktionen entspringenden Zwischen- und 
Trennbeziehungen allgemeiner sind als die natiirliche Anordnung der anschau- 
lichen Geometrie 148t sich besonders gut durch Betrachtung ihres Verhaltens 
hinsichtlich der linearen Anordnung erkennen und ibersichtlich aufgliedern 
(§ 6). Der Sonderfall der vollen ,,reellen‘‘ Anordnung hebt sich dann durch 
einfache Kennzeichnung von selbst heraus. 


§ 1. Begriff der Ordnungsfunktion und Zwischenbeziehung. 


Wie schon einleitend ausgefiihrt wurde, beabsichtigen wir, eine algebraische 
Zeichensprache fiir die geometrischen Ordnungsbeziehungen einzufiihren. Die 
anschauliche Herkunft dieser einfachen und naheliegenden Symbolik wurde 
schon kurz geschildert und wird im Verlaufe dieser Mitteilung verschiedentlich 
neu beleuchtet werden. Daher sei es gestattet, jetzt von einem ganz abstrakten 
Ausgangspunkt auszugehen, der fiir die Klarung der axiomatischen Fragen 
von Vorteil ist. 

Gegenstand unserer Betrachtung sei zunéchst ein Raum recht allgemeiner 
Art. Wir verstehen darunter eine beliebige Menge von zweierlei Elementen, 
von denen die einen Punkte genannt werden (bezeichnet mit a, f, y,..., @), 
die anderen Hyperebenen (bezeichnet mit h, k, 7, g usw.) heiB®en sollen!): Wir 
denken uns in diesem Raum eine Funktion h(a) gegeben, welche von den zwei 
Veranderlichen h (= Hyperebene) und « (= Punkt) abhaingt*) und nur der 


1) Die Benennung ,,Hyperebene™ soll andeuten, daB unsere Ausfiihrungen insbesondere 
fir die Punkte und Hyperebenen einer n-dimensionalen affinen oder projektiven Geo- 
metrie giiltig sind. Indessen ist natiirlich unser ,,Raum* bei den geringen Voraussetzungen, 
die wir machen, weit allgemeiner als die eben genannten Geometrien, braucht z. B. gar 
keine Dimension zu besitzen. 

*) Wir ziehen hier das kiirzere Funktionszeichen h(a) den sonst iiblichen wie 
f(h, a) vor. 
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Werte 0, + 1 fahig sein soll. Wir wollen h(«) eine Ordnungsfunktion des Rau- 
mes nennen®). 

Auf Grund dieser Voraussetzungen allein kénnen wir bereits den AnschluB 
an geometrische Vorstellungen gewinnen durch die Definitionen: 

. Die Hyperebene h und der Punkt « heiSen dann und nur dann inzident, 
wenn h(a) = 0 ist. 

2. Wir sagen, daB die Hyperebene h zwischen den Punkten « und f liege, 
wenn h(a«)h(B) = —1 ist, und daB h nicht zwischen « und # liege, wenn 
h(a)h( 8) + 1 ist. 

Wenn A und « nicht inzidigen, ist also h(a) +1. Daher gilt fiir drei 
Punkte a, 8, y, welche nicht mit der Hyperebene A inzidieren, stets 


(1) (h(a) h(B)] - [h(B) h(y)] > [A(y) A(a)] = +1 
Das bedeutet fiir den eingefiihrten Zwischenbegriff: 


Satz 1. Wenn die Hyperebene h nicht mit den Punkten x, 8, y inzidiert, 
liegt sie entweder zwischen keinem der Paare («, 8), (B, y), (y, «) oder zwischen 
genau zweien von ihnen. 

Das ist im wesentlichen die Aussage des sog. Axioms von Pasou, die hier 
als selbstverstandliche Folgerung des auf die Ordnungsfunktion gegriindeten 
Zwischenbegriffs erscheint. Es fehlt allerdings dabei jede Aussage iiber die 
Existenz von Schnittpunkten, wie sie in der iblichen Formulierung des Axioms 
von Pascu vorkommt. Das ist aber fiir die allgemeine Anwendbarkeit unseres 
Zwischenbegriffs nur von Vorteil. 

Auf die Frage, welche Zwischenbeziehungen in dieser Weise aus Ordnungs- 
funktionen abgeleitet werden kénnen, l48t sich durch Umkehrung der vor- 
stehenden Uberlegungen sogleich eine Antwort geben. Um das auszufihren, 
gehen wir demgem&S jetzt nicht von einer Ordnungsfunktion aus, sondern 
denken uns umgekehrt in unserem allgemeinen Raum von Punkten und Hyper- 
ebenen eine Inzidenz- und eine Zwischenbeziehung irgendwie gegeben. Es 
soll also fiir jedes Paar h, « erklart sein, ob h mit « inzidiert oder nicht. Weiter 
soll fiir jedes Tripel, das aus einer Hyperebene und zwei nicht mit ihr inzi- 
lierenden Punkten besteht, festgesetzt sein, ob die Hyperebene zwischen den 
Punkten liegt oder nicht, und diese Festsetzung soll von der Reihenfolge der 
beiden Punkte unabhangig sein. Wir sprechen von einer Pascuschen Zwischen- 
beziehung, wenn fiir sie d 
Sodann gilt: 


ie Aussage des Satzes 1 ausnahmslos zutreffend ist *) 


Satz 2. Jede Pascusche Zwischenbeziehung kann durch eine Ordnungsfunktion 
beschrieben werden. 

Das soll heiBen: Zu der gegebenen Inzidenz und Zwischenbeziehung gibt 
es stets eine Ordnungsfunktion h(«), welche dann und nur dann verschwindet, 
wenn kh und « inzidieren, wihrend die Gleichung 


h(a) h(B) = —1 
notwendig und hinreichend dafiir ist, daB h zwischen « und f liegt. 
Wir werden weiter unten (§ 3) den Kreis der Funktionen, die wir Ordnungsfunk- 
ynen nennen wollen, durch eine zusitzliche Forderung einengen. Vorerst bendtigen wir 


diese Eigenschaft aber nicht. 
*) Das schlieBt z. B. fir « = 8 ein, daB h niemals zwischen « und « liegt. 


g* 
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Zum Beweise bilden wir eine Hilfsfunktion h(a, 8) der drei Veranderlichen 
h (= Hyperebene) und «, 8 (= Punkte), welche nur dann erklart wird, wenn 
h weder mit « noch mit # inzidiert. Wir setzen fest: 

—1, falls h zwischen « und f liegt, 
(2) h(x, B) B lies , 
| 1, falls h nicht zwischen a und f liegt. 

Diese Funktion h(a, 8) geniigt wegen der vorausgesetzten Giiltigkeit von 
Satz 1 der Identitat 


(3) h(a, B) h(B, y) Aly, «) + 1, 


Weiter ordnen wir jeder Hyperebene h, welche nicht mit allen Punkten des 
Raumes inzidiert, eindeutig einen Punkt y, zu, der nicht mit ihr inzidiert'). 
Dann kénnen wir die gewiinschte Ordnungsfunktion definieren durch die Fest- 
setzungen : 

h(a, y,), falls h und « nicht inzidieren, 
(4) h(a) { Xe Ya mre 
| 0, falls h und « inzidieren. 
Es folgt aus (4) und (3) fiir irgend eine Hyperebene A und zwei nicht mit ihr 
inzidierende Punkte a, 8 sofort: 


(5) h(a) h(B) = h(a, B). 


Diese Gleichung zeigt zusammen mit (2), daB die gegebene Pascusche Zwischen- 
beziehung mit der durch (4) definierten Ordnungsfunktion in der gewiinschten 
Art zusammenhangt. 

Der vorstehende Gedankengang legt es nahe, eine Funktion h(a, 8), welche 
zu einer Ordnungsfunktion h(a) in der Beziehung (5) steht, als abgeleitete 
Ordnungsfunktion erster Stufe zu bezeichnen. Wir wollen daran festhalten, 
daB h(a, 8) nur als erklart gilt, wenn Ah mit « und # nicht inzidiert. Dann 
ist die Identitét (3) fiir eine jede abgeleitete Ordnungsfunktion erster Stufe 
ausnahmslos giiltig. 


§ 2. Ordnungsfunktion und Trennbeziehung. 


Auf die Ordnungsfunktion l48t sich auch eine Trennbeziehung griinden, 
wie sie in der projektiven Geometrie zweckm&Biger Weise benutzt wird. Wir 
kénnen némlich in einem Raum von Hyperebenen und Punkten, in dem wir 
lediglich wieder eine Ordnungsfunktion h(a) als gegeben voraussetzen, fir 
zwei.Geraden h und k und zwei nicht mit ihnen inzidierende Punkte « und # 
definieren : 

Wir sagen, daB das Geradenpaar h, k die Punkte a, B trenne, wenn 
h(a)h( B)k(a)k(B) = — 1 ist, und daB h, k die Punkte «, 6 nicht trenne, wenn 
h(a)h( B)k(a)k(B) = + 1 ist. 

Dieser Trennbegriff hat wieder zwangsliufig einige wesentliche geome- 
trische Eigenschaften. Wenn wir zur Abkiirzung den Wert h(a)h(f)k(«)k(B) 
mit [h,k| a, 8] bezeichnen und bei Benu+zung dieses Symbols voraussetzen, 
daB die Hyperebenen h, k nicht mit den Punkten «, f inzidieren, so gelten 
die Identitaten 


5) Es ist also fiir jedes solche h aus der Menge der nicht mit A inzidierenden Punkte 
ein Reprisentant y, auszuwihlen. 
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(6) [h, ka, B) = [k,h|\ a, B) = [h, kB, a] = [k,h\ B, a], 
(7) [h, &\ ay, te] [h, &| ae, ag) - [hk | oy, a,) = +1, 
(8) [hy Ibg|o, B] = yy hy | ce, B) [hg ya, B]= +1. 


Wir nennen die damit eingefiihrte Funktion [h,k| a, 8] die abgeleitete 
Ordnungsfunktion zweiter Stufe von h(a). Die Gleichungen (7) und (8) sind 
dual zueinander. Sie sagen fiir die eingefiihrte Trennbeziehung folgendes aus: 


Satz 3a. Wenn die Punkte ,, a, «, weder mit h noch mit k inzidieren, so 
trennen die Hyperebenen h, k entweder keines oder genau zwei der Punktepaare 
(Hy, Hq), (Aq, My), (Oy, Hy). 

Satz 3b. Wenn die Hyperebenen h,, h., h, weder mit « noch mit B inzidieren, 
so werden die Punkte x, B entweder durch keines oder durch genau zwei der 
Hyperebenenpaare (h,, hy), (he, hs), (hy, hg) getrennt. 

Das ist wieder die Aussage des Axioms von PAscH in projektiver Fassung 
und die dazu duale. 

Die vorstehenden Ausfiihrungen lassen sich wieder umkehren. Die durch 
die Formeln (6), (7) und (8) ausgedriickten Eigenschaften sind namlich im 
wesentlichen auch hinreichend dafiir, daB sich eine irgendwie anders gegebene 
Trennbeziehung aus einer Ordnungsfunktion ableiten l48t. Um das zu zeigen, 
denken wir uns in unserem Raum von Punkten und Hyperebenen irgendwie 
eine Inzidenz- und eine Trennbeziehung gegeben. An die Inzidenz wollen wir 
der Einfachheit halber die folgenden geringen Forderungen stellen: 

Zu irgend finf Punkten gebe es mindestens eine Hyperebene, welche mit 

einem der Punkte inzidiert; zu jeder Hyperebene gebe es mindestens einen 
Punkt, der nicht mit ihr inzidiert*). 

Weiter sei, wie gesagt, irgendwie eine Trennbeziehung gegeben, d. h. eine 
Vorschrift, vermége der fir jedes Quadrupel h, k, «, 8, bei dem die Hyper- 
ebenen h, k nicht mit den Punkten «a, £ inzidieren, festgelegt sei, ob die Paare 
h, k und a, B sich trennen oder nicht; hierbei sollen sich, wenn sich die Paare 
h,k und a, B trennen, stets auch k, h und a, 8, ebenso h, k und £, « sowie k, h 
und $,« trennen. Wir nennen eine solche Trennbeziehung eine Pascusche 
Trennbeziehung, wenn fiir .sie die Saitze 3a und 3b ausnahmslos richtig sind. 


| n iit 


Satz 4. Jede Pascusche Trennbezichung laBt sich durch eine Ordnungs 
funktion beschretben 

Das soll sinngem&B heiBen, daB sich zu der gegebenen Inzidenz und 
Crennbeziehung stets eine Ordnungsfunktion h(a) finden l4Bt, die dann und 
nur dann verschwindet, wenn h und « inzidieren, wihrend die Gleichung 
h(x)h( B)k(a)k(B) —1 notwendig und hinreichend dafiir ist, daB das Hyper 
ebenenpaar h, k die Punkte a, # trennt. 

Zum Beweise von Satz 4 definieren wir zunachst wieder eine Hilfsfunktior 
h, k\ a, 8B] der Veranderlichen h, k (= Hyperebenen) und a, § (= Punkte), 
welche nur erklart sein soll, wenn h und k mit « und # nicht inzidieren. Wir 
setzen namlich fest’): 

®) Diese Forderungen lassen sich noch abschwichen. 

7) Diese Hilfsfunktion wird sich hernach wieder als die abgeleitete Ordnungsfunktion 
zweiter Stufe der gesuchten Ordnungsfunktion erweisen, kann aber natiirlich unter 
den Voraussetzungen von Satz 4 nicht als solche ¢efiniert werden. 
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{ —l, falls h, k die Punkte a, f trennen, 
(9) [h, k\ a, B)= ¢ . - 
| +1, falls h, k die Punkte «, f nicht trennen. 
Fiir diese Funktion [h,k «a, 8] gelten wegen der Voraussetzungen, welche 
fiir die Trennbeziehung angenommen wurden, die Gleichungen (6), (7) und (8) 
allgemein. Dann sei 
w ein fester Punkt, 
“a-»g, eine feste eindeutige Zuordnung, welche jedem Punkt « eine Hyper- 
ebene g, zuordnet, die weder mit « noch mit @ inzidiert, 
h-» y, eine feste eindeutige Zuordnung, welche jeder Hyperebene h einen 
Punkt y, zuordnet, der nicht mit h inzidiert. 
Jetzt kénnen wir die gesuchte Ordnungsfunktion h(«) definieren. Wenn 
h mit « inzidiert, setzen wir h(a) = 0. Zu einem nicht inzidierenden Paar 
h, « aber wahlen wir eine Hilfshyperebene j, welche nicht mit «, w, y, inzidiert, 
aber sonst beliebig sein darf, und setzen fest: 
(10) h(a) = [h, 79 | a, yal 9.92\%,0)° 1.9), Ya @)- 
Die Definition (10) ist unabhangig von der Wahl der Hilfshyperebene 7. Denn 
fiir irgend eine andere Hyperebene 7’, die nicht mit «, w, y, inzidiert, folgt 
aus (8): 
[h,7| &, yn] = [h, 7" &, Ya) [9.9" | % val, 
99a | %, @) = [j',ga| aw) [7,7 \ a, 0], 
95 9y, | Vax) = (7's Gy, | Yrs 1° 1959" | Ys @)- 
Die Multiplikation dieser drei Gleichungen ergibt unter Beriicksichtigung 
von (7) die Gleichheit der rechten Seite von (10) mit dem entsprechenden 
Ausdruck in 7’. 
Jetzt kénnen wir die Beziehung 
(11) [h, ka, B] = h(a) h(B) k(x) k(B) 
als giiltig erweisen, durch welche die Behauptung von Satz 4 in unmittelbare 
Evidenz gesetzt wird*). Um also (11) zu gewinnen, wahlen wir zu gegebenen 
h, k, «, B eine Hilfshyperebene j, welche nicht mit a, B, w, yp, yz inzidieren 
soll*), und erhalten danach gemaéB (10): 
h(a) = [hj |, Ya} (5Ga| % ©) * 9 | Yo ol, 
h(B) = [h,7 B, yn) * 19,96| 8.) 09, | Yn), 
h(a) = [kj \ a, ye) - 92) @,@)- 1959, ' Yeo), 
k(B) = [k,9| B, vel ° G96 8. @1- G9, | Ye 1). 
Multiplikation dieser vier Gleichungen ergibt nach (7) und (8) sofort (11). 
Die dargestellten Beweise der Sétze 2 und 4 zeigen wegen der Willkiir, 
welche die Wahl von w und die der Zuordnungen «— g,, h— y, gestattet, 
daB die Ordnungsfunktion h(a) durch die vorausgesetzte Zwischen- oder Trenn- 
8) Man iibersehe nicht, daB hier die Gleichung (11) auf Grund der Definitionen (9) 
und (10) zu beweisen ist. Erst dadurch wird die Funktion (9) als die abgeleitete Ordnungs- 
funktion zweiter Stufe von (10) erkannt. 


*) Hier brauchen wir die Voraussetzung, daB es zu je fiinf Punkten eine Hyperebene 
geben soll, die mit keinem von ihnen inzidiert. 
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beziehung keineswegs eindeutig bestimmt ist. Satz 4 zeigt ferner, daB in 
jeder Geometrie, in der es einen Trennbegriff der angegebenen (sehr allgemeinen) 
Art gibt, auch die Einfiihrung eines Zwischenbegriffs méglich ist, da dieser 
ja aus der Ordnungsfunktion zwangslaufig hervorgeht. Das gilt daher auch 
insbesondere fiir die gewohnliche reelle projektive ebene oder raumliche Geo- 
metrie !°) 


§ 3. Die Geradenrelation. 


Die bisher gewahlte Allgemeinheit der Voraussetzungen sollte zeigen, in 
welch weitem Umfange durch Benutzung der Ordnungsfunktionen die Ein- 
fiihrung von Anordnungsbeziehungen mit gewissen geometrischen Eigenschaf- 
ten méglich ist. Naturgem&8 sind aber die so erhaltenen Anordnungen er- 
heblich allgemeiner als der itibliche Zwischen- oder Trennbegriff der affinen 
oder projektiven Geometrie. Das wird deutlich, wenn man beispielsweise in 
einer ebenen Geometrie, in der an die Stelle der Hyperebenen Geraden treten, 
den aus einer Ordnungsfunktion gewonnenen Zwischenbegriff mit dem tb- 
lichen, welcher fiir drei Punkte einer Geraden ausgesprochen wird, vergleicht. 
Der Zwischenbegriff, wie er im §1 definiert wurde, macht zunachst nur eine 
Aussage iiber die Zwischenlage einer Geraden zu zwei Punkten. Um daraus 
zu erklaren, ob von drei Punkten A, B, C einer Geraden g der eine, etwa C, 
zwischen den beiden anderen A und B liegt, werden wir durch C eine von g 
verschiedene Hilfsgerade h ziehen und C als zwischen A und B liegend betrach- 
ten, wenn dies von h gilt. Diese Festsetzung ist aber unter der bloBen Voraus- 
setzung einer Ordnungsfunktion im allgemeinen von der Wahl der Hilfs- 
geraden h nicht unabhangig. Wir werden dies daher zus&tzlich zu fordern 
haben, wenn wir unseren Zwischenbegriff der Anschauung naher bringen 
wollen. Das soll jetzt geschehen. 

Wir kénnten unser Vorhaben noch fiir den allgemeinen Begriff ,,Raum“, 
wie wir ihn bisher voraussetzten, durchfiihren und auch vieles von den weiteren 
Ausfiihrungen wiirde ebenso allgemein Giiltigkeit besitzen. Indessen tritt der 
anschauliche Inhalt der Verhaltnisse, iiber die wir hier berichten wollen, am 
infachsten und klarsten im Fall einer ebenen Geometrie hervor. Daher be- 
schrinken wir uns von nun an auf diesen Fall 

Wir denken uns also eine ,,ebene*‘ Geometrie aus ,,Punkten“ und ,,Geraden’‘ 
gegeben! In ihr betrachten wir nur noch Ordnungsfunktionen, die die fol 
gende Zusatzforderung befriedigen. 

Wenn «, f, y irgend drei Punkte einer Geraden g sind und h und k zwei 
weitere Geraden + g bezeichnen, die zwar mit y, aber nicht mit «,f inzidieren!) 
so soll stets 


h(a) h(B) k(x) (fp) | 


sein. Um eine kurze Bezeichnung zur Hand zu haben, nennen wir diese Eigen- 
schaft die Geradenrelation 
10) Beispiele siehe 8. 127. 


11) Wir nennen die Geometrie ,,eben‘*, weil wir nicht mehr von ,,Hyperebenen™, son 


dern von ,,Geraden* sprechen. Die Spezialisierung besteht vorliufig nur darin, daB wir 
es uns ersparen, auBer den Punkten und Hyperebenen noch Geraden einzufiihren, und 


statt dessen die Geraden die Rolle der Hyperebenen mit iibernehmen lassen. Etwas 
piter werden wir allerdings die Inzidenzaxiome der projektiven Ebene hinzunehmen. 
12) Das schlieBt ein, dab y + «a, und y + # sein muBb. 














Ll4 EMANUEL SPLRNER: 

Fiir die in § 2 eingefiihrte Trennbeziehung driickt die Geradenrelation aus, 
daB die Geraden h und k, wofern sie einen Schnittpunkt gemein haben, der 
mit « und # in einer Geraden liegt, diese Punkte niemals trennen. Die Ein- 
fiihrung eines Zwischenbegriffs fiir Punktetripel geschieht nun auf Grund der 
Geradenrelation durch folgende Definition: 


Q 
), 


Von drei Punkten «, f, y einer Geraden g soll y zwischen « und f liegend 
heiBen, wenn eine durch y gelegte Gerade h +g zwischen « und # liegt, 


d. h. wenn h(a)h(B) I ist 


Die Unabhangigkeit dieser Festsetzung von der Wahl der Hilfsgeraden h 
ist eben durch die Geradenrelation gewahrleistet. 


Ebenso l48t sich immer ein Trennbegriff fiir Punktequadrupel auf eine Ord- 
nungsfunktion mit Geradenrelation griinden. Wir denken uns vier Punkte 
a, B, y, 6 auf einer Geraden g gegeben mit a+ y, «+ 6, B+ y, 8+ 6. Wenn 
es dann eine mit « inzidierende Gerade h und eine mit f inzidierende Gerade k, 
die beide nicht mit y und 6 inzidieren, gibt, so sagen wir, daB das Punktepaar 


a, 6 das Paar y, 6 trennt oder nicht trennt, je nachdem ob in der Gleichung 


h(y) Wd) ky) k(d) = $1 
das obere oder das untere Vorzeichen gilt. 
Die Unabhangigkeit dieser Definition von der Wahl der beiden Hilfsgeraden 
h und & ist wieder durch die Geradenrelation verbiirgt. Denn fiir irgend 
zwei weitere mit « bzw. f, aber 
nicht mit y und 6 inzidierende 
Geraden h’ bzw. k’ (Fig. 1) gilt 
} gema6 der Geradenrelation: 
h(y) h(d) h’(y) h’(d) = 1, 
k(y) k(d) k’(y) k’(d) = 1. 





Multiplikation dieser beiden Glei- 
chungen und Umordnung ergibt 
in der Tat 
h(y) h(d) k(y) &(6) 
h’(y) h’(d) k’(y) k’(d). 





Fig. 1. 


Es sei aber ausdriicklich darauf hingewiesen, daB unter den bisherigen 
Voraussetzungen die Punktepaare a, 8 und y, 6 in dieser Trennbeziehung nicht 
gleichberechtigt vorkommen, da ja das ,,Trennen“ oder ,,Nichttrennen“‘ még- 
licherweise davon abhangt, durch welches Paar man die Hilfsgeraden h, k 
legt (vgl. §4, Satz 10!). 


Eine Ordnungsfunktion ist nichts anderes als eine willkirliche Belegung 
der nicht inzidierenden Paare (h, «) mit den Werten +1 oder —1l. Diese 
Willkiir wird durch die Geradenrelation, die bis auf weiteres unsere einzige 
Forderung an die Ordnungsfunktionen bleibt, eingeschrankt. Hat nun die 
Geradenrelation, abgesehen davon, daB sie eine Zwischenbeziehung fiir Punkte- 
tripel und eine Trennbeziehung fiir Punktequadrupel einzufiihren gestattet, 
weitergehende Anordnungseigenschaften fiir diese Beziehungen zur Folge ? 
Der naheliegende Vergleich etwa mit den Axiomen der Anordnung aus 
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HILBERTs ,,Grundlagen der Geometrie‘‘!*) gibt hieriiber wenig AufschluB. Denn 
von diesen Axiomen ist zwar II, 1 giiltig, aber weder II, 2 noch II, 3 braucht 
erfillt zu sein, und auch II, 4 wird wegen der darin enthaltenen Existenz- 
aussage in dieser Form i. a. nicht zutreffen. Der Ausfall von II, 3 ist, wie wir 
spiter noch klarer sehen werden, charakteristisch fiir die Richtung, in der 
unsere Voraussetzungen allgemeiner sind als die Hi~Bertschen. Indessen 
wissen wir bereits, da der wesentliche Inhalt von II, 4 in anderer Formu- 
lierung (unter Vermeidung der Existenzforderung) sogar schon ohne Geraden- 
relation zutreffend bleibt. 

Wir werden im nachsten Paragraphen durch eine Reihe von Beispielen 
helegen, daB die Geradenrelation viele Anordnungssadtze zur Folge hat, die 
sie sozusagen auszurechnen gestattet. Wir kénnen aber schon jetzt einen guten 


Eindruck von der Tragweite unserer Voraussetzungen erhalten, wenn wir 
Aussagen iiber die Trennbeziehung fiir Punktequadrupel umwandeln 
Das gestaltet sich besonders einfach, wenn wir die projektiven Inzidenzaxiome 


lie Giltig- 


raussetzen. DemgemaB fordern wir fiir das Weitere 


} 


eine und nur eine Gerade, die 


Zu je zwei verschiedenen Punkten gil 


Verbindungsgerade“, die mit beiden inzi rt. Zu je zwei verschiedenen Ge- 
raden gibt es einen und nur einen Punkt, « , schnittpur der mit beider 
nzidiert. Es gibt vier Punkte, von denen keine drei mit ier Geraden inzi 


Die Verhalinisse, die wir im Auge haben, lassen sich leichter beschreibe 
wir fir unsere Trennbeziehung bei Punktequadrupeln eine Ahnliche 
ichnungsweise einfiihren, wie sie uns schon von der abgeleiteten Ordnungs 
funkti zweiter Stufe her gelaufig ist. Wir definic demgema8 fiir vier 
' » os am ; 
te %», §,, Bg einer Geraden g mit «; + f, ein Trennsymbol [a,, a | B,, Be); 
Wer 1 ode 1 sei, je nachdem das Punktepaar f,, B, von %, a 
cetrennt wird oder nicht. Indem wir auf die Definition der Trennung beim 
Punktequadru! suriickgehen, kénnen wir also 
x 2 do h h a do fi Py } p 
i, 2 eine mit « erende ( ist 
i ia el aches Sy i ¢ 1etrischer Au en ia iqui 
Vor etzu { ! fur mit ¢ idenrelati 
lI 
) z ) x Lo > ’ Le, |} 
Zur Bequemlichkeit des Lesers seien die Anordnungsaxiome aus HILBERTs+,,Grund- 
Ceometrie 7. Aufl... Lerpzig 193% 1uftgettinrt Sie lauten 
(1, 1. Wenn ein Punkt B zwischen einem Punkt A und einém Punkt C liegt, so sind 
drei verschiedene Punkte einer Geraden, und B un auch zwischen C und A 
If, 2. Zu zwei Punkten A und C gibt es stets wenigste.s einen Punkt B auf der Geraden 


1 C, so daB C zwischen A und B liegt 

II, 3. Unter irgend drei Punkten einer Gerad 
schen den beiden andern liegt. 
; s seien A, &, U drei nicht in gerader Liar } unkte und a eine Gerad 
der Ebene A BC, die keine der Punkte A, / iift: wenn dann die Gerade a durch 
nen Punkt der Strecke A B geht, so geht sie gewi8 auch entweder durch einen Punkt 
der Strecke AC oder durch einen Punkt der Strecke BC 


ht mehr als einen, der zwi- 


rhe 
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2. Fir fiinf Punkte «,, a», a, 8,, 8, einer Geraden mit «; + 6, gilt immer 
(14) [a,,a@.|B , Bel - (ae, a5| 8s, Bs] [a;,a,| By, B.] =1. 


3. Wenn a, %, 8, 8, vier Punkte einer Geraden sind, welche perspektiv 
zu vier Punkten a, «, 2, 8, einer anderen Geraden liegen, so ist stets 


(15) [oy, %| By, Bo) = [a4 a2 | Bi, Be). 


Die Aussagen (13) und (14) sind einfache Umschreibungen der Formeln (6) 
und (8) mit Hilfe von (12). Die Richtigkeit von (15) folgt aus der Geraden- 
h,(B,) hy ee Bs 


relation. Denn wenn (Fig. 2) die durch a, a, und 
ae "4 as Perspektivitatszentrum gehende Gerade mit 
h,(B.) hy( Bo) hol f A(8.) = 1. 
~ 2 Itiplikation dieser Gleic rine n und geeignete 
Wg ergibt (15). 
Nun zur Umkehrung! Wir denken uns unab- 
tT ot hingig von einer Ordnungsfunktion eine Trenn- 


Fi beziehung fiir Punktequadrupel gegeben, étwa in- 


die durch a», a, gehende Gerade mit h, be- 
zeichnet wird, so gilt gemaB der Geradenre lation 





dem das Trennsymbol [a,,a,! 8,, 8.2] fiir je vier 
Punkte, die auf einer Geraden liegen und fiir die a; + f, ist, erklart sei und 
die Eigenschaften (13), (14) und (15) besitze. Dann behaupten wir, daB sich 
auch stets eine Ordnungsfunktion finden l4Bt, die die Geradenrelation befrie- 
digt und mit dem gegebenen Trennsymbol durch die Formel (12) verkniipft ist. 
Um das zu beweisen, brauchen wir mit Riicksicht auf Satz 4 nur zu zeigen, 
daB sich aus der Trennbeziehung fiir Punktequadrupel eine solche fiir Geraden- 
paar und Punktepaar herleiten laBt, die die Eigenschaften (6), (7) und (8) 
besitzt. Wir haben demgemaB das Symbol [h, k| «, 8] auf das jetzt gegebene 
[a,, %_| B,, B.] zuriickzufiihren durch die Definition: 
Wenn «, %, §,, 8. vier Punkte einer Geraden g mit «; + £, sind und wenn 
die Gerade h; + g mit a; inzidiert, so soll 


(16) [Ay he By Be) [%, X2| By, Be) 
gesetzt werden. 

Das durch (16) definierte Symbol [h,, h.| f,, B.] befriedigt wegen (13) 
selbstverstandlich (6). Auch die Gleichung (8) ist eine triviale Folge von 
(14) und (16). Indessen bedarf (7) eines Beweises. Zunichst beachte man, 
daB sich im Fall a, = a, aus (14) und (13) 

[o%,% J, PB.) = 1 
ergibt oder nach (16) 
[h,, he| By, Bo] = 1 


fiir zwei Geraden h, und h,, deren Schnittpunkt «, ist. — Hieraus ersehen wir 
iibrigens schon, daB jede nach Satz 4 zu gewinnende Ordnungsfunktion im 
jetzigen Fall der Geradenrelation von selbst geniigt. 

Sodann erkennt man die Richtigkeit von (7) in der Form der Gleichung (17) 
leicht fiir den Fall, daB f,, B,, 8, nicht in einer Geraden liegen und dafi der 
Schnittpunkt von h, und h, einer Seite des Dreiecks f,, B., 8, angehdrt, etwa 
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mit #, und #, in einer Geraden liegt (Fig. 3). Dann hat man nach der eben 
gemachten Bemerkung 
[hy, he | By, By] = 1; 


[hy, he B,, Bs] [hy, hy Bs, Bs), 


ferner folgt aus (15) 


was zusammen 


(17) [hy, he B,, Bel: [hy, he Bs, Bs] - [hy, he Bs, B,) I 


ergibt. 


Um ferner (17) bei allgemeiner Lage von h, und h, zum Dreieck f,, B., By 
zu beweisen, zieht man (Fig. 4) die Hilfsgerade 7 heran, welche durch den 


Bs 


fy 


As he _ 
A eB YN AN 


Fig. 3. 








Fig. 4 


Schnittpunkt von h, mit der Dreieckseite 'f,, 8, und den von h, mit der Seite 
},, Bs geht. Dann gilt nach dem soeben Bewiesenen: 

[hy,7| By» Bol (ha9 | Ba» Bal > V7 | Bs» Bil =1, 

(he, 9 | By» Bo) * [ha 7| Ba» Bs) ae | Bs, Bi] = 1. 


Multipliziert man diese beiden Gleichungen miteinander und wendet auf die 
untereinander stehenden Faktoren die schon als giltig erkannte Gleichung (8) 
an, so folgt wieder unmittelbar (17). 
Der Sonderfall schlieBlich, in dem die drei Punkte f,, B., 8, auf einer Ge- 
raden liegen, folgt aus dem allgemeinen Fall nach (15) durch Projektion. 
Damit ist der angekiindigte Aquivalenzbeweis gefiihrt. Wir fassen das Er- 
gebnis noch einmal zusammen in 


Satz 5. Jede Trennbeziehung fiir Punktepaare mit den Eigenschaften (13), 
(14) und (15) ist gleichwertig einer (i.a. nicht eindeutig bestimmten) Ordnungs- 
funktion, die der Geradenrelation geniigt. 


+ . . + . . 7 

Es sei darauf aufmerksam gemacht, daB die Ubereinstimmung der Werte 
[a,, | B,, 2] und [f,, By! a, a2] beim Beweis von Satz 5 weder benutzt noch 
vorausgesetzt wurde. 


§ 4. Einige Anordnungssitze. 


Bevor wir weitere Fragen der Axiomatik erértern, soll an einigen Beispielen 
die Einfachheit des Rechnens mit Ordnungsfunktionen gezeigt werden. Wir 
beweisen einige Anordnungssatze, die ihrem Inhalt nach schon verwickeltere 
Anordnungsaussagen darbieten, deren Beweis sich aber mit Hilfe der Ordnungs- 
funktionen sehr kurz und elegant gestaltet. 
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Wir beschranken uns wieder auf eine ebene Geometrie, in der durch eine 
vorgegebene Ordnungsfunktion Inzidenz und Anordnung erklart sei. Die Ord- 
nungsfunktion befriedige die Geradenrelation, was von nun an immer gelten 
soll. Von der Inzidenz setzen wir der Einfachheit halber voraus, daB es zu 
zwei verschiedenen Punkten stets eine und nur eine Gerade gibt, die mit 
beiden Punkten inzidiert. 

Satz 6. Wenn das Dreieck «,, a, «, mit den Seiten a,, de, a, perspektiv liegt 
zum Dreieck B,, Bo, B, mit den Seiten b,, b,, b, (Fig. 5) so gilt 


) 1, 


wofern keiner der in dieser Gleichu ng vorkommenden Werte a;(8,) verschwindet 


18) a,( Bs) a,( Bs) @4(P,) &( Bs) 43(8;) a3(P 


» 


Mit Hilfe des auf die Ordnungs- 
funktion gem&f § 1 gegriindeten 
Zwischenbegriffs spricht sich der In- 


halt von Satz 6 so aus: Von den drei 





c Aussagen ,,a, liegt zwischen f, und 
fs*, 5,4, liegt zwischen f, und 
,,@z liegt zwischen f, und f, unter 
den angegebenen Voraussetzunger 
entweder keine ods ind get Lwel 
zutreffend 
Zum Beweise von Satz 6 bezeichne € das Perspektivitatszentrum. N 
Geradenrelation gilt 
a,( 5) a.(B a,(C) a,(C), 
AN pi s(B3) 1e(C) as C 
a3( Bz) a,(B) = a5(C) a,(C). 
Hieraus folgt durch Multiplikation unmittelbar die Gleichung (18 1 sicl 
rechts alles forthebt 
Natiirlich gilt (18) auch, wenn die a; durch die 5b; und di lur 
ersetzt werden AuBerdem beweist sich ganz &hnlich eir ualer Satz f 
Dreiecke, deren Seiten sich so paaren lassen, daB die Schnitt t 
hender Seiten auf einer Geraden liegen 
Satz 7. Es seien a,, ao, B;. Bo. Y1, Ye die drei Paare von Gegenecker 
’ standige n Vierseit (Fig.6). Wenn dann a, h zu Gerader ’ lv 
der Diagonalen y,, y, schneiden und von denen die eine mit B, die and 
aber keine mit a, oder a, inzidiert, so gilt 
G(X) J(a_) A(a,) h(a) l 
a Die anschauliche Bedeutu lieser Be 


hauptung ist nach § 2 klar: g und A trenne 
a, und a, nicht. 

-- seweis. Es bezeichne f die Verbindu1 
gerade von #, und f,. Dann len W 


— ‘% Geradenrelation finfmal 


} h(a) hy) fo) f( 72) L, 
[ > h(%) A( yy) f(a) f(y) 1, 
nt Ben 








f g(%) 9(7y) fle) Ay) = 1, 


ys I 9(%2) G72) f(%_) f(y2) = 1, 
h(y1) (2) 971) 9172) 
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Multiplikation aller Gleichungen ergibt die Behauptung. 


Sate 7 ist ein Spezialfall besonders einfacher Bedeutung des folgenden all- 
gemeineren Satzes: 


Satz 8. Hs seien a, %, B;, Bo, Vy» Ye die drei Paare von Gegenecken eines 
vollstiindigen Vierseits und g, h zwei Geraden, von denen die eine mit B, die andere 
mit B, inzidiert**), so gilt stets 
(19) 9(&,) 9(%q) h(a) h(x.) 9(Y1) 9(Y2) A(y1) Al y2)- 

Das bedeutet, daB das Geradenpaar g, h die Punktepaare a; und y; ent- 
weder beide trennt oder beide nicht trennt. 

Zum Beweise kénnen wir dieselben Relationen benutzen wie beim Beweise 
von Satz 7, nur daB die letzte der dort stehenden Gleichungen in Fortfall 
kommt. Multiplikation der vier ersten dieser Gleichungen liefert dann unmittel- 
bar (19). 

Dual zu Satz 8 ist: 


Satz 9. Wenn aj, de, b,, by, ¢,, Cg die drei Paare von Gegenseiten eines voll- 
stiindigen Vierecks sind, welche eine weitere Gerade g in den Punkten a, &, 
B,, Ba Yar Ve Schneiden (Fig.7), und wenn c, und c, einen Schnittpunkt be- 
sitzen, so gilt stets 
(20) (4), 4 | Yr» Yo] = [by 52| Yr» Y2)- 

Hier haben wir die Behauptung 
gleich mit Hilfe der abgeleiteten 
Ordnungsfunkticn zweiter Stufe 
geschrieben. Ihr anschaulicher 
Sinn ist demgem&B : Die Geraden- 
paare a,, a und b,, b, trennen 
das Punktepaar y,, y, entweder 
beide oder beide nicht. Die Vor- 
aussetzung der Existenz eines » Qa, G Wy fo A; 
Schnittpunktes von ¢, und ¢g, 
der mit 6 bezeichnet werde, haben 
wir aufgenommen, weil der (zum vorigen duale) Beweis sie bendtigt 5). Damit 
laBt sich nimlich die Geradenrelation viermal anwenden: 








Fig. 7. 


iy ) a,(8) by(y2) 5,(4) l, 
V1) 4,(4) bo(y,) 52(4) - 
V1) 4(6) 5,(y,) 5,(6) = 1, 

= 2) 4(5) bo(72) 5,(d) 1 


Durch Multiplikation folgt die Behauptung (20). 
Unter gleichartigen Voraussetzungen gilt natiirlich entsprechend 

(21) [4,42 | By, Ba] = [¢4,¢2| By, Bo], [B,, Be | a, &g] = [Cy Cp | Hy He] 
Bedient man sich des auf S. 11: durch (12) eingefihrten Trennsymbols fir 


Punktequadrupel, so kann man fir die Gleichungen (20) und (21) auch schreiben 


14) Ohne daB sich g, h jetzt auf der Diagonalen y,, y, zu schneiden brauchen. 
15) Natiirlich braucht man die Voraussetzung nicht, wenn etwa die projektiven Inzi- 
denzaxiome erfillt sind. 
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[%, | Yi» Ye) [Pi, Be! Yu» Ye), 
[%, %| Bi, Bo) = [Ya 2 Ar Bel, 
[Pr By %, %2] [Yr V2 Sy» %]- 


Dies legt die Frage nahe, ob diese sechs Werte einander gleich sind, was 


jedenfalls dann der Fall ist, wenn allgemein fiir lineare Quadrupel 


(22) [%, &2| Jy, Bo] = [By By | m4, He] 
gilt. Wir wollen die Giltigkeit der Vertauschungsregel (22) in einer projek- 


tiven ebenen Geometrie priifen. Man iiberlegt sich leicht, daB (22) jedenfalls 
dann allgemein zutrifft, wenn in unserer Geometrie tiber die projektiven In- 
zidenzaxiome hinaus der Satz von Pappus-PAscal der Pascatsche § 
Denn dann lassen sich in der Geometrie in 
bekannter Weise Koordinaten (mit kommutativer Multiplikation) und Doppel- 
einfiihren. Betrachten Punkte 
einer Geraden g, so laBt sich eine Kette von Perspektivitaten 
Da Doppel- 


lgt aus der Gleich- 


(d.i atz 


fiir das Geradenpaar) giiltig ist 


verhaltnisse wir sodann vier verschiedene 


2p ? 
Hy, Ae nh» Pe 
konstruieren, welche a, in f,, % in PB, und f, in a, iiberfiihrt. 


verhaltnisse gegeniiber Perspektivitaten invariant sind, fo 
) 


heit D,(a,, %, 8;, Be) D,(B,, Be, %, %), daB auch P, in a, tibergeht. Weil 
sich ferner, wie schon in § 3 festgestellt wurde, der Wert des Symbols 
t,,%| B,, B.] bei Perspektivitaten 
ebenfalls nicht andert [vgl. (15)], 

so ergibt sich schlieBlich (22). 
Es ist von Interesse, daf} man 


diesen Beweis noch unter wesentlich 
schwacherenVoraussetzungen fiihrer 
kann. Die PAPPUS 
PascaLschen namlich 
die Voraussetzung lediglich 
Sonderfalles Satzes 
DESARGUES, des sog. Vierseitsatzes 


des 


kann 


Annahme 
Satzes 

durch 
des 


eines von 





ersetzt werden, der folgendermaBen 


formuliert werden 


Vierseitsatz. 


kann: 


Haben zwei voll 








standige Vierseite, etwa mit der 
Seiten g; und gj, 4 1,2, 3, 4 (vgl 
Fig. 8), zwei Gegenecken a; = aj, 
Xe, = @5, und eine nicht durch diese 
gehende Diagonale d, gemein, so schneiden sich die dritten Diagonalen 


d.i. d und d’ in Fig. 8) auf der durch das gemeinsame Gegeneckenpaa1 
16 


gehenden Diagonalen **) 
Wir behaupten nun: 


Satz 10. Wenn in einer ebenen Geometrie die projektiven Inzidenzaxiome und 
der Vierseitsatz giiltig sind, so ist bei jeder aus einer Ordnungsfunktion hervor- 
gehenden Trennbeziehung stets die Gleichumg (22) erfiillt. 

16) Dieser Satz besagt bekanntlich nichts anderes als die Unabhangigkeit der in Fig. 8 
enthaltenen Konstruktion des vierten harmonischen Punktes von der Wahl des Hilfs- 
vierseits. DaB der Satz wirklich schwiacher ist als der Satz von Desaraves, hat R. Mor 
FANG gezeigt [Hamb. Abh. 9, 207ff. (1933): Alternativkérper und der Satz vom voll 
staindigen Vierseit]. 
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Zum Beweis von Satz 10 haben wir zu zeigen, daB es auch lediglich unter 
Voraussetzung des Vierseitsatzes méglich ist, die Gerade g, welche die Punkte 
,, %, J, B, enthalt, so auf sich projek- or 
tiv abzubilden, daB hierbei «; in 8; und 
8; in a; tbergeht. Eine solche Kette von 
Perspektivitaten wird folgendermafen 
konstruiert (Fig. 9): Man wéahle eine 
durch f, gehende Hilfsgerade g’, auf die 
von einem Punkt o aus die Punkte 
1, %, By, Bo in a, a, Bi, Be projiziert 
werden. Dann ziehe man die Verbin- 
dungsgerade durch a, £, welche die 
Gerade durch o, a, «, in ¢, treffen mége. 
Die danach zu legende Verbindungs- 
gerade von f, und ¢, schneide die durch 
G, %, a, gehende Gerade A in t. Nach 
dem Vierseitsatz treffen sich dann die 
Verbindungsgeraden «}, 8, und t, «, in 7 s2 4, 
einem Punkte der Geraden oa, ,, etwa in mo 








,e- 


Nun schlieBt man unter wiederholter Anwendung von (15) folgendermaBen: 


[ a f a iT ol , " ‘i . ‘ rv e 
ay, | By, By] = [a, a | Bi, Bs Projektion von g’ auf h mit Zentrum ¢,, 


] 1 
i elaytht. + - 
lj Projektion von h auf g mit Zentrum ¢,. 


[B1, Bo| a, &: 
Damit ist (22) bewiesen. 
Wir fiihren hier noch einen Anordnungssatz an, den wir spiter bendtigen. 
Er handelt von harmonischen Quadrupeln und lautet: 


Satz 11. Wenn sich von vier Punkten «;, i 1, 2, 3, 4, einer Geraden j 
das Paar a, % zum Paar a, %, in harmonischer Lage befindet, und wenn h; 
fiir i = 1, 2, 3 eine mit a; inzidierende Gerade + j bezeichnet, so gilt fiir jede 


Ordnungsfunktion die Gleichung 
(23) hy (cg, &) Ao(c,, Hy) fag(H,, Hy) = [hy, Re | Hg, Xq] = [0, Hq | Og, Hy] - 

Die Voraussetzung der harmonischen Lage?’) soll natiirlich bedeuten, daB 
die Punktepaare «,, a» und «,, a, durch die bekannte lineare Konstruktion 
verbunden sind, wie es die Fig. 10 zeigt. Es geniigt, die Gleichung (23) fiir die 
in der Fig. 10 mit h,, h,, hg bezeichneten a 
Geraden zu beweisen, da sie dann aus 
der Geradenrelation auch fiir jede andere 
Wahl der h; folgt. An Hand der Fig. 10 
wird nun dreimal die Geradenrelation in 
folgender Weise angesetzt: 

hy(C) hy(ag) hg(l) hg(%e) = 1, 

ho(C) ho(a,) he(C) hs (a) # 

he(Z) he(ag) hy(C) Ay(a4) = 1. 
Multiplikation ergibt 








ay ay a2 aX; 
‘ig. 10. 
hy (aq) h(a) hg(a,, %) = hy (a4) ho(a,). Fig. 1 
17) Wir miissen den Ausdruck, daB sich zwei Punktepaare harmonisch ,,trennen™, ver- 


meiden, da das ,,Trennen“ bei uns durch die Ordnungsfunktion definiert ist und sich zwei 
Punktepaare in harmonischer Lage durchaus nicht in diesem Sinne zu trennen brauchen. 
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Fiigt man auf beiden Seiten noch h,(a,) A.(a,) hinzu, so erhalt man (23). 
Die geometrische Bedeutung von Satz 11 werden wir in §6 eingehend 
be sprechen. 
Wir kénnen iibrigens der Gleichung (23) auch die folgende 
(24) hy (ao, Xs) hig(ay, Og) Ag(x,, Hy) = [Aeg, hg | xy, Xe] = [Otg, ay | Hy, He] 
gegeniiberstellen, die sich unabhangig von Satz 10 mit Hilfe der in der Fig. 10 
mit hj, h, bezeichneten Geraden und des Punktes-7 durch viermalige An- 
wendung der Geradenrelation so beweist: 
hy(m) hy(a_) Rg(7) g(a) 
h(n) h(a.) Ag(r) Ag(a,) 
hy(y) hg(aq) hy(m) hy (as) 
hg (a,) hg (a) he(a,) he(a,) 
Durch Multiplikation folgt 


— eee 


hy (ae, Hy) Ag(a,, %3) = Ay(ay, He), 


was durch weitere Multiplikation beider Seiten mit h,(a,, a.) in (24) ibergeht. 
Der Vergleich von (23) und (24) liefert die uns schon bekannte Vertau- 
schungsregel 
[X4, He | Hy, Xe] = [arg Oy | H, Ae] 


wieder, die damit fiir zwei Punktepaare in harmonischer Lage ohne Benutzung 
des Vierseitsatzes bewiesen ist 


§ 5. Die Tragweite der Voraussetzungen. 
Um einen guten Uberblick tiber die Tragweite der Voraussetzungen, welche 
n einer Ordnungsfunktion liegen, zu erhalten, gehen wir so vor, da wir in 
der Geometrie Koordinaten einfiihren und zu ermitteln trachten, welche An- 
ordnung in dem Koordinatenbereich durch eine Ordnungsfunktion der Geo- 
metrie induziert wird. Die Konstruktion des Koordinatenbereiches geschieht 
in bekannter Weise durch Einfihrung einer Punktrechnung. Zu dem Zweck 


setzen wir die projektiven Inzidenzaxiome (etwa in der auf 8. 115 angegebener 
Fassung) als erfillt voraus. Nach Festlegung einer Geraden j sowie drei 
Punkte auf j, namlich des Nullpunktes o, des Einheitspunktes e und d 


Punktes werden durch die bekannten linearen Konstruktionen!*) eine Addition 
und Multiplikation fiir die von oo verschiedenen Punkte auf j definiert. Den 
damit erhaltenen algebraischen Bereich, dessen Elemente durch die Punkte 
+ co von j reprasentiert werden, nennen wir einen Koordinatenbereich'*) der 
Geometrie. 

In einem solchen Koordinatenbereich wird nun von jeder Ordnungsfunk- 
tion der Geometrie eine Anordnung induziert, die mit Hilfe der abgeleiteten 
Ordnungsfunktion zweiter Stufe bzw. des auf 8.115 eingefiihrten Trenn- 
symbols folgendermaBen definiert werden kann 

8) Vgl.z.B. G. Hessenperc: Acta Mathematica 29 (1905), 1ff., oder auch O. VEBLEN 
a. J.W.Youne: Projective Geometry (Boston 1916) Vol. 1, Chapter VI BIEBER- 
Bach, L.: Einleitung in die héhere Geometric (Leipzig 1933) Kap. I, § 4. 

%) Wir vermeiden die Bezeichnung ,,Ring“*, da unter unseren allgemeinen Voraus- 
setzungen die iblichen Rechengesetze durchaus nicht erfiillt zu sein brauchen. Auch 
wird der Koordinatenbereich i. a. nicht eindeutig bestimmt sein, kann z. B. von j abhingig 
sein, 
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Die von o verschiedenen Elemente des Koordinatenbereiches werden in 
zwei Klassen > o und < o eingeteilt durch die Vorschrift, daB 
(25) { a > o gleichbedeutend mit [o0, 0 |e,a]= +1, 

‘sd | a <o gleichbedeutend mit [o0, oo | e, «] = —1 
sein soll. 

Welche Eigenschaften kommen nun dieser induzierten Anordnung zu, 
oder praziser gefragt, wieviel von den Eigenschaften der reellen Anordnung 
finden sich wieder? Wir behaupten, daB im allgemeinen nur das Monotonie- 
gesetz der Multiplikation giltig ist, nicht aber das der Addition”). Daher 
wollen wir zuerst die Multiplikation auf das Monotoniegesetz hin priifen. Die 
iibliche Konstruktion, durch welche das Produkt zweier Punkte a, 8 + oo auf j 
definiert wird, ist in Fig. 11 wiedergegeben. Sie verlauft bekanntlich folgender- 
maBen: Man hat ein vollstandiges Viereck so zu legen, daB von ihm zwei 
Gegenseiten durch o und oo gehen (g und h in Fig. 11), zwei mit « und B 
inzidieren und eine fiinfte Seite mit ¢, dann schneidet die sechste Seite die 
Gerade g in dem gesuchten Punkt 
y = af. Die Konstruktion ist auf 
Grund der vorausgesetzten projek- 
tiven Inzidenzaxiome stets aus- 
fiihrbar. Indessen braucht sie nicht 
eindeutig, d. h. von der Wahl des 
Konstruktionsvierecks nicht unab- 
hingig zu sein, da wir die Giltig- 
keit des Satzes von DESARGUES, 
welche dies erst verbiirgt, nicht 
vorausgesetzt haben. Um diesem 0 € a2 Pf y=af J oo 
Mangel zu begegnen, wollen wir Fig. 11. 
die zur Konstruktion sonst will- 
kirlich zu wahlenden Hilfselemente festlegen. Das geschieht etwa durch feste 
Wahl dreier Seiten des zu konstruierenden vollstandigen Vierecks, namlich 
der Geraden g, h, k der Fig. 11. — Der Punkt « spielt, wie bekannt, die Rolle 
der Einheit bei dieser Multiplikation. Zu jedem a + 0, co gibt es ein Inverses 
a 1, das der Gleichung aa”? = e geniigt. 

Das behauptete Monotoniegesetz der Multiplikation wird dann durch die 
Gleichung 


(26) [g, h\e,a]-[g, hle, B] = [g, hl e, a B] 


ausgedriickt. Denn nach (25) folgt aus (26), da®B af dann und nur dann >o 
ist, wenn a und f entweder beide > o oder beide < 0 sind. Der Beweis von 


6; 








20) Es sei an die Postulate der reellen Anordnung erinnert. Ein algebraischer Kérper 
heiBt bekanntlich geordnet [vgl. E. ARTIN und O. Scurerer: Algebraische Konstruktion 
reeller Kérper. Hamb. Abh. 5 (1926), S. 86], wenn fiir seine Elemente eine Beziehung 
> 0 erklart ist, die folgende Eigenschaften besitzt: 

1. Fiir jedes Element des Kérpers gilt genau eine der Beziehungen a = 0, a > 0, 

—a 0; 

2. Mit bee 0, b > 0 gilt stets auch a + 6 > 0 (Monotoniegesetz der Addition) ; 

3. Mit a > 0,6 > 0 gilt stets auch a-b > 0 (Monotoniegesetz der Multiplikation). 

In unserem Fall miissen wir das Monotoniegesetz der Multiplikation ausfihrlicher 
formulieren wie weiter unten anschlieBend an (26), da die von einer Ordnungsfunktion 
im Koordinatenbereich induzierte Anordnung i. a. nicht der Disjunktion 1 geniigt. 
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(26) fiir irgend zwei Elemente «, 8 + 0, co ergibt sich durch mehrfache An- 
wendung der Geradenrelation an Hand der Fig. 11. Man liest ab: 


g(e) g(d_) me) m(d) : 
g(a) g(d,) m(a) m(d,) 
g(B) g(d_) n(B) n(d4) 


l 

l 

l 
g(a 8) g(d,) n(a B) n(d,) = 1, 

l 

I 

I 


’ 


m(6,) m(d,) n(d,) n(d_) 
h(e) h(a) m(e) m(a) 
h(B) h(a B) n(B) n(« B) 


Multiplikation aller dieser Gleichungen liefert nach Weglassen der doppelt auf- 
tretenden Faktoren die Relation 


g(e) g(a) g(B) g(a B) h(e) h(a) h( B) h(a B) # 
oder umgeformt 
g(e) g(a) h(e) h(a) g(e) g(f) h(e) h(B) = gle) g(a B) h(e) h(a B). 


Die letzte Gleichung ist aber unmittelbar gleichbedeutend mit der zu bewei- 
senden Forme! (26). 

Wir wollen eine Einteilung der von o verschiedenen Elemente unseres 
Koordinatenbereiches in zwei Klassen >o und <0, die dem Monotonie- 
gesetz der Multiplikation geniigt, eine Halbordnung nennen. Dann k6énnen 
wir unser Ergebnis auch so aussprechen: 


Satz 12. Hine Ordnungsfunktion induziert in jedem Koordinatenbereich der 
Geometrie eine Halbordnung. 

Natiirlich hat das Monotoniegesetz der Multiplikation zur Folge, daB fir 
jedes Element « +0 des Koordinatenbereiches « >o0, daher insbesondere 
auch e2 = e¢ > o gilt. Ferner ist mit « > o stets auch «~! > o und umgekehrt. 

Wenn fiir die Multiplikation im Koordinatenbereich das Assoziativgesetz 
giiltig ist, also die Elemente + o eine Gruppe & beziiglich der Multiplikation 
bilden, dann gewinnt das Monotoniegesetz der Multiplikation die Bedeutung 
daB die Elemente « > o eine Untergruppe § vom Index | oder 2 in & bilden 
Der Fall des Index | tritt natiirlich nur ein, wenn alle von o verschiedenen 
Elemente > o sind; wir sprechen in diesem Fall von der trivialen Halbordnung 
Im andern Fall, wenn die Halbordnung nicht trivial ist, bilden die Elemente 

o die einzige Nebengruppe von §. Die Existenz einer nichttrivialen Halb- 
ordnung ist also gleichbedeutend mit der Existenz einer Untergruppe § vom 
Index 2 (die automatisch alle Quadrate enthalt). 

Die Frage, ob die von einer Ordnungsfunktion im Koordinatenbereich 
induzierte Halbordnung noch weitere, tiiber das Monotoniegesetz der Multi- 
plikation hinausgehende Eigenschaften besitzt, ist im allgemeinen zu ver- 
neinen. Denn es gilt umgekehrt: 


Satz 13. ede Halbordnung eines Koordinatenbereiches einer projektiven 
Geometrie wird von einer geeigneten Ordnungsfunktion induziert. 

Es sind also nicht besondere Halbordnungen, die als induzierte von Ord- 
nungsfunktionen auftreten, sondern alle kommen vor. Der Nachweis dieser 
Behauptung gestaltet sich indessen unter der bloBen Voraussetzung der ebenen 
projektiven Inzidenzaxiome schwierig. Daher sei es gestattet, den Beweis 
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hier dadurch zu erleichtern, da} wir in unserer ebenen projektiven Geometrie 
die Giltigkeit des Satzes von DESARGUES annehmen. Dann wird der Ko- 
ordinatenbereich der Geometrie zu einem eindeutig bestimmten Kérper 
(i. a. Schiefkérper), und wir kénnen in unserer Geometrie ein projektives Ko- 
ordinatensystem einfiihren, in dem die Punkté durch rechtshomogene*) Ko- 
ordinatentripel (2, 2,, 2_) dargestellt werden und die Geraden entsprechend 
durch homogene lineare Gleichungen 


97 l . » . 
) UpXo UX, UoXe 0, 


bzw. durch deren linkshomogene Koeffizientenvektoren {wp , u,,u,}. Die 
Gleichung (27) ist die Inzidenzbedingung fiir den Punkt « = (2, 2,, x.) und 
die Gerade g = { Uo, Uy, Ue}. 

Nun sei uns in & eine bestimmte Halbordnung gegeben, d.h. eine Ein- 
teilung der Kérperelemente + 0 in zwei Klassen >0 und < 0 derart, dafi 
«§ dann und nur dann > 0 ist, wenn « und f entweder beide > 0 oder beide 

<0 sind. Dazu haben wir dann in der Geometrie eine Ordnungsfunktion zu 
finden, die zu der gegebenen Halbordnung in der von Satz 13 verlangten 
Beziehung steht. Das geschieht auf folgende Weise. 

Wir denken uns unter allen Koordinatenvektoren eines Punktes « einen 
bestimmten ausgewahlt, den wir mit r, bezeichnen. Desgleichen sei mit uy, 
ein bestimmt ausgewahlter Koordinatenvektor der Geraden h bezeichnet. 
Nach Festlegung dieser Zuordnungen «— t,, h—> u, fiir alle Punkte und 
Geraden wird der Wert der zu definierenden Ordnungsfunktion h(«) = + l, 

1 oder 0 gesetzt, je nachdem bei der gégebenen Halbordnung das, Skalar- 
produkt u,t, > 0, < 0 oder 0 ist, also: 


| 1-1, wenn u,r, > 0, 
(28) h(a) —I, wenn u,r, <0, 
0, wenn u,t, = 0. 


Die so gewonnene Ordnungsfunktion h(a) ist durch die Halbordnung 
noch nicht eindeutig bestimmt; denn sie haingi ja auBerdem von der be- 
nutzten Normierung (Auswahl) der Koordinatenvektoren r,, u, ab. Wohl aber 
ist die aus h(a) abgeleitete Ordnungsfunktion zweiter Stufe eindeutig bestimmt! 
Denn der Wert 


(29) [g,h a, B] = g(a) g(B) h(a) h(f) 
héngt ja nach (28) nur davon ab, ob von den vier Skalarprodukten 
UgEa> Ugle, Unlar Unlp 


eine gerade Anzahl < 0 ist oder nicht. Diese Anzahl wird aber nach dem 
Monotoniegesetz der Multiplikation héchstens um eine gerade Zah] verandert, 
wenn einer der Vektoren mit einem Faktor 4 multipliziert wird (beispielsweise 
t, durch r,/ ersetzt wird). Daher andert sich nach (28) der Wert (29) bei einer 
Umnormierung der ausgewahlten Koordinatenvektoren nicht. 

Fir unsere Ordnungsfunktion A(a) ist noch die Geradenrelation zu 
erweisen. Es seien daher g, h zwei Geraden mit dem Schnittpunkt o und a, 8 


#1) Das soll bekanntlich heifen, daB (x9, x, ,x,) und (Y, ¥,, Ye) dann und nur dann 
denselben Punkt darstellen, wenn es ein Kérperelement A + 0 gibt, das die drei Gleichungen 
xj = yA, i= 0, 1,2 befriedigt. Die Unterscheidung zwischen rechtshomogen und links- 
homogen ist notwendig, da & im allgemeinen ein Schiefkérper ist. 


g* 
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zwei Punkte, die mit o in einer Geraden liegen (aber nicht mit g, h inzidieren). 
Da die Geradenrelation eine Aussage iiber die abgeleitete Ordnungsfunktion 
zweiter Stufe darstellt, kénnen wir die Koordinatenvektoren u,, uy, £,, f2, Lg 


nach Belieben umnormieren. Wir machen davon Gebrauch, indem wir an- 
nehmen, daB fiir die drei in einer Geraden liegenden Punkte o, «, f gilt: 
to te ~ Ig 

Die Inzidenzbedingungen u,r, = u,r, = 0 liefern dann die Gleichungen 
(30) u,t, Ujtg, Unla U,X,- 
Hieraus ersehen wir, daB von den vier Skalarprodukten (30) eine gerade An- 
zahl < 0 ist, woraus nach (28) 

[g, h| a, B] = g(a) g(f) h(a) h(B) = 1 
folgt, wie es die Geradenrelation verlangt. 

SchlieBlich ist noch zu zeigen, daB unsere durch (28) definierte Ordnungs- 
funktion ihrerseits im Kérper & gerade wieder die gegebene Halbordnung 
induziert gemaB der Vorschrift (25). Um allerdings (25) anwenden zu kénnen, 
haben wir erst eine Gerade j und auf ihr die drei Grundpunkte 0, e, co und zwei 
durch 0, co gehende Geraden g, h + j festzulegen. Wir wahlen etwa 


7 = {0,0,1} e= (1,1,0) =¢z,, 
(31) o=(1,0,0)=—2£,, « (0, 1, 0) - 
g={0,1L0}=—u, 4=({1,0,0} = wy, 


wo 0 und I die Null und die Einheit des Kérpers 8 bezeichnen. Wir identi- 
fizieren dementsprechend den Punkt « von j mit dem Kérperelement a, wenn 
(32) a = (I, 4,0) = £, 
ist, und haben gem&B (25) zu zeigen, da®B a in der gegebenen Halbordnung 
-0 oder <0 ist, je nachdem [o, © | ¢, «] + 1 oder = —1 ausfallt. Das 
ist einfach nachzurechnen, wobei wir die durch (31) und (32) gegebene Nor- 
mierung der Koordinatenvektoren benutzen kénnen, da das Trennsymbol 
[o, co | €, a] wie die abgeleitete Ordnungsfunktion zweiter Stufe von der Aus- 
wahl der Koordinatenvektoren nicht abhingt. Es ergibt sich 


ut, 1, Uf, = G4, Ugh, 1, wu,t, A 
so daB wegen I >0O nach (28) in der Tat 
[o, co |e, a] = gle) g(a) h(e) h(x) 


gleich + 1 oder —1 wird, je nachdem a >0O oder <0 ist. Damit ist der 
Satz 13 unter der Voraussetzung, daB in unserer projektiven Ebene der Satz 
von DESARGUES giiltig ist, bewiesen. 

Nun ist klar, daB die von Ordnungsfunktionen induzierten Halbordnungen 
im aligemeinen das Monotoniegesetz der Addition nicht erfiillen und auch der 
in FuBnote 20 auf 8.123 angegebenen Disjunktion 1 nicht gehorchen. Um 
Beispiele dafiir zu erhalten, brauchen wir wegen Satz 13 nur Halbordnungen 
eines Kérpers ins Auge zu fassen, die diese Eigenschaften nicht besitzen. So 
ist bei der im Primkorper der Charakteristik 5 durch 


li>o, 2<0, 3<90, 4>0 








m 
n 


sO 
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gegebenen Halbordnung einerseits sowohl 1 als auch —1 > O, andererseits 
i1+1=2 <0. Bei der nichttrivialen Halbordnung des Primkérpers der 


Charakteristik 7, namlich 
l>o, 2>0, 4>0 


6<0, 5<0, 3< 


’ ~ 


’ 


0, 


trifft wenigstens die Disjunktion ,,entweder a > 0 oder —a> 0“ fiir alle 
Elemente a + 0 zu. 

Einen Eindruck von der Vielgestaltigkeit der durch Ordnungsfunktionen 
vermittelten geometrischen Anordnungen erhélt man, wenn man beispiels- 
weise die Halbordnungen des Kérpers der rationalen Zahlen betrachtet. Sie 
sind leicht angebbar. Man hat zunachst fiir —1 und jede positive Primzahl p 


willkiirlich festzulegen, ob sie > 0 oder 0 sein soll; sodann wird bei der 
. r a OF « y . . 
rationalen Zahl r = ;- +0 Zahler und Nenner in Primfaktoren zerlegt, etwa 
J 
(33) a +P, De---Pe, C= 9---%; 
und r > 0 oder <0 gesetzt, je nachdem ob unter den Faktoren 1, p, Gi 


aus (33) eine gerade Anzahl < 0 ist oder nicht. 

Jede solche Halbordnung liefert in der zum Ké6rper gehérigen Geometrie 
nach dem Verfahren (28) Ordnungsfunktionen und damit auch Zwischen- und 
Trennbeziehungen mit so weitgehenden Anordnungseigenschaften wie sie aus 
den vorangegangenen Paragraphen ersichtlich wurden. Insbesondere erhalt 
man so auch in der gewdhnlichen reellen projektiven Geometrie aus der 
natiirlichen Anordnung der reellen Zahlen fiir alle eigentlichen und uneigent- 
lichen Elemente erklarte Zwischenbeziehungen, die bei passender Normierung 
der Koordinatenvektoren Fortsetzungen der natiirlichen affinen Zwischen- 
beziehung sind 


§ 6. Die linearen Anordnungseigenschaften. 


Es liegt in der Natur der Ordnungsfunktionen, da8 durch sie zunachst die 
,ebenen“ bzw. ,,hdherdimensionalen‘‘ Anordnungseigenschaften erfaBt werden 
und sich in dieser Hinsicht die aus den Ordnungsfunktionen hervorgehenden 
Anordnungen mit der Anschauung weitgehend decken; hingegen sind ihre 

linearen** Eigenschaften (d. h. die Anordnungsbeziehungen der Punkte einer 
Geraden unter sich) noch erheblich allgemeiner und halten sich ohne zusitz- 
liche Voraussetzungen noch nicht in den engen Grenzen, die etwa durch die 
Hitpertschen Anordnungspostulate gezogen sind. Uber diese linearen An- 
ordnungseigenschaften der aus den Ordnungsfunktionen entspringenden 
Zwischen- und Trennbeziehungen soll jetzt noch einiges gesagt werden. In 
Erinnerung an das Hi_Bertsche Axiom II, 3 (vgl. 8.115, FuBnote 13!) riicken 
wir dabei die Frage in den Vordergrund, wieviel Zwischenlagen bei drei Punkten 
einer Geraden und wieviel Trennlagen bei vier Punkten auftreten kénnen. 
Die hierfiir iberhaupt vorhandenen Méglichkeiten lassen sich klar umreifen 
(vgl. Satze 14 und 15). Darauf fuBend stellen wir schlieBlich noch durch die 
Annahme des genannten HiILBERTschen Axioms den Anschlu8B an die volle 
, reelle‘‘ Anordnung mit den hier gebotenen Mitteln her. 

Unserer Absicht entsprechend betrachten wir drei verschiedene Punkte 
%1, %, % einer Geraden j und drei Geraden h; +7, i = 1, 2, 3, derart, dab 
h; mit a; inzidiert. Bei der natiirlichen Anordnung der anschaulichen 
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Geometrie wiirde in Ubereinstimmung mit dem eben erwahnten H1LBERTschen 
Axiom II, 3 von den drei Werten 


(34) hy (Hq, %3), Ro(a,, %), g(a, X) 


einer und nur einer gleich —I sein. Wie verhalten sich aber diese Werte bei 
einer beliebigen Ordnungsfunktion ? Die Antwort auf diese Frage liegt schon 
in Satz 11 bereit. Um ihr eine méglichst einfache Fassung geben zu kénnen, 
wollen wir in unserer ebenen Geometrie iiber die projektiven Inzidenzaxiome 
hinaus den Satz von DESARGUEs als giiltig voraussetzen. Dann lassen sich 
zwei (auf derselben oder verschiedenen Geraden liegende) harmonische Qua- 
drupel stets durch eine Kette von Perspektivitéten ineinander iiberfihren, 
und daher zeigen alle harmonischen Quadrupel dasselbe Anordnungsverhalten 
bei einer aus einer Ordnungsfunktion entspringenden Trennbeziehung, da 
diese ja invariant gegeniiber Perspektivitaten ist (§ 3). Wenn sich also ein- 
mal zwei Punktepaare in harmonischer Lage trennen (im Sinne einer solchen 
Trennbeziehung), dann gilt dasselbe fiir alle Punktepaare in harmonischer 
Lage, auf welcher Geraden sie auch immer liegen. In diesem Fall wollen wir 
die Ordnungsfunktion harmonisch nennen. Im andern Fall dagegen, in dem 
sich zwei Punktepaare in harmonischer Lage niemals trennen, sprechen wir 
von einer anharmonischen Ordnungsfunktion. 

Nun steht auf der rechten Seite der Forme! (23) aus Satz 11 ein harmonisches 
Quadrupel. Daher nimmt die rechte Seite dieser Gleichung fiir eine harmo- 
nische Ordnungsfunktion stets den Wert 1 an, fiir eine anharmonische aber 
immer den Wert +1. Da andererseits auf der linken Seite von (23) gerade 
das Produkt der drei Werte (34) steht, so liefert (23) auf unsere jetzige Frage 
unmittelbar die folgende Antwort: 

Satz 14. Bei einer harmonischen Ordnungsfunktion ist stets eine ungerade 
Anzahl der drei Werte (34) gleich —1, bei einer anharmonischen Ordnungsfunk- 
tion immer eine gerade Anzahl. 

Eine entsprechende Aussage ergibt sich fiir die Anzahl der méglichen Trenn- 
lagen bei einem linearen Punktequadrupel. Um diese zu erhalten, haben wir 
nur zu den drei Punkten «,, a, «, irgend einen von ihnen verschiedenen vierten 
Punkt a, auf j, sowie eine mit a, inzidierende Gerade hy +7 hinzuzunehmen 
und (23) mit der Identitat 

ho( aq, %y) Ag(a,, 3) A(x, &) = 1 
zu multiplizieren. Dann folgt 
[Pigs hy, | Hg, Hy] * [Ag hg | %, %y] > [heo, hy | %, XQ] [ay, Hy Hg, Hy], 


oder anders geschrieben 


(35) [oXq, Oy | Oy, Og] * [tq, Oe | Hy, Hg] * [Aq Oy | Oy, Oy] )> 
wobei fiir eine harmonische Ordnungsfunktion stets 7 = —1, fir eine an- 
harmonische 7 + 1 gilt. Wir ersehen daraus: 


Satz 15. Sind a», «,, %, % irgend vier verschiedene Punkte einer Geraden 
und bezeichnet Z die Anzahl derjenigen unter den Trennsymbolen 


(36) [Otg, Oy | Hg, Ag], [Og Xe | Oy, Ag],  [g, Og | Oy, Ke], 


welche = —1 sind, so ist bei einer harmonischen Ordnungsfunktion stets Z = 1 
oder 3, bei einer anharmonischen Ordnungsfunktion hingegen stets Z = 0 oder 2. 


Uj 
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Dies ist natiirlich nicht so zu verstehen, daB bei der einen harmonischen 
Ordnungsfunktion Z 1, bei einer andern Z = 3 eintritt, vielmehr werden 
im allgemeinen bei ein und derselben harmonischen Ordnungsfunktion die 
Falle Z l und Z 3 beide auftreten. Gleicherweise wird i. a. bei einer 
anhar nonischen Ordnungsfunktion Z = 0 und Z = 2 gleichzeitig vorkommen. 
Das zeigen schon die Beispiele aus §5. Die Frage liegt nahe, wann Z bei 
einer Ordnungsfunktion immer denselben Wert hat. Wir werden auf diese 
Frage hier nur noch in dem wichtigsten Fall Z 1 eine Antwort geben. Zur 
Vorbereitung dessen beweisen wir zundchst noch einen Anordnungssatz iiber 
die Addition. 

Wir denken uns wie in § 5 zur Einfiihrung eines Koordinatenbereiches in 
unserer ebenen projektiven Geometrie eine Gerade j und auf ihr drei Punkte 
0, €, co fest gewahlt. Sodann be- 
trachten wir die Addition der von 
© verschiedenen Punkte auf 7, die 
durch die bekannte, in Fig. 12 dar- 
gestellte Konstruktion vermittelt 
wird. Hierbei ist ein vollstandiges y, 
Viereck so zu legen, dai ein Gegen- 
seitenpaar (A und / in Fig. 12) 
durch den Punkt o geht, ein wei- 











teres (s undt) durch « und f, wih- ; 
° ’ ° 2 a = oo 
rend von dem dritten Gegenseiten- B yna+p J 


“aa Fig. 12 
paar die eine Seite durch o geht, . 


wonach die letzte den Punkt « + 8 = y auf j bestimmt. Dann behaupten 

wir, daB fiir y + o immer die Gleichung 

(37) [o, 0 Y, a] [o, B y, 0 | 

gilt. Der Beweis ergibt sich durch sechsmalige Anwendung der Geraden- 

relation. Man liest an Fig. 12 ab: 
m(y) m(d) h( y) h(d) 
m(a) m(n) h(a) h(n) 
n(y) n(0) t(y) t(0) 
n(co) n(y) too) t(y) 
m(0) m )) n(d) ni? 


h(d) h(n) t(d) t(y) 


j 


eee 


Multiplikation ergibt 
m(y) m(a) h(v) h(a) n(y) n(co) t(y) too), 
was nach (12) mit (37) gleichbedeutend ist. 

Die Gleichung (37) ist ein fiir jede Ordnungsfunktion giiltiger Anordnungs- 
satz iiber die Addition. Denn diese Formel macht eine Aussage iiber die 
relative Lage der ,,SSumme“ y a -+ 6 zu ihren Summanden «, 8 und zu den 
festen Punkten 0, co. Wir benutzen (37) nur noch im Fall 7 e (d. i. die Ein- 
heit unseres Koordinatenbereichs), so daB wir 8 = ¢e—« schreiben kénnen 
und (37) tibergeht in 


~ 


(38) [o, co | €, a] = [o,e — a |e, co]. 
Nun erst nehmen wir die Voraussetzung Z 1 oder vielmehr nur, was fiir 
unsern Zweck geniigt, Z <1 hinzu, machen also die Annahme, daB bei der 
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betrachteten Ordnungsfunktion die in Satz 15 definierte Zahl Z stets, d.h. 
fiir jedes lineare Punktquadrupel < 1 sei. Dann sind wir insbesondere sicher, 
daB von den drei Werten 

(39) [o,cole,e—a], f[o0,e€|co,e—a], [o,e—ale, o] 

héchstens einer — | ist. 

Jetzt ziehen wir noch die von unserer Ordnungsfunktion im Koordinaten- 
bereich induzierte Halbordnung in Betracht. Wenn dann « ein Punkt mit 
a <0, d.h. nach (25) mit 

[o, co|e, a] —| 
ist, so miissen wegen (38) die beiden ersten der Trennsymbole (39) notwendig 
den Wert +1 haben; insbesondere gilt also 
[o, co | &,e— a] +1, 
d.h. e—-a>0O. Wir haben damit: 

Satz 16. Wenn bei einer Ordnungsfunktion die in Satz 15 definierte Zahl Z 
fiir alle linearen Quadrupel < | ist, so gilt fiir die im Koordinatenbereich indu- 
zierte Halbordnung, dap aus « < 0 immer e — « > 0 folgt. 

Diese Eigenschaft 
(40) a<0O0-e—a>0 
ist ein Ersatz fiir das Monotoniegesetz der Addition. Wie das letztere aus (40) 
folgt, wenn der Koordinatenbereich ein Kérper?*) und die Halbordnung nicht 
trivial ist, sei noch rasch gezeigt. Wir schreiben dann | statt «. Zundachst 
ergibt sich aus (40) und dem Monotoniegesetz der Multiplikation fiir ein 
a <0 und also auch «=!< 0: 


I—a>0, 1—a?>0O, 


(l—a) *(11l—a Ha=——I1<0. 
Es sei schlieBlich « >0, 8 >0. Man bestimme A so, daB —aiA= 86 wird, 
was wegen —1< 0 notwendig 4 <0 bedingt (Monotoniegesetz der Multi- 


plikation!). Folglich ist 1— A> 0 und daher wird 
a(l—A)=a—aid=a+ff>d. 
Das ist das Monotoniegesetz der Addition (vgl. 8. 123, FuBnote 20). 

Eine Ordnungsfunktion, die der Bedingung Z < 1 fiir alle linearen Qua- 
drupel geniigt und deren abgeleitete Ordnungsfunktion zweiter Stufe den 
Wert —1 mindestens einmal annimmt, induziert demnach im Koordinaten- 
kérper der Geometrie eine Halbordnung mit allen Eigenschaften der reellen 
Anordnung; es ergibt sich daraus, daB dann stets Z = | ist fiir alle linearen 
Quadrupel. 


#2) Auch wenn der Koordinatenbereich kein K6rper ist, la8t sich aus (37) und der An- 
nahme Z = 1 das Monotoniegesetz der Addition beweisen. 


(Eingegangen am 9. Oktober 1948.) 


Ln- 


Math. Annalen, Bd. 121, 8S. 131—140 (1949). 


Ein Satz iiber ganzwertige Funktionen 
als Prinzip fiir Transzendenzbeweise. 
Von 


THEODOR ScHNEIDER in Géttingen. 


§ 1. Ergebnisse. 

Unter einer ganzwertigen Funktion f(z) werde eine Funktion verstanden, 
die fiir vorgegebene Werte der Veranderlichen z ganzzahlige Funktionswerte 
annimmt. Dabei sind fiir die Stellen z, an denen f(z) ganzzahlig ist, keinerlei 
arithmetische Voraussetzungen gemacht, wie es bisher bei dem Begriff der 
ganzwertigen Funktion vielfach iiblich war. 

G.-Pétya veréffentlichte als erster wichtige Ergebnisse iber ganzwertige 
Funktionen, indem er zeigte*): 

Es sei f (z) eine ganze transzendente, ganzwertige Funktion und M(r) = 
Max (/f(z)'). Nimmt f(z) fir z=0,1,2,... ganzrationale Funktionswerte 
sf 


an, so ist lim M (r)2-* > 1. — Ferner: Gibtesein k>0, daB M(r)-2-"-r-* 


rT—> oo 
fiir r>1 beschrankt bleibt, so folgt aus‘der Ganzzahligkeit von f (0), f (1), 
f(2),..., daB f(z) = P(z)-2% 4- Q(z) ist, wobei P(z) und Q(z) Polynome 
in z bedeuten 

SchlieBlich untersucht P6LYA ganze Funktionen f(z), die an allen Stel- 


len z =0,+1,+2,... garizzahlige Werte annehmen, und beweist: Ist 

— 3 . , ! . . . 

lim Mr) | af | V5” so muB f(z) ein Polynom sein; bleibt hingegen 
a — ~ 

, (3—)5)\’ _, , :, 

U(r) | } 9 fir r>1 und jedes k>O beschrankt, so hat f(z) die 


Gestalt 
} (2) P(z)I a } + Q(z) } i R (2) 


wobei P(z), Q{z) und R (z) Polynome bezeichnen. 

F. CARLSoN®*), A. SELBERG*) und ganz besonders C. P1sor‘), 5) erweiterten 
und verscharften die Pétyaschen Aussagen. Sie beschaftigten sich jedoch 
simtlich nur mit den beiden Spezialfallen, daB die Funktionswerte von f (z) 
genau an den Stellen z = 0,1,2,..., bzw. z = 0,41, +2,... ganzzahlig seien. 

Als Ausdehnung der Resultate von P6LyA in anderer Richtung kénnen 
Untersuchungen von 8. Fukasawa und A. GELFoND aufgefabt werden. 

FuKASAWA®) fordert, da eine ganze Funktion f(z), wenn z alle ganzen 


Zahlen des Gaussschen Korpers & (i) durchlauft, Funktionswerte annimmt, die 


1) Pétya, G:: Nachr. Ges. Wiss. Géttingen 1920, 1—10. 
Carson, F.: Math. Z. 11, 1—23 (1921). 

3) Secpera, A.: Arch. Math. 44, 45—52 u. 171—181 (1940). 

4) Prsor, C.: Jber. DMV. 42, 95—102 (1942). 

5) Prsor, C.: C.r. Paris 222, 988—990 u. 1027-—1028 (1946). 

6) Fukasawa. S.: Tohoku J. 27, 41—52 (192¢ 
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in k(i) ganze Zahlen darstellen, und zeigt dann: Ist lim M(r) er? <1 mit 

Bea = 1,470 ..., so ist f(z) ein Polynom. Ein entsprechendes 
919 + 27/5 

Ergebnis erzielt er, wenn fiir alle ganzen Zahlen z des Kérpers der dritten 

Einheitswurzeln f (z) in diesem Kérper ganz ist. 

GELFOND’) verbessert unter den gleichen Voraussetzungen die FUKASAWA- 
sche Abschatzung fiir 8, indem er nachweist: Durchlauft z die ganzen Zahlen 
des Gaussschen Kérpers und nimmt f(z) dabei ganzzahlige Werte in diesem K6r- 
per an, so wird f(z) ein Polynom, wenn M (r) <= e®” und a, < « = ai\2 

2ll+e = 
ist. Bei Ausdehnung des Begriffs der Ganzwertigkeit auf die ganzen Zahlen 
eines beliebigen imaginarquadratischen Kérpers fiir alle ganzzahligen z aus 
dem gleichen Korper erhalt er ein analoges Resultat. Er wendet dann die 
zum Beweis dieser Satze entwickelte Methode an, um mittels derselben einen 
Transzendenzbeweis fiir e* = (— 1)—‘ und allgemeiner fiir a® mit algebraischem 
a +0,1 und imaginérquadratischem Exponenten zu fihren®). 

Die Ideen dieses GELFONDschen Transzendenzbeweises und einer fast 
gleichzeitig erschienenen Arbeit von C. L. Sreaet®): ,,Uber einige Anwen- 
dungen Diophantischer Approximationen“, wirkten sich auf Transzendenz- 
untersuchungen, die seit den beriihmten Ergebnissen von HERMITE und 
LINDEMANN keine gréBeren ergebnismaSigen Fortschritte gezeitigt hatten, 
sehr fruchtbar aus. Es wurden aber in der Folgezeit nicht nur bemerkenswerte 
Transzendenzergebnisse gefunden, sondern auch die Beweismethoden ge- 
stalteten sich zusehends systematischer und damit durchsichtiger. Wie der 
Transzendenzbeweis von GELFOND®) aus einer gewissen Verallgemeinerung 
eines Satzes iiber ganzwertige Funktionen’) hervorgeht, so beruhen die spa- 
teren Transzendenzbeweise zumeist auch darauf, daf entsprechende Siatze 
iiber ganzwertige Funktionen gelten. Es ist daher erstaunlich, daB auBer den 
genannten Arbeiten iiber ganzwertige Funktionen kaum allgemeinere Re- 
sultate iiber diesen Gegenstand bekannt geworden sind *). Lediglich ein spe- 
zielles Ergebnis von GELFOND aus dem Jahre 1932 sei in diesem Zusammen- 
hang noch erw&hnt!®), das lautet: f (z) sei eine ganze Funktion, ¢ eine positive 
ganze Zahl und es seien die Ausdriicke f (¢") fir n >0O ganze Zahlen. Gilt 

log* r 1 
dann M(r)<e(r)-e4-logt -r 2, lime(r) =0, so ist f(z) ein Polynom. 
f-—> c 

Versucht man, Satze iiber ganzwertige Funktionen, auf denen viele der 
seit dem Jahre 1929 gefundenen Transzendenzbeweise in ihren Grundziigen 
beruhen, zu formulieren und allgemein und umfassend auszusprechen, so stellt 
man fest, daB man einen einzigen Satz aufstellen kann, aus dem durch geeignete 
Spezialisierungen die meisten bekannten Transzendenzergebnisse fast un- 
mittelbar zu folgern sind. Dieser Satz enthalt eine Aussage iiber ganzwertige 
Funktionen, aus der speziell die folgenden Resultate hervorgehen 

7) Getronp, A.: Téhoku J. 30, 280—285 (1929). 

8) Getronp, A.: C. r. Paris 189, 1224—1226 (1929) 

®) Srecer, C. L.: Abh. preuB. Akad. Wiss., Berlin, Nr. 1 (1929). 

10) GeLFonb, A.: Rec. math., Moscou 40, 42—47 (1933) 

*) Zusatz bei der Korrektur: Inzwischen erschien in Duke math. Journ. 15, 879—-891 
1948) eine Arbeit ,,Integral valued entire functions‘ von R.CreicHToN Buck, in der 
weitere Ergebnisse tiber an den Stellen <z 0, 1,2,... ganzwertige Funktionen ent- 
halten sind. Dort finden sich auch weitere Literaturhinweise. 
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Satz I. Es seien f(z) baw. g(z) ganze Funktionen der Wachstumsordnungen 
ft, bzw. pe, d. h. es seien 


log log Max | f (z) log log Max |g (z) 
lim — t ,, lim Ase Me - 
R-— co log R Rc log R ; 
~ . : : g, ° im 
Ci, Co, --->Oms--- bezeichne eine unendliche Zahlenfolge. Mit zp as 
{m) { m } 2 . : . . ‘ 
Zz; =%,..., 2, = 2, médgen die voneinander Verschiedenen unter den Zah- 
len ¢,,0,---,¢,, benannt werden, und die Vielfachheit von z, in ¢,, fs, ...,C,, 
’ k 
: {m} p oy , . . . 
heiBe I, +-1 =1, +1. Dann ist » (l, + 1) =m. Nun seien fiir jedes m die 
x=0 
Funktionswerte f(z,), g(z,) (x =0,...,%) und die Werte der Ableitungen 
von f(z) und g (z) 
d’* f(z d* a( A = ~ 
fe) | f(z), —<O% 9” (z,) | ‘ 
dz jz = 2» dz” gust, MA ee 
ganzrationale Zahlen. Es werde Maxl, mit 1 bezeichnet und /< = 
(= 0 k) = log m 
' . es a ° a ° 
vorausgesetzt. r sei das Minimum der Langen der Radien aller Kreise um 
den Koordinatenursprung, die die Stellen zp, ...,z, der komplexen Ebene 
enthaiten. Mit der Bezeichnung 
: log m 
a lim 
nay Sane 


lautet dann die Behauptung: 

Ist “, + Mf, < a, so sind f(z) und g(z) voneinander algebraisch abhangig. 

Ein Spezialfall hiervon liegt vor, falls eine der beiden Funktionen, etwa 
g (z) identisch mit z ist. Es folgt dann uw, = 0, und mit uw, = mw besagt der 
Satz: Wenn u < «, so ist f (z) ein Polynom. 

Satz I l4Bt sich wie folgt auf n Funktionen ausdehnen: 


Satz II. Es seien n ganze Funktionen f,(z),..., f,(z) der Wachstums- 
ordnungen j,,..., #, gegeben mit der Eigenschaft, da® die Werte der Funk- 
tionen und ihrer Ableitungen 


{(z,) (A=0,...,8.; « =0,...,8; » =1,...,%) 


aA 
ganze rationale Zahlen seien. Z,...,2z,; m; l; r und « mégen die gleichen 


Bedeutungen wie in Satz I haben. Ist nun ht ame 7 + 4m ~ % so sind 


die n Funktionen f, (z), . . ., f, (z) voneinander algebraisch abhangig. 

Bevor wir die Aussage, von der Satz I und Satz II Spezialfalle sind, for- 
mulieren, sollen noch einige Bezeichnungen eingefiihrt werden. Mit K werde 
ein fester algebraischer Zahlkérper vom Grade s bezeichnet. Ist A eine Zahl 
aus K, so soll [4] das Maximum der Betrage von A und dessen simtlichen 


ry . ° } {m . ° . . 
Konjugierten bedeuten. 2)”' = 2p, .. ., 2% ) — 2, seien wieder die voneinander 
Verschiedenen unter den Zahlen ¢,,...,¢,, und r der Minimalradius eines 


Kreises um den Koordinatenursprung, der 2p, . . ., z, enthalt. Ip,...,4, undl 
seien ebenfalls wie in Satz I erklart. Dann lautet der allgemeinere 


Satz III. Gegeben seien n ganze oder meromorphe Funktionen f, (2), 
}, (z). Die simtlichen Ausdriicke 
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fr? (z,) (A=0,...,8,; «=0,...,b; »=1,..., 2) 
seien algebraische Zahlen aus K. H, (z,) seien solche ganzrationale positive 


=0,...& 
Zahlen, da8 fir alle 4=0,...,1, die Produkte H, (2,) - 2 (z,) (*=) 


” y=], a 


. r, ° , . + . m 
ganze algebraische Zahlen in K sind. Es sei l< und 
oO 


gm 
3 log m 
(1) lim ee 
™m—> Co og 7 
Die Funktionen f, (z) (» 1,...,%) sollen, sofern sie ganz sind, die Wachs- 


tumsordnungen yz, besitzen, und sofern sie meromorph sind, gebe es fiir jedes 
y eine ganze Funktion G,(z) der Wachstumsordnung yp, derart, daB G, (z) f (z) 
ganz ist und ebenfalls die Wachstumsordnung yw, hat. Es werde gefordert 


’ 


a ee oe 
(2) My Bn. mn. 
n—I 


[ly ° ° 
Daraus folgt « >0, und nun nenne ~™ nH. (v l,...,”). Mit diesen 7, 
a 
sollen die folgenden Ungleichungen gelten: 


log log Max (|G, (z,)}—) 


ne x= 0,...,k 


(3) lim S7, (y =1, n) 
log m 
und 
log log Max | f(z) » A, (zx)} 
a x =0, k 
lim ah be v=] n 
*) m —> 00 log m =1, \ pd GO 


Dann, so wird behauptet, sind f, (z), . . ., f, (z) voneinander algebraisch abhangig. 
Ist insbesondere f, (z) = f*—-(z) (vy =1,...,m), und wird eine geniigend 


hohe Vielfachheit 1, jeder Stelle z, in ¢,,...,¢,, vorausgesetzt, (die mit 
, : , , , l 

l<.-™_ vertraglich ist, z. B. 1 >m}), ist schlieBlich “ <1——, wobei 
log m a n 


jt das Wachstum von f (z) bezeichnet, und sind die iibrigen Bedingungen von 
Satz IIT sinngem4B erfillt, so folgt fiir f (z) das Bestehen einer algebraische 
Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten. 

Verallgemeinerungen von Satz III, die zu analogen Aussagen, wenn a 
etwas komplizierterer Gestalt fiihren, ergeben sich, wenn erstens f, (z), . . ., f,, (2) 
Funktionen endlicher oder unendlicher Wachstumsordnung sind, oder zweitens 
an Stelle von (2) bei geeigneter Verscharfung der iibrigen Voraussetzungen 
fi ~— a as Mn — » tritt, oder drittens bei geeigneter Abanderung der Definition 


von « die Beschrankung | < weggelassen wird. SchlieBlich macht es 


log m 
keine prinzipiellen Schwierigkeiten, den Satz III auf Funktionen von mehreren 
Veranderlichen auszudehnen. Es soll jedoch in dieser Note ein naheres Ein- 
gehen auf diese Fragen unterlassen werden, da unsere Aufgabe, einen Satz 
zu finden, aus dem sich ein wesentlicher Teil der bisher bekannten Tran- 
szendenzergebnisse ablesen l4Bt, mit Satz III erfillt wird. 

§ 2 wird den Beweis von Satz III enthalten, womit gleichzeitig auch die 
Satze I und IT als Spezialfalle verifiziert sind. 

In §3 sollen die wichtigsten Anwendungen von Satz III auf Transzendenz- 
untersuchungen kurz aufgezeigt werden 
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§ 2. Beweis. 


Mit den Funktionen f, (z), . . ., f, (z) bilde man ein Polynom 
t; th 
D (2) = Di-+ + LC fi' (2) - - - fa” (2) 
1,=0 7, =0 
mit unbestimmten Koeffizienten C,,,, wobei C,,, abkiirzend fir C,,,. 
geschrieben sei; dabei werde unabhangig voncinander iiber t, = 0, . . .,t,;.. .; 
t, =0,...,t, summiert. 

Die Funktion @ (z) soll so beschaffen sein, da8B sie an den sémtlichen Stellen 
zim") z., (« =0,...; ko") — k*) von den Ordnungen ir" 4 +) 
verschwindet; oder mit anderen Worten, es sollen die simtlichen Ausdriicke 
o™” (z,) 0 (A=0,...,1%;x =0,..., k*) sein. m* bezeichne hierbei einen 
festen Wert von m, der spater noch geeignet gewahlt werde. Die eben genannten 
Forderungen fiir das Verschwinden von @ (z) und seiner Ableitungen bedingen 


ke 
m* = >’ (1? +-1) homogene lineare Gleichungen 
x=Q0 
¥ w, Ce) =0 (u=1,...,m*) 
(r) 
fiir die Unbestimmten C,,), deren Anzahi gleich (¢, +1)... (¢, + 1) ist. 
Sei 
1 
(5) t, = |(2m*ltntmt- + ig") in . 


({...] bedeutet, wie iiblich, die gréBte ganze Zahl, die kleiner oder gleich 
dem Innern der Klammer ist), dann ist 


(6) (t, +1)... (, +1) 22m*. 


Die Koeffizienten w, in den m* linearen Gleichungen fir die C,,) sind nach 
Voraussetzung algebraische Zahlen aus K und gehen durch Multiplikation 


n 
einer jeden Gleichung mit dem ganzrationalen Faktor J] (H, (z,))* in ganze 
algebraische Zahlen Q, aus K iiber, wie aus der Bedeutung von H, (z,) folgt. 
Fir das Maximum der Betrage dieser Koeffizienten 2, und deren Konjugierten 
gilt dann wegen (4) 


[2]< 1H, (2,))>( 3, 
r=1 


v=] 


n 
t. TT et, mort 
yon] 


Y 





mit ¢,>0O und lim e, =0, denn aus (4) ergibt sich f” (z,) <em esr, 
m* —> co 
Es seien positive GréBen, die fir m oder m* + co nach Null streben, ohne 
Unterscheidung mit ¢ und natiirliche Zahlen, die von m, l,.r, sowie m*, I*, r* 
unabhangig sind, mit y bezeichnet. 
Nun folgt unter Beachtung von (4), (5) und (6) 


a a + - jtn +e 
*\r*, 2y2n-men(Qtmtnt:-: Nn —"-n,) +n, f 
Q1< (ym*)”"-e < 
“ v=1 
> */i*. men (tmtesstng)te 


< ym -_m 


Y 


Aus der vorausgesetzten Beschrankung | < folgt m*" < y™*, und aus 


™m 
log m : 
(2) schlieBt man y, +--:+7,<"—1, also my, +°+** +9, =n—1—6 mit 
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. , ] n—o 0) P 
6> 0; folglich ist (l+7,+::-+7,)+e +e=1——+e<l, 
hh Ir 
" n n 
3 ) , 
falls nur m* so groB gewahit ist, daB « <\ wird. Dann folgt also 
n 
(7) Q, a 


Wegen (6) und (7) erkennt man nun mittels des Schubfachschlusses!), dab 
es Zahlen C,,) gibt, die in K ganzalgebraisch sind, nicht simtlich verschwinden, 
und fiir die die Abschatzung 

(3) Cw|<y™ 

gilt. Damit ist @(z) bestimmt. 

@ (z) besitzt m* Nullstellen, wenn jede Nullstelle mit ihrer Vielfachheit 
gezihlt wird. Es wird behauptet: Ist m* nur geniigend gro, so bésitzt @ (z) 
unendlich viele Nullstellen. — (Dabei sind die neuen, hinzukommenden Null- 
stellen z, fiir m > m* von den bisherigen verschieden, oder, falls sie mit 
Stellen z,, x < k* zusammenfallen, erhdht sich deren Ordnung, also dann 
wird 1, > 1%, je nachdem, welche Werte die Zahlen der Folge ¢,, 5, ..., ms, .-. 
fiir m > m* haben.) 

Man beweist diese Behauptung induktiv, indem man zeigt: Wenn @ (z) 
mindestens m Nullstellen mit m > m* hat, so besitzt es auch m + 1 Stellen, 
jede Stelle mit ihrer Vielfachheit gezihlt, an denen es verschwindet. Die 


Annahme lautet also: @(z) verschwinde fiir z =z, (x =0,...,4) von den 
k 

Ordnungen /, +1 (x =,0...,&) mit 3’ (l, +1) =m. Dann wird behauptet, 
x=0 

es verschwindet @ (z) bei ¢,,,, =z, =¢ von der Ordnung A +1, und dabei 

ist A =0, falls € =z, = 2,4, +2, fir x =0,...,k, und A =l, +1, falls 


- 


f =z, =z, und Oso ck ist. 
Die Funktion @(z) geht durch Multiplikation mit der ganzen Funktion 
n 
G (z) = 17 G4, (z) in eine ganze Funktion itiber, die an den gleichen m Stellen 
vy=1 
wie @(z) von mindestens den gleichen Ordnungen Null wird. Wendet man 
auf diese Funktion G (z) -@(z) den Residuensatz an, so erhalt man mit der 
k 


Bezeichnung I] ((z — z,)'«+) = Q(z) die Gleichung 


x=Q@ 
z,%¢ 
G@ (z) P(z) \ | 
a“ | ! ¢ G(z) D(z dz 
(9) \ Qi) }] ‘+ f “Sr @ . so 
Ba bombs Teak OPTS tere, a, 


Die Kurve I" sei hierbei ein Kreis uni den Koordinatenursprung mit einem 
Radius R, = R® und #>1. Dabei sei im Falle «<oo die GréBe R =r, 
wobei r wie in der Voraussetzung als Minimalradius des Kreises um den Ko- 


ordinatenursprung, der die m +1 Stellen (,,...,0m4, oder Z,..-,2,f 
. » ‘ ‘ log m + | 
enthalte, erklart ist, und falls sich « © ergibt, also lim . = 00, 
eg ogr 
m— o 5 


log m + 1 


so soll, was immer méglich ist, R so gewahit werden, daB R>=>r, lim ae 
am ~lon 


m—> co 
") Hilfssatz 1 in: Tu. ScunerperR: Transzendenzuntersuchungen periodischer Funk- 
tionen I. J. reine u. angew. Math. 172, 65—69 (1934), 
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© und lim R = oo erfillt sind. Wegen #>1 liegen dann die Stellen 
m— co 

z,,¢ in der Kreisscheibe mit dem Radius R, = R®, und es ist in jedem 


hice 
Falle lim R, =o. 
m—> CO 

Da @ (z) bei z = € bis zur A-ten Ordnung verschwindet, ist die linke Seite 


G (z) ‘ , es 
@ ")(z)/ Nach (3) ist G(t)+0, also folgt aus (9) 


von (9) gleich G72) jz=l 
™ D(C) Q (6) ee { G(z) D(z) | dz 
Git) 22 ; Y (z) (s—t)*** 


Nun soll mittels der Darstellung (10) der Wert |®‘)(¢)| abgeschitzt werden. 
Zu diesem Zwecke schatze man zunachst @(z)@(z)' ab; man erhalt unter 


Beachtung von (8) 
n 
(t) +1)... (t, +1) ye 2p 


n 


Max |G (z) @ (z) 
z R, 
ind fiir hinreichend groBbes R, geht ¢-0, aber nach der Erklarung von R 
0 
strebt ja R, mit m nach Unendlich. Wegen (1) ist Rj = R®°<mZ—, oder 


das gilt auch fiir « ©. Dann ergibt sich also 


<me.T*: 
n P : 
" ba On +e 
Max |G (z) D(z) < y™e,£;"" ” 
z=, 
Hierbei ist nach (5) der Exponent 
n n 1 ly , = 
"t,m°"y+* = DS’ |2n m*n : wl mete s 
l y= 
n 1 1 1 6 
Von malt et ti". ment?e =n-2n-mi—_ tO-da,t6, 
=1 
™ 7) -. r) = 
Nun sei # 1 + —- gesetzt. Dann folgt (@— 1) Maxy, < on? da 9,1! 
=n y=1,...,0 - 
simtlichen Voraus- 


ist fiir alle » 1,...,”, denn andernfalls gilten die 
setzungen zu Satz III bereits fiir n —1 Funktionen. Ist ferner m* und damit 


wird, so mu 


auch m >m* so gro, dab e< 
n Oo) 
> mig te-dyt <n-m 
y=1 
und 
(11) Max |G (z) D(z)\| << y™e"™™ < y™ 
z|=R, 
' ; _ & 
sein. Sind m, baw. R und R, = R* so groB, daB sich |z—z,| > =| 
> » I e z R, betragt, so folgt 
Zz ergebden, wenn |Z 1 gt, £ 


0,...,4) und 'z—Ci>-—; 

R,\m+1 

(12) Min | Q(z) -(z—¢)4*} > (=) : 
= R, 


Weiter schatzt man ab 


(13) 


Q(f)| <(2R)™ 
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und nach (3) 

” 
Stm'y* © yy-m 
yi” } , 


(14) G(¢) >e 


Unter Beriicksichtigung von (11), (12), (13) und (14) erhilt man mit der 
Bezeichnung | = Max (1,, A) aus (10) die Ungleichung 


x=, k 
m I 
MO (L) (2 ym. ym AA. ym. (A } -R, 
R\m 
ay {:! | } — ay | 1. R , 1) m 
/ } 
Rk, 
, m+ 1 ' . . 
und wegen der Voraussetzung | : i 1) ist A! < y™; damit folgt 
ou (m + ) 
(15) DP“) (CE), < y™-R~ on 


Erinnert man sich an die Bildung von @ (z) als Polynom in f, (2), . . ., f, (2) 
mit den ganzalgebraischen Koeffizienten C,,), und ferner an die Voraussetzung, 
daB f,(z),...,f,(z) auch fir z={ mindestens bis zur A-ten Ableitung 
algebraische Funktionswerte annehme, so sieht man, dab auch @)(2) eine 


n 
. ; , " i 
in K algebraische Zahl und das Produkt @“)(f)- 77 H.*(C) sogar ganzalge- 
r=1 


braisch ist 
Schatzt man nun aus der Darstellung von @ (z) als Polynom in f, (z), . 


n 
f,,(z) die Konjugierten der in K ganzalgebraischen Zahlen @“)(¢) - 7 H, (0) 
v=] 
ab, und diese Abschitzung |46t sich voéllig analog derjenigen von [Q,] durch- 
fahren, so ergibt sich 


" nn n i n n 
IT] H," (C) [oi n(0)]< y™*- IT H,° (C) | >) t,| ‘ I] et, mls t . (é, ‘ l) y™ 
1 , 1 ’ l v 1 v=] 


Aus der Zusammenfassung dieser Abschitzung fiir die Konjugierten von 
()(f) und der Ungleichung (15) fiir [@M“)(2)! folgt 


(16) N(@O (0) - IT HE ())| < ye Roan ™ <I 
, l 


fiir alle hinreichend groben m, also fiir alle m, die gréBer als ein geeignetes 
festes mz, sind. 


Ist nun m* 
* 


-m, und auch gréBer als die bisherigen unteren Schranken 
, So geniigt auch m denselben Bedingungen, und dann kann obige Un- 
gleichung (16) nur bestehen, wenn @)(¢) = 0 ist, wie behauptet war. 

Es verschwindet @ (z) also an allen Stellen ¢,,¢,,...,¢,4,;, und wenn m 
beliebig groB ist, so verschwindet demnach @(z) an beliebig vielen Stellen 


- - 


fiir m 


A ae, a 

Nun stelle man fiir G(z)@(z) die Interpolationsreihe mit den Inter- 
polationsstellen z,, jede mit ihrer Vielfachheit und in der Reihenfolge 
Cer -- +» Cy» --- angeordnet, auf. Dann bleibt von dieser Interpolationsreihe nut 
das Restglied. Es ist also fiir 2 + Ca» Ce sto bake 


Sm? 


+ 
™ SI: 


f S@2e) dz 


Gizx)-@D li , 
# (x) -@D (x) a ae Om (2) ae 


“ume x 
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k k 
Qn (2) = MT (z—z,)'%et!, Sl+l=m. 


x=0 x=(0 ” 
Dabei sei J’ ein Kreis um den Nullpunkt mit dem Radius R, = R® und der 
dazu konzentrische Kreis mit dem Radius r enthalte z,, .. .,z, und die feste 
Stelle x. Fir R gelte R=>r, lim R =o und es sei R mit m wieder durch 
m—> co 

*.. Em ~e 
a = lim log R verkniipft. 

Nun ist mittels der Integraldarstellung leicht abzuschatzen: 

Y - m* \ ~ uu re R -~™ 
G(x) -D(zx)| <y™ (t, 4 ita * 4 lye 24 RM -(2r)™- | +) < 


R \m 


< y-(5 y™-R (@—1)m 


und da diese Ungleichung fiir beliebig groBes m erfillt sein muB, folgt not- 
wendig G(z)-@(x) =0. Es verschwindet @(z) fiir alle Werte von z, und 
das ist die Aussage von Satz III. 


§ 3. Anwendungen. 


Definiert man den Begriff ganzwertig, wie es einleitend geschehen ist, so 
stellt Satz III keinen Satz iber ganzwertige Funktionen dar, da die Funktions- 
werte f, (z,) und die Werte der Ableitungen nicht ganz, sondern nur algebraisch, 
allerdings mit einer Zusatzvoraussetzung iiber die Nenner, angenommen sind. 
Natiirlich ist darin der ganzwertige Fall, daB alle Nenner gleich Eins sind, 
enthalten. Nun soll gezeigt werden, inwiefern dieser Satz III, den wir in 
seinem vollen Umfang bei entsprechender Erweiterung des Begriffs der Ganz- 
wertigkeit noch als einen Satz iber ganzwertige Funktionen bezeichnen wollen, 
als Prinzip fiir Transzendenzbeweise anzusehen ist. 

a) Als erstes Beispiel hierfiir werde bewiesen, daB a und e* nicht beide 
algebraisch sein kénnen, wenn a+0 ist. Daraus folgt dann insbesondere 
fiir a = 1 die Transzendenz von e und fiir a = 2 wi die Transzendenz von z. 

Es werde in Satz III fiir n = 2, f, (z) =e? und f,(z) =z eingesetzt und die 
Stellen ¢,,f,,...,0.-~ + seien wie folgt gewahit: ¢, = 4;¢, =¢, = 0, = 2a; 


7m 


Coa, = °° =e —3a;...; Ce—spti1=°°* =by =—aea;..-.. Dann ist 
. ° m 
z, =(x + 1)a@ und 1, + 1=2x—1, und es ist die Bedingung 1/< 


log m 
erfiillt. Es sei bemerkt, daB diese Festsetzungen zu dem beabsichtigten 
TranszendenzschluB keineswegs zwingend sind. Nun nehme man an, es seien 
a und e¢ mit a + 0 beide algebraisch. Dann bestimmen diese beiden Zahlen 
einen algebraischen Kérper K und die simtlichen Werte von f, (z,) =e“* 4, 
f.(z,) =(% + 1)a@ und den Ableitungen ff (z,) =f,(z,) far A =1,2,. 

fe(z,) = I, fy? (z,) 0 fir A =2,3,... liegen ebenfalls in K. f,(z) ist eine 
ganze transzendente Funktion mit der Wachstumsordnung yp, = | und f, (2) 
hat als Polynom die Wachstumsordnung uw, = 0. Aus der Wahl der Stellen 


- » - log m atic 
C1. Ca,--->Sms--- errechnet man a = lim 2; mithin ist uw, + w,=1< 
” ane, ae 
' ‘ “ ] . 
<« =2 erfillt und es ergeben sich y, = “ =>, Nz = 0. Bedingung (1) 


und (2) sind erfullt, Bedingung (3) entfallt und (4) verifiziert man sofort durch 
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Einsetzen der Werte. Also sind nach Satz III die Funktionen e? und z von- 
einander algebraisch abhangig, oder mit anderen Worten, es muB e? ein Poly- 
nom sein, was offenkundig ein Unsinn ist, der nur beseitigt wird, wenn man die 
gemachte Annahme, a und e® seien beide algebraisch, fallen laBt. Das ist 
gerade der Inhalt der Transzendenzaussage. 

Es wiirde zu weit fihren, wollten wir auch bei den weiteren Beispielen die 
Richtigkeit der Voraussetzungen unseres Satzes im einzelnen bestatigen. «Ich 
will mich daher im folgenden, auch um Wiederholungen mit bisherigen Ver- 
offentlichungen zu vermeiden, auf Angabe der Literaturstellen, aus denen 
diese Bestétigungen zu entnehmen sind, beschranken. 

b) Das HupErtsche Transzendenzproblem, die Transzendenz von a? fiir 
algebraisches a + 0,1 und irrationales algebraisches 6 zu zeigen, laBt sich 
folgendermaBen behandeln. Sei f,(z) = a7, f.(z) = 4 und C,, =u +v-b mit 
positiven ganzen Zahlen u und v. Dabei seien alle ¢,, voneinander verschieden 
und in der Reihenfolge nach wachsenden Werten von u + v, sonst beliebig, 
geordnet. Wieder ist uw, = 1, uw, —0, « = 2 und die Voraussetzungen von 
Satz III sind erfillt unter der Annahme, a, 5, a> seien simtlich algebraisch"). 
Aus der Folgerung des Satzes, a und z seien algebraisch abhingig voneinander, 
folgt die Unmédglichkeit der Annahme, und damit die behauptete Tran- 
szendenzaussage. 

Der von A. GELFOND gegebene Lésungsweg des H1tBERTschen Problems**) 
ist in Satz III nicht enthalten. Dieser Sachverhalt gibt die Richtung einer wei- 
teren méglichen Verallgemeinerung des Satzes III an. 

c) Samtliche bekannten Transzendenzaussagen iiber Werte elliptischer 
Funktionen und Integrale, sowie der Modulfunktion"), lassen sich ebenfalls 
sofort aus unserem Satz herleiten. Die Wahl der Funktionen f,(z) und der 
Interpolationsstellen (,,...,¢,,,... ergeben sich unmittelbar aus den in") 
ausgefiihrten Beweisansatzen. 

d) Die Transzendenzergebnisse iiber ABEtsche Integrale’) sind aus der 
hier nicht ausgefihrten Ubertragung von Satz III auf Funktionen mehrerer 
Veranderlicher abzulesen. 

Damit soll die Reihe der Beispiele abgeschlossen werden. 

Es ist nicht erstaunlich, daB unser allgemeines und doch auf recht ein- 
fachen Uberlegungen beruhendes Transzendenzprinzip, wie es in Satz III 
vorliegt, nicht die tieferen Aussagen iiber algebraische Unabhangigkeit tran- 
szendenter Zahlen untereinander, z. B. den LinpEMANNschen Satz, oder die 
Srecetschen Ergebnisse iiber Werte er Bessetschen Funktionen®) umfaBt. 

12) ScHNEIDER, TH.: J. reine u. angew. Math. 172, 65—69 (1934). 

13) GeLFonp, A.: Bull. Acad. Sci. URSS. 7, 623—640 (1934). 

4) ScHnEIDER, TH.: Math. Ann. 113, 1—13 (1936). 

4%) Scunerper, Tu.: J. reine u. angew. Math. 183, 110—128 (1941). 


( Bingegangen am 31. August 1948.) 





Math. Annalen, Bd. 121, &. 141—183 (1949). 


Ober eine neue Art von nichtanalytischen automorphen 
Funktionen und die Bestimmung DiricHteT scher Reihen 
durch Funktionalgleichungen. 

Erich HECKE zum Gedichtnis. 

Von 
Hans MaAass in Heidelberg. 

Die Zetafunktionen des rationalen und quadratischen Zahlkérpers haben 
zwei wichtige Eigenschaften. Einerseits geniigen sie gewissen Funktional- 
gleichungen, anderseits setzen sie sich aus speziellen Dirichletreihen mit EULER- 
scher Produktentwicklung linear zusammen, sofern sie nicht selbst eine solche 
Entwicklung gestatten. Die Frage, wie weit diese Zetafunktionen durch ihre 


Funktionalgleichungen festgelegt werden, bildet den Ausgangspunkt zu einer 
allgemeinen Theorie, die E. HecKs’) auf der Grundlage der Mellintransformation 


(1) Y(s) =f y* *D(y)dy 
0 

und ihrer Umkehrung 

(2) P (y) 7 | y~* P(s)ds 


entwickelt hat. Durch diese umkehrbare Integraltransformation wird ein 
bemerkenswerter Zusammenhang zwischen den in eine Dirichletreihe ent- 
wickelbaren Lésungen einer RireMANNschen Funktionalgleichung und den 
automorphen Funktionen hergestellt. Die Anwendbarkeit der HeckEschen 
Theorie ist an die Voraussetzung gebunden, daB der in den Funktional- 
gleichungen auftretende J"-Faktor mit 


I"(s) oder r| x)r(- 5 ) 


iibereinstimmt, so daB die Zetafunktionen des reell-quadratischen Kérpers 
nicht erfaBt werden. Dieser Beschrankung steht die auBerordentliche Bedeu- 
tung gegeniiber, welche die HeckEsche Theorie fiir die Theorie der Funktional- 
gleichungen der Zetafunktionen des rationalen und imaginér-quadratischen 
Zahlkérpers erlangt hat und die in einer algebraischen Formulierung des 
Problems der Eutrerschen Produktentwicklung. gipfelt. Es erhebt sich nun 
die Frage, ob die Funktionalgleichungen der Zetafunktionen des reell-quadra- 
tischen Kérpers einer ahnlichen Behandlung fahig sind, ob es also eine Funk- 
tionenklasse gibt, die fiir die Zetafunktionen des reell-quadratischen K6érpers 
dasselbe leistet, wie die Modulfunktionen fiir die Zetafunktionen des ratio- 
nalen und imaginar-quadratischen Kérpers. Das ist in der Tat der Fall, und 

1) Hecke, E.: Uber die Bestimmung DrricHLetscher Reihen durch ihre Funktional- 
gleichung. Math. Ann. 112, 664—699 (1936). Uber Modulfunktionen und DrricuLetsche 
Reihen mit Evterscher Produktentwicklung. Teil I und II. Math. Ann. 114, 1—28, 
316—351 (1937), zit. mit 7’, I, I. 

10* 
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zwar handelt es sich hierbei um die Klasse der Funktionen g, die der Wellen- 
gleichung 
72 A2 2 | 

(3) ane + oy += 2 -g=0 (r = Parameter) 
geniigen und die gegeniiber gewissen nichteuklidischen Bewegungen der 
hyperbolischen Ebene y>0O (zur metrischen Grundform y~? (dz? + dy?)) 
invariant sind. Das verbindende Element zwischen den DrkIcHLETschen 
Reihen und den automorphen Wellenfunktionen ist auch jetzt wieder die 
Mellintransformation mit ihrer Umkehrung, so daB eine sehr weitgehende 
Analogie zur Heckeschen Theorie vorliegt, die im folgenden auch formel- 
mabig stindig zum Ausdruck kommt, wenn man bedenkt, daB die Wellen- 
funktion g in eine Potentialfunktion iibergeht, sobald in einer Reihen- 


: i ; -_ 
entwicklung fir g der Parameter r formal durch -— ersetzt wird. Die Wellen- 


funktionen erscheinen nicht direkt als Transformierte der entsprechenden 
DrrRIcHLETschen Reihen, sondern sind vermége (2) nur auf der Geraden 
zx = 0 bekannt. Zur vollen Kenntnis der Wellenfunktionen gelangen wir erst 
nach einem dem ProzeB der ,,analytischen Fortsetzung** analogen Akt, der 
darin besteht, eine Wellenfunktion g zu konstruieren, die auf der Geraden 
x =0 mit den gegebenen Werten iibereinstimmt. g ist aber erst dann ein- 


: . o _ : 
deutig bestimmt, wenn auBer g auch 4 auf der Geraden x = 0 bekannt ist. 
Cz 


Dieser Umstand bringt es mit sich, daB jeder Wellenfunktion g ein Paar von 
DrricHLetschen Reihen zugeordnet wird. Die Funktionalgleichungen zu 
diesen Reihen, die eine Invarianz beziiglich der Substitution s > 1 —s zum 
Ausdruck bringen, unterscheiden sich wesentlich durch die J’-Faktoren; diese 
lauten 

(4) r| s+ \r\ x mi ls r| 8+ Je "\r(! 4+l—ir 


9 2 


Eine derartige Koppelung von Funktionalgleichungen ist in der Tat bei be- 
kannten Beispielen zu beobachten?) und erfahrt durch die Beziehung zu den 
Wellenfunktionen eine inhaltliche Begriindung. Als Argument von g wahlen 
wir zweckmaBig die komplexe Verbindung 
tT=2+y, 

da sich die nichteuklidischen Bewegungen der hyperbolischen Ebene y> 0 
am einfachsten als gebrochene lineare Funktionen von t mit reellen Koeffi- 
zienten darstellen lassen. Wir werden uns also im folgenden mit komplex- 
wertigen nichtanalytischen automorphen Funktionen g(t) befassen, die der 
Wellengleichung (3) geniigen. Von der Heckeschen Theorie?) wird gelegentlich 
der Kirze halber als dem ,,analytischen Fall‘ gesprochen. 

Nach dieser allgemeinen Orientierung stellen wir die wichtigsten Ergebnisse 
des vorliegenden Aufsatzes zur Ubersicht zusammen. 

Zunachst wird ein allgemeiner Satz itiber Systeme von Funktional- 
gleichungen bewiesen, den wir an dieser Stelle ausfihrlich formulieren, da 
er die wesentlichen Tatsachen zum Ausdruck bringt, auf die sich die ganze 
Theorie stiitzt. 

m* - 


’ 2n' - . . 
2) Vol. E. Hecke: Uber das Verhalten von Y'e*** 8 und ahnlichen Funk- 


m,n 
tionen bei Modulsubstitutionen. J. reine u. angew. Math. 157, 159—170 (1927). 
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Satz 1. Hs seien fest gegeben: reelle Zahlen A>0O und r=0, eine natiirliche 
Zahl q, eine N-reihige quadratische Matrix (c,,), deren Quadrat gleich der Ein- 
heitsmatriz ist, und ganz rationale Zahlen b,, b.,..., by. Wir fragen dann nach 
simtlichen Systemen von 2 N Funktionen 
I P; (8), Po (8), +++» Pw (8); Py (8), Po (8), -- +» Pw (8) 
mit folgenden Eigenschaften: 

1. (s ——1—ir) (s—1 + ir) o,(s) und y;, (s) (kh 1,2,..., N) sind ganze 
Funktionen von 8s von endlichem Geschlecht. 


2. Es gelten die Funktionalgleichungen 


) N 
(5) E, (1 8) = S* ce, 1 (8), ny, (1 —s) =— ¥en, (8), (k Sere 
i=1 =1 
wenn 
» ({A\* n(s—ir ,_(a+ir 
x (8) (a) F( 2 )r\ = —) Pe (8), 
(6) 


s+] ir 86+1+ ir \ 


Nx (8) \ = ) r\ > } r| 5 } y » (8) 
gesetzt wird. 
3. p(s) und w,(s) sind in DiricHLetsche Reihen der Ari 
Vv a‘*)  %, (sgn n) ai) M 
, id » 2; 


n\é Yk (8) n\* 


—— 
n = b, (9) n= b, (9) 


(7) Px (8) 


n+0 n+ 0 


ntwickelbar, die irgendwo konvergveren. 


4. Es ist 
2nxibp 27 id, \ 
8 0 bag q +5 yr e @ 0, (k See 
wenn 
N N 
, Or = Dee, Oe= LCi Bi 
l=1 [=1 


gesetzt wird und ¢ B, so bestimmt werden, daB 

(10 (sg : . bz (3) — 
Px \$) ; ao s—l+éir : , s—] 

fir r>0O bzw. r =0 ganze Funktionen von s sind. 

Jedem Funktionensystem mit diesen Eigenschaften entspricht, wie mit Hilfe 
der Integraltransformationen (1) und (2) bewiesen wird, umkehrbar eindeutig 
ein System von N Funktionen 
i] J, (T), Jo(T), ++ +s9n (Tt), 
lie folgenden Bedingungen geniigen: 

1. Sie befriedigen die Wellengleichung 

0? eC r+ y 
1] (A s,  9 ee (k =1,2,...,N) 
\ox cy A 


und sind in jedem Punkt der oberen Halbebene als Funktionen der reellen Ver- 
dinderlichen x, y regular. 
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2. Es ist gleichmapig in x 
(12) gy (t) =Ol(y™) fir y+ oo, g(t) =Ol(y-™) fiir y> 0 
mit gewissen positiven Konstanten x, und x, (k =1,2,..., N). 
3. Es ist 
4 2xiby 
(12) g(r 4 = € @ g(t). (& == 1,2,...,. HN) 
4. Es gelten die Transformationsformeln 


] N ‘ 
(14) % |\- =) = 2 eer (2) (k =1,2,...,N) 


Ausgehend von den DrricHuetschen Reihen (7) finden wir fiir das Funktionen- 
system II die Darstellung 


. Qnin \ 2xin 
(15) u(t) = up (y) + al yt Ki, (= y)e a 
n = bp (@) . 
n+0 
mit 
Moy'** 1 Moy? “ fir r>0, 


(16) uz (y) = A 1 1 
M{ o + OE (log is -C)ty! + Mo, y? logy fir r=0. 


Hierin ist C die Eutersche Konstante und 


(17) M = fe (=) "r(G | ir). 


Die in der Entwicklung (15) auftretende Bessetsche Funktion K, (z) zu ,,rein 
imagindrem Argument“ geniigt der Differentialgleichung 
d? w dw 
18 22 +2 22 + »2)w =—0 
\ dz? dz ( af 
und zeigt fiir z + co das asymptotische Verhalten 
mt 
-—2 3 
‘ De 


° 
2 


(19) K, (z) ~ | 


Unter den diskontinuierlichen Gruppen a(- ), die von den _ beiden 


Substitutionen P 
t>t+— und tr> — 
q Tt 


erzeugt werden, sind G (1) und G (2) als Untergruppen der Modulgruppe M 
ausgezeichnet. Es handelt sich dabei um M selbst bzw. um die sogenannte 
Thetagruppe T. Allgemein wird durch die Transformationsformeln 3. und 4. 


des Systems II eine homomorphe Abbildung der Gruppe G (; auf die von den 


Matrizen 
Za iby 


(20) (c,;) und \dpve q (6,; = Kroneckersymbol) 


erzeugte Gruppe definiert, sofern das System der Funktionen II linear un- 
abhangig ist. Die Substitutionen von G( ), die hierbei auf die Einheits- 
q 


3) Vgl. G.N. Watson: A Treatise on the Theory of Bessel Functions. Cambridge 
1922; zit. mit W. 
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matrix abgebildet werden, bilden einen Normalteiler N von G - ). Offenbar 
ist fiir alle Wellenfunktionen des Systems II 
(21) g. (St) =g,(t) fir SCN. 


Diese Invarianz ist insbesondere dann von Bedeutung, wenn N von endlichem 


Index in G = ist, d. h. wenn die aus den Substitutionen (20) erzeugte Gruppe 
endlich ist, und wenn iiberdies A = q oder 2g ist. Fir diesen Fall beweisen 
wir mit Hilfe einer Stegetschen Methode, daf es nur endlich viele linear un- 
abhangige automorphe Wellenfunktionen zur Gruppe N gibt, die in allen 
parabolischen Spitzen eines Fundamentalbereiches fiir N sich so verhalten 
wie die g, (t) fiir y+ o. Damit ergibt sich ein wichtiger Endlichkeitssatz 
fiir die Dimension der linear-iquivalenten Scharen von Funktionensystemen 
I und II. Speziell fiir die Modulgruppe M und die Thetagruppe T lassen sich 
alle Wellenfunktionen zu r = 0 mit dem oben beschriebenen ‘Verhalten in 
den parabolischen Spitzen explizit angeben. Diesem Resultat entspricht 


Satz 2. Sédmtliche Lésungen p(s) der Funktionalgleichung 


ait ; A\#(n/ 8\\2 
(22) §(s) =(=) (T'(5)) e@) =F —s), 
die in eine Dirichletrethe entwickelbar sind und fiir die (s—1)* p(s) eine 
ganze Funktion von endlichem Geschlecht ist, bilden eine lineare Schar, die im 
Falle 4 = 1 von C2 (s) und im Falle 2 = 2 von 2~-*€?(s) und (1 + 21—**) £7 (8) 
erzeugt wird (€(s) = Riemanneche Zetafunktion). Dagegen gibt es weder fiir 
A 1 noch A = 2 eine nicht identisch verschwindende, in eine DiIRICHLETsche 
Reihe entwickelbare ganze Funktion w(s) von endlichem Geschlecht, die der 
Funktionalgleichung 
A\er1 (8+ 2 
n (8) ={ ) (I"(——)) vs) =—n (8) 


7 


genigt. 

Ein wichtiges Beispiel fiir Satz 1 hat man in der Klasse der Zetafunk- 
tionen des reell-quadratischen Kérpers R(/D) mit der Diskriminante D, 
gebildet mit beliebigem GréBencharakter J}: 


js As y 3m 

n ) 

Co (8, 0, a, Ar, OV D) — S Ai \h : 
A, (a) N pw \8 

u =e (aQyD) 

ux*0, MOQYDp.. 

» | an As %, An 4) 

C1 \8) 0, a, Ai, VY} D) sgn (N pu) ‘i #) 

A; ( Z ‘ Nps 

u =o (aQyD) 
“+0, MOQYDp,, 


Dabei wird iiber ein volles System von nicht verschwindenden, mod Q|D po 
nicht assoziierten Zahlen der Restklasse 9 modaQ|D summiert. Q bedeutet 
eine beliebige natiirliche Zahl, a ein beliebiges Ideal, 9 eine beliebige Zah! aus 
a; ferner ist Na =A gesetzt. Der GréBencharakter A, ist durch 

at 


HL loge 


(24) A, (#) = : - e = Grundeinheit aus R (yD), e>1 
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definiert. Die Funktionalgleichungen 


Y ox eo 
(25) E,(1 — 8, 0, a, At, QYD) TL. es as (Aan) &,(6, 0,0, 2%, QVD) 
o mod aQ VD 
o = 0(a) 
fiir y = 0,1 mit 
mnt \ ani 


I ‘ log « + . log ve a 
E, (8, 0, a, ree @\)D) (=—}" r\ one } | 5] fo (8,0,4, 41, QYD), 
mnt 


8 ] s+] 
: ‘ D\#+1 4 log | loge |, ‘ = 
, (8, 0, a, Ai, Q| D) (=: I ; é I . é C, (8, 0, a, Ai Q@\D), 


26) ant 


die fiir n = 0 bereits in*) bewiesen worden sind, erlauben die Anwendung von 
Satz 1 auf das System der Zetafunktionen (23) mit 

. " ‘ an 
(27) N GD, A=q=QD,r cn. 

log e€ 

Man wahit zweckmaBig die Restklasse 9 moda QD, 0 =0 (a) als Index an 
Stelle von k, so dab die Matrizen (20) im vorliegenden Fall mit 
' 1 _sass(-2<) (s aan) 
(28) e AQD } und \6,,e 4D) 

QD ; 
iibereinstimmen. Bei der Abbildung von M auf die von den Matrizen (28) 
erzeugte Gruppe wird, wie E. Hecke‘) gezeigt hat, die Hauptkongruenz- 
gruppe M(QD) zur Stufe QD der Identitét zugeordnet, so daB die dem 
System (23) entsprechenden Wellenfunktionen 


1 
g(t, 0, a, At, D 21g 4, y? 
g(t, 0 i, Q\D) ‘ { rTP )y 
(29) l 7 2; N 2aiNu 
+ > Ai (u) y?  Kien| ‘OL y)e AQD * 


At (a) Zu 
w=eo (aQyD) 
u +0, (4) OVDp,, 


beziiglich der Substitutionen von M(QD) invariant sind. Hierin ist lg = } logeg, 
wenn £9 (> 1) die Gruppe der Einheiten aus R (//D) erzeugt, die mod Q) D Peo 
der 1 kongruent sind, und 

1 fiir n =O und ein ganzes Ideal b, 

6,, (b) : 

0 sonst. 
Beriicksichtigt man die linearen Relationen zwischen den Reihen (29), so ver- 
bleiben im Falle 

D 5, @=Il, a (1) 


genau drei linear unabhangige Funktionen, die den Werten 9 = 0, 1, 2 ent- 
sprechen. Wenn iiberdies n = 0 ist, so sind diese Reihen durch die Eigen- 
schaften II, 1 bis 4 (Satz 1) bis auf einen gemeinsamen konstanten Faktor 
eindeutig bestimmt; damit gleichwertig ist 


*) Hecxz, E.: Zur Theorie der elliptischen Modulfunktionen. Math. Ann. 97, 210—242 
(1927) 
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Satz 3. Das System der Zetafunktionen 


Pr (8) = Co (8,9, (1), 1,75), yw, (8) = 2, (6,9, (1), 1,5), 


(30) P2 (8) = Co (8, 1,01), 1,75), pels) = 06,1, (1), L,)5), 
Ps (8) = Co (8,2, (1), 1,5), ys (8) = G(s, 2, (1), 1, 75) 
ist durch die Forderungen I, 1 bis 4 (Satz 1) mit N =3, A=q=5, r=0, 
b, = 0, b, =1, b 1 und 
l 2 2 , 
; i “7 
(31) (Cy 7) = 1 ¢ *¢+¢73 & € 
Nicer 2 


bis auf einen konstanten Faktor eindeutig bestimmt. 


Satz 1 l4Bt sich auch auf die lineare Schar aller Wellenfunktionen zur Stufe Q 
anwenden, da sich wegen der Normalteilereigenschaft von M (Q) wie im ana- 
lytischen Fall eine Basis der Schar bestimmen laBt, die nur aus Eigenfunk- 
tionen der Substitution +t > 1+ 1 besteht. 


Es ist daher sinnvoll, jeder 
Wellenfunktion zur Stufe Q 


° 2xin 
(32) g (T) u(y) 4 Sa y2K y) Q 


— 
n+0 


ein Paar von DrrRicHLeTschen Reihen nach der Vorschrift 


Ya \) (sgn n)a 
"6 n - n 
(33) g (8) S , wis) 
8 t 6 
eee ;%| inne |” 
n+0 n+0 


zuzuordnen; denn es handelt sich hierbei ja um einen linearen ProzeB. Die 
Bestimmung von u(y) durch m(s) und w(s) erfolgt mit Hilfe der Residuen 
dieser Funktionen. 

Ein besonderes Interesse beanspruc ht die Schar der zu den EISENSTEINschen 
Reihen*) analogen Reihen 


a 
E \) y 2 
° , ‘ 
(34) 4 (t, 8; (a,, aq), ¢ 
1 42), @) m,t + m,\* 
m; a;(Q) 
(m,, M,) + (0, 0) 


die zunichst nur fiir Res >2 definiert sind, aber als Funktionen von 8 ana- 
lytisch fortgesetzt werden kénnen. Die Funktionswerte E (1, 1 + 2¢7r; (a,, 49), Q), 
die wir gleichfalls als Eisensteinreihen ansprechen wollen, existieren fiir alle 
reellen r und stellen Lésungen der Wellengleichung dar, die gegeniiber den 
Substitutionen von M(Q) invariant sind, wie man aus der Transformations- 
forme] 


(35) E(St,1+ 2ir; (a,, a), Q) = 2 (1,1 + 2ir; (a,,a,) 8, Q) far SCM 
ersieht. Mit Hilfe der Reihen EF (1, 1 +-2ir; (a,,@,), Q) l4Bt sich, sofern r > 0 
ist, eine beliebige Wellenfunktion zur Stufe Q, die in den parabolischen Spitzen 
eines Fundamentalbereiches zu M (Q) Fourierentwicklungen von der Art (32) 
besitzt, auf eine Spitzenfunktion reduzieren, d. h. auf eine solche Funktion, 
die in allen parabolischen Spitzen verschwindet. Der Beweis erfolgt mit den 
Vgl. E. Hecke: Theorie der Ersensternschen Reihen héherer Stufe und ihre An- 


wendung auf Funktionentheorie und Arithmetik. Abh. math. Seminar der Hamburg. 
Univ. 5, 199—224 (1927). 
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HeckeEschen Methoden, indem man zu den Reihen E£* (1, 1 +-2 ir; (a,, a,), Q) 
iibergeht, die aus den #(r,1 + 2ir; (a,,4,), Q) entstehen, wenn man die 
zusatzliche Summationsbedingung (m,, mg) 1 einfihrt. Die vorliegenden 
Verhaltnisse sind etwas komplizierter als im analytischen Fall. Bei der 
Reduktion ist nimlich zu beachten, da insgesamt 2¢ Konstanten zu Null 
gemacht werden miissen, wenn o die Anzahl der parabolischen Spitzen eines 
Fundamentalbereichs zu M(Q) bezeichnet; denn die Glieder u (y) in den o 
Fourierentwicklungen (von der Art (32)) der gegebenen Wellenfunktion zu 
den parabolischen Spitzen hingen jeweils von zwei Parametern ab. Anderer- 
seits gibt es nur o linear unabhangige Eisensteinreihen E (r, 1 + 2 ir; (a,, ag), Q). 
Mit diesen kommt man aber aus, da zufolge gewisser Bilinearrelationen von 
den 2o genannten Konstanten nur o frei gewahlt werden kénnen. Im Falle 
r 0 ist die Anzahl der linear unabhangigen Eisensteinreihen im allgemeinen 
kleiner als o und nimmt diesen Wert nur fiir Q 1, 2,3, 4,6 an. Fiir andere 
Werte von Q reichen die angewandten Methoden zur Lésung des Reduktions- 
problems nicht aus. Wie eine genauere Untersuchung zeigt, gibt es unter den 
Eisensteinreihen E* (tr, 1; (a,, a,), 5) zur Stufe 5 genau drei linear unabhangige. 
Gewisse Linearkombinationen dieser Reihen sind mit den Wellenfunktionen 
zum System (30) identisch. [hr Verhalten beziiglich der Substitution t > aa 
ist angebbar aus Grund der bekannten Relationen der Eisensteinreihen zu 
Q = 5, so daB sich fiir die Funktionalgleichungen der Zetafunktionen (30) 
ein neuer Beweis ergibt, der von den Thetareihen in zwei Variablen ‘keinen 
Gebrauch macht. 

Die Eisensteinreihen zur Stufe QD und die Wellenfunktionen 

g (t, 0, a, Aj, QD) sind nicht unabhangig voneinander. Z. B. kann 

»' 9 (t,0,a,1, VD), 

{a} 
wobei iiber ein volles Reprasentantensystem a der engeren Idealklassen von 
R(VD) summiert wird, durch die Eisensteinreihen zur Stufe D dargestellt 
werden. Der Nachweis dieser Identitat liefert als Nebenresultat die Drricu- 
Letsche Klassenzahlformel fir reell-quadratische Kérper, so wie sie im ana- 
lytischen Fall fiir imaginair-quadratische Kérper herauskommt (vgl. *). 

Die Hecxesche Theorie der 7',-Operatoren, die mit dem Problem der 
EvuLerschen Produktentwicklung DrricHLEetscher Reihen aufs engste ver- 
kniipft ist, l48t sich ohne besondere Modifikation auf die Wellenfunktionen zur 
Stufe Q ibertragen. Um die T-Operatoren (s. 7, II) auch fiir solche m 
zu erklaren, die zu Q nicht teilerfremd sind, ist eine Aufspaltung der Schar 
aller Wellenfunktionen in gewisse Teilscharen notwendig, die durch ihr Ver- 
halten gegeniiber den Operatoren U, R, C Mund K, definiert durch 
Ta () } R,=(° a (Q) fur aa=1(Q), 


Oa 


(36) 
g (t)|K =g(—7), 

charakterisiert sind. Ahnlich wie im analytischen Fall wird man zunachst die 
Teilscharen %, (t, 7, Q@) der Wellenfunktionen vom Charakter 7 zum Teiler ¢ 
bilden. Darunter verstehen wir die Eigenfunktionen g(t) zur Gruppe der 
Operatoren R, mit den Eigenwerten x (a): 


(37) g (t)| Ra = x (@) g(t), 
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welche iiberdies die Eigenschaft haben, daf in ihrer Fourierentwicklung nur 
solehe Exponenten auftreten, die mit Q den gréBten gemeinsamen Teiler t 
, or t ‘ 
haben. Die Tatsache, daB K mit den Operatoren R, und 7’, vertauschbar ist, 
erlaubt eine weitere Aufspaltung von %, (t, 7, Q) in zwei Teilscharen, die aus 
Eigenfunktionen des Operators K zum Eigenwert + 1 bzw. — 1 bestehen: 


(38) (7% 0=% 't4O+% & x Q- 


Die Wellenfunktion g(r) zur Stufe Q ist dann und nur dann Eigenfunktion 
des Operators K zum Eigenwert + 1 oder — 1, wenn von den DrricHLetTschen 
Reihen, die der Funktion g (7) nach (33) zugeordnet werden, entweder p (8) 
oder @ (s) identisch verschwindet. Jeder Funktion aus einer der beiden Teil- 
~ +1 ~—1 ‘ 2 
scharen %,  (t, x, Q) und 3, ~— s(t, vy, Q) entspricht also nur eine DiricHLETsche 
teihe. Die linearen Scharen der DrricHLETschen Reihen, die den Scharen 
a ie a~1 ‘ ? ‘ boa 
vr (t, x, Q) baw. F, — (t, x, Q) zugeordnet werden, sind durch ihre Zugehérig- 
keit zu Funktionalgleichungssystemen mit den J’-Faktoren 


_(e+ir\ wjfe—tr ,({s+1l+ir ,({s+l—tr 
r (24) r (447) baw. r(4*) (4) 
charakterisiert. Die Zerlegung (38) hat den Sinn, eine Trennung dieser beiden 
Typen herbeizufiihren. Eine solche kann auch fir die lineare Schar € (Q) 
der Eisensteinreihen zur Stufe Q vorgenommen werden: 
(39) €(Q) = E+? (Q) + E'7(Q). 
Die der Schar E+! (Q) (bzw. E—1(Q)) entsprechende Schar von DrricHLETschen 
Reihen ist linear Aquivalent mit der Gesamtheit der L-Reihenprodukte 
(40) (t, #.)-* L(s +r, y,)L (8 —tr, x2); 
wobei ¢; beliebige Teiler von Q und y; beliebige Charaktere mod 2 bedeuten 
v 
(i = 1,2) mit der Einschrankung, daB y, und y, beide gerade (bzw. beide 
ungerade) sind. 
. ; —s anite : 

Die Operatorentheorie angewendet auf %, (t, y, Q), &r . (t, x, Q) oder eine 
beziiglich der Operatoren 7%, invariante Teilschar fihrt zu den gleichen 
Ergebnissen wie im analytischen Fall. Es handelt sich im wesentlichen um 
die Begriindung der folgenden Tatsachen. Sei F!(r), F?(r),...,¥*(t) eine 

° ° ° . ~ ° ° ~ —1 a 
Basis der invarianten Schar ©,, die mit = (t, x, Q) oder 3,  (t, x, Q) tiber- 
einstimmen oder in einer von diesen enthalten sein mége. Die mit den Koeffi- 
zienten der Linearformen 


(41) Fe (rt) | Tm = SY pg (m) F? (x) 
o=1 
gebildeten Matrizen A (m) geniigen der Regel 
(42) A(m,)A(m,) = 3X a( "sr ) x (d), 
d/m,, ™, 
d>0 
d. h. die Funktionsmatrix 
(43) ® (8) = (9. (8)) = > A(m) (tm)-* 
m=1 


besitzt die EuLersche Produktentwicklung 
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(44) @D (s) =t-* IT (A(1) — A(p) p* + ACL) x (p) p-**)'. 
Pp 

Aus einer Reihe von Koeffizientenrelationen ergibt sich, daB die von den 
x* Dirichletreihen gy, , (s) erzeugte lineare Schar den Rang x hat und mit der 
Schar D identisch ist, die der Schar SG, zugeordnet wird. Das sogenannte 
,, Hauptachsentheorem“, welches besagt, daB die Matrizen A(p) zu den zu Q 
teilerfremden Primzahlen p bei geeigneter Wahl einer Basis F® (r) (o 5 


a 


gleichzeitig Diagonalgestalt annehmen, ist auch im vorliegenden Fall mit 
Hilfe des Pererssonschen Prinzips der Metrisierung*) angewendet auf die 
Wellenfunktionen beweisbar. Eine gewisse Normierung der in den Euler- 
produkten auftretenden Faktoren zu den Primzahlen, die Q teilen, gelingt 
mit einer ebenfalls von H. PETERSSON angegebenen elementaren Methode 
(s. K III). Neue Gesichtspunkte treten bei dieser Untersuchung nicht mehr 
in Erscheinung, so daB die Beweise im Hinblick auf die ausfiihrlichen Dar- 
stellungen 7’, I, Il und K I, Il, III kurz gefaBt werden kénnen. 


§ 1. Systeme von Funktionalgleichungen. 


Zum Beweis von Satz 1 und fir spatere Uberlegungen bendtigen wir 
Abschatzungen der Besselfunktion K;,(z) fiir reelle r und positive z, die 
wir zunachst ableiten wollen. Wir gehen aus von der Integraldarstellung 
W, 6-15 (4) 


x 


. raya2" ¢ er 
(45) K,, (2) =. | e—*#(®@ — 1) hed. 
i 
Hierin substituieren wir z (¢ — 1 s und erhalten 
> , A 2 l i 8 oif l So \% : 1s 
(46) Ki, (2) | a2 ‘ Ta + Gr) ic ? (1 ' 32) 7 
0 


Mit Hilfe der Integraldarstellung fiir die Gammafunktion gewinnt man aus 
dieser Identitat den Grenzwert 


(47) lim K;, (z) | e* = | 
. > ox sf 
und fiir beliebige positive z die Abschaétzung 
, . 1 : 
(48) |K;,(z)| 5 C,z 2e- 
mit der nur von r abhangigen Konstanten 
49 C . 
(27) 
. V2 (ht +ir) 
2z , 
Fir r = 0 ist der Ausdruck K;, (z) | e* nach (46) offenbar eine monoton 
a 
wachsende Funktion von z, woraus 
; a F n ’ 
(50) K,(a)e* | —e*< K,(z)- | —-e* fir O0<asz 


erhellt. 


6) Vgl. H. Perersson: Konstruktion der simtlichen Lésungen einer Rremannschen 
Funktionalgleichung durch Dirichletreihen mit EuLerscher Produktentwicklung, Teil I 
in Math. Ann. 116, 401—412 (1939); Teil If wnd III in Math. Ann. 117, 39—64, 277—300 
(1940/41); gelegentlich zitiert mit K I, I, II. 
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Sei nun , (8), yw, (8) (k = 1,2,..., N) ein System von Funktionen, welches 
den Forderungen I, 1 bis 4 (Satz 1) geniigt. Wir beweisen, daB das durch (15) 
definierte Funktionensystem die Eigenschaften II, 1 bis 4 hat. Die Konvergenz 
der Dirichletreihen (7) fiir mindestens einen Wert von s ist gleichwertig damit, 
daB mit geeigneten Konstanten C, und x 


- k . . , 
(51) Jan’ | < Cy |n|* (k =1,2,...,.N) 
gilt. Mit Hilfe von (48) kann daher 
Ce ut nt wd oan, 
9x (T) — Uy (y)| ) - C,C,> nn" 7 7 YY 
; n=1 


geschlossen werden. Mithin wird fiir y > 0: 


Qn 


x “ay 
gy (t) — uy (y) =O(ft*~ tea *dt) = O(y—*), 
0 

sofern x + 4 >0 ist, was angenommen werden kann. Die Bedingungen (12) 
sind also mit x,>} und x, =x + } erfillt. Die partiellen Ableitungen der 
Fourierentwicklung von g;,(t) existieren sémtlich und kénnen durch glied- 
weise Differentiation berechnet werden, da die formal gebildeten Ableitungen 
beliebiger Ordnung in 0< é6< y gleichmaBig konvergieren, was leicht ein- 
zusehen ist. Somit kann festgestellt werden, daB g,(t) der Wellengleichung 
(11) genigt. (13) ist evident auf Grund der Fourierentwicklung von g, (rt) 
und der Bedingung (8). Es bleibt also nur noch (14) zu beweisen. Hierfiir 
bendtigen wir die Integraldarstellung 


ge Kan ~gaa JP (")P(“a")(E) 
(y>0, c>—Rerv,, o> — Re v,) 


die sich aus der Formel W,6-5 (6) und der Beziehung W, 3-7 (8) leicht 
ergibt und aus der wir 


a +i le vi +s r(- T Vy r(é T Ve dt 
= Ll++% _, 2a\n l hee 2 2 2 
(53) y 2 K»,—» | J n y) @ni | (—) - init ate ; 
- o ‘x 2 ad 


ableiten. Wahlen wir o > 1 und auBerdem so groB, daB die Integrationsgerade 
in die Halbebene der absoluten Konvergenz der Dirichletreihen (7) fallt, dann 
ist offenbar 


otic 


9 £ > 
“ . , . (k sa 2a\n l ( Ex-(s) 
(54) F,.(y) 5 any? K;,| y) ; | ds, 
—~ . A . Smt, ys 4 
n = 0, (qd) . - 
k o—ic 
n+0 
orto 
re . 7 (k Des 2a\n ] ” nk (8) 
(55) G;(y) V nay’ y? K;,| ; y) : | , ds 
. ~~ 3 ; A . Smt. y®— 2 
n oy (@) ont tee 2 
n+0 
In beiden Identitaten ersetzen wir die Integrationsvariable s durch 1 — s und 


wenden die Funktionalgleichungen (5) an; man erhalt dann 





l—ao+ic 


A &; (8) 
F,(y) 7» Cl RSni | 1 
l=1 oe / y?2 
1l—o—too 
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- ds, G.(y) = 





l1—c+ia 


a l ny (8 
- 2 ee | < ds. 
scot St J y2~* 


1—a—io 


Nach Verschiebung der Integrationsgeraden durch 1 —o in ihre alte Lage 
und bei gehoriger Beriicksichtigung der Residuen ergeben sich schlieBlich 


ahnlich wie im analytischen Fall die Funktionalgleichungssysteme 


N N 
ae f I ~ . , {1 ’ ‘ ‘ ’ 
(56) Fi | : D> ey, Fi ly), G, | D cer Gy) (k =1,2,...,J NV) 
\y i=1 y 1=1 
mit 
(57) Fi (y) u, (y) F,(y), 


wobei u,(y) durch (16) definiert ist. Zur Rechtfertigung des Verfahrens ist 


die Voraussetzung I, 1 von Satz 1 heranzuziehen. 


{ l 


(58) Ix | 


haben nun folgende Ejigenschaften. 


si - 2) Cer J (T) (k 


Die Funktionen 
A 


1 . 


Sie sind Lésungen der Wellengleichung, 


da allgemein mit g(r) auch g (Sr) eine Lésung darstellt, wenn S eine beliebige 


reelle unimodulare Substitution 


aus den Relationen 


1% 
9: (T)z=0 = Fi ly), 


(59) 9 ° 
9, (tT = — — Gata 
9x \a 0 y k y ? 


und den Funktionalgleichungen (56). 


oe C2 
Ox* oy 
mit den Anfangswerten 


J\T)z 0 


bedeutet, 
partiellen Ableitungen erster Ordnung nach zx fiir z = 0. 


nebst ihren 
Das ergibt sich sofort 


und verschwinden 


9x | 


: —G 
z 0 4 y A 


—} “Oni l (+) 


9x 


O2 \y 


Jede Lésung g (rt) der Wellengleichung 


y* }g(t) 0 


—.g (t)zn9 =0 
~ 


verschwindet aber identisch. g (rt) l48t sich nimlich als Lésung einer ellip- 
tischen Differentialgleichung nach Potenzen von x entwickeln: 


g (Tt) 


n 


und fiir die von y abhangigen Koeffiziente: 


(m + 2) (m + 1) en42(y) + cn (y) 


woraus allgemein c, (y) 


= c, (y) x”, 


0 


bestehen die Rekursionsformeln 


2 j 
4 


" = ©, 1,2,...5 
y? 


c,(y) =0 fir n 


0 folgt; denn cy(y) und c¢,(y) verschwinden nach 


Voraussetzung. Mit den Funktionalgleichungen (14) ist die Aquivalenzaussage 
von Satz 1 in einer Richtung bewiesen. 


Sei nun umgekehrt ein System von Funktionen g; (rt) (k 
mit den Eigenschaften II,1 bis 4 (Satz 1) vorgelegt. 


Oa 
Nach II, 3 sind die 


Funktionen g, (t) periodisch in x mit der Periode 4 und daher in Fourierreihen 


entwickelbar, die fiir r>0 bzw. r 





=0 notwendig die Gestalt 
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k 1 i k —_ 
ay! +ir | bY? y3 ir 


k 
ay’ y? log y + by y 


+>. {ar y} - (2ai! y) t of? yt 1, (2 yhen* 


— 


9x (T) 
(60) 


haben; dabei sind K, (z) und J, (z) unabhangige Lésungen der Differential- 
gleichung (18). Aus der Koeffizientenformel 


a 

(k l zy 2a\n \ pe 2nain' l _ 22in 

a y} K,,( 5; y) +6 SL Oa 7; y) =5 [ame i * dx (n+0) 
0 


' (k ; = i o , 

entnimmt man bi), = 0 fiir n + 0; denn g, (r) wachst fiir y + co héchstens wie 
; 7 2a\n , . 

eine Potenz von y, wahrend I,,( ; y) exponentiell gegen unendlich geht. 


Die Koeffizienten a) , (xn > 0) sind zufolge (13) héchstens dann von Null 
verschieden, wenn aork (q) ist. Die Fourierentwicklung von g;(t) ist also 
von der Art (15), und die durch (16) zu definierenden Zahlen 0, und o, geniigen 
den Bedingungen (8). In die Formel 


A 


(k) 2a\|n : fF S60 
(61) an y? K; -( F y) 5 | g, (t)e i dx 
; “6 
tragen wir y ein und schlieBen fiir |n| + oo mit Hilfe von (12) 
n 
(62) a” O\|\n|*** 4), 
indem wir eine positive Konstante c so wahlen, dab K; Az ; +0 ist. Die 


Dirichletreihen (7) besitzen demnach eine mgr : »nzhalbe be ne und kénnen 
zur Definition der Funktionen g, (s) und y, (s) herangezogen werden. Zum 
Nachweis der Eigenschaften I, 1 und 2 bedienen wir uns der zu (52) inversen 
Integralformel W, 13 - 21 (8) 
, ° -en(e*—*\ n(et 
(63) { K,()t*—'dt =2*-2] ( jl (* > ) fir Res >|Rev|, 
0 \ v4 


9 


aus der wir nach einfachen Substitutionen 


_(s+r, 8+- 
oe a r( 
. 0 1tHt% 2a\n s—3 A\e+ 222 d ( 2 ) 2 ) 
(64) 4 ft 2 Ky (= tht" Fdt=(=)'* 2 
A nm F 
0 2 |n ’ 9 
erhalten. Die Darstellungen 


(65) 4(F,(t)t'~'dt=& (8), 4fG,()t* dt =m (6) 
0 


ergeben sich dann unmittelbar durch gliedweise Integration der unter den 

Integralzeichen stehenden Reihen. Fir Re s > x, + $ darf so verfahren werden, 
x 2T3 

da aus (62) 


(66) F,(y) =O(y-*-1), G(y) =O(y-*—') fir y > 0 


folgt. Um nun zu Darstellungen fiir & (s) und 7 (8) zu gelangen, die in der 
ganzen s-Ebene giiltig sind, zerlegen wir wie im analytischen Fall die Integrale 
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(65) in Teilintegrale aber die Intervalle von 0 bis 1 und 1 bis oo. In den end- 
lichen Integralen nehmen wir die Variablensubstitution t > 2 vor und beriick- 
sichtigen die mit (14) 4quivalenten Funktionalgleichungen (56), nachdem wir 
F, ; } durch Ft | ) wx ( i) ersetzt haben. Diese Umformungen fiihren 


zu dem Resultat 
. 


} E,(s) = [{ Fy ly) y’ tidy 4 > C1 f F,(y) y~*t-!dy 
i l=1 i 

(67) M Qk M Be M Ok M Ok 

8 l—ir 8 l+ir g ir 8 ir 

M loz + Be {log _ - C}) M Be M Ok ox (log a ()) M a 

s— | (s— 1)? 8 a2 
fir r>0 bzw. r = 0, sowie 
x N x 
(68) 1m (8) = [ Gly) y*~2dy— D> a, f Gily)y $—#dy. 
1 l l 1 


Die in I, 1 (Satz 1) geforderten analytischen Eigenschaften der Funktionen 
Gx (8) und y, (8) lassen ‘sich hieraus sofort ablesen; auch die Verifikation der 
Funktionalgleichungen (5) bereitet keine Schwierigkeiten mehr. Der Beweis 
von Satz | ist damit erbracht. 

Fiir die lineare Schar der Funktionensysteme mit den in Satz 1 genannten 
Eigenschaften kann unter speziellen Voraussetzungen ein gewisser Endlich- 
keitssatz bewiesen werden, der ausfihrlich folgendes besagt: 


Satz 4. Die Maximalzahl der linear unabhingigen Funktionensysteme ¢, (8), 
wy, (8) (k =1,2,..., N) oder g,(t) (% 1,2,...,N), die den Bedingungen von 
Satz 1 geniigen, ist endlich, wenn 1 = q oder 2q vorausgesetzt wird und wenn 
die von den Matrizen 

2niby 
(5, 1e@ @ ) und (Cy 7) 
erzeugte Gruppe endlich ist. 

Beweis. Die Transformationsformeln (13) und (14) definieren im F 
A =q baw. 2q eine Darstellung N-ten Grades der Modulgruppe M baw. di 
Thetagruppe T. Die Wellenfunktionen g, (rt) sind offenbar invariant gegeniibe: 
den Substitutionen, die bei dieser Darstellung auf die Identitat abgebildet 
werden und die einen Normalteiler N von endlichem Index in M bzw. T 
bilden, sofern die von den Matrizen (20) erzeugte Gruppe endlich ist. Der 
Endlichkeitssatz folgt daher aus 


Satz 5. Hs sei G eine Untergruppe der Modulgruppe von endlichem Index, 
81, 8g,-.., &, ein vollstindiges System von indquivalenten parabolischen Spitzen 
eines Fundamentalbereiches von G und A, eine geeignete reelle unimodular 
Substitution, die 8, in oo iiberfiihrt. Dann gibt es nur endlich viele linear unab- 
hiingige Wellenfunktionen g(t), die beziiglich der Substitutionen von G invariant 
sind und in den parabolischen Spitzen Entwicklungen der Art 
oe = Zain 
(69) g\A, | u(y) 4 Xa, (n) y? Ki,(—G : y\é Q 
n+ WU ¢ } 


besitzen (o — ° 
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Wir erbringen den Beweis mit Hilfe einer von C. L. SregEu’) entwickelten 
Methode. Zunadchst darf u,(y)=0 (0 =1,2,...,¢) angenommen werden; 
denn diese Glieder sind von der Form (16), hangen also nur von 2¢ Parametern 
linear ab. g (t) verschwindet dann in allen parabolischen Spitzen, stellt also 
eine sogenannte Spitzenfunktion dar. Es sei t> t+ Q,(Q,>0) die Er- 
zeugende in der Gruppe der Translationen, die in A, G Az" enthalten ist. 
Die Fourierentwicklung (69) bringt die Invarianz von g(t) beziiglich der 
' —_ i/1Q 
Substitution A, (, ") 
menge, die durch A, in den Bereich —}Q,52%<}Q,, y>x tibergefihrt 
wird. Fiir hinreichend groBes x l4Bt sich die Punktmenge 


) A, zum Ausdruck. Mit $8, bezeichnen wir die Punkt- 


(70) B= DR, 
e = 


durch eine mit ihrem Rand im Innern der oberen Halbebene gelegene Punkt- 
menge $8 zu einem Fundamentalbereich 


(71) o=8+8 
erginzen. Nachdem wir uns fiir einen festen Wert von x entschieden haben, 
zerlegen wir 8 in der Weise in Teilbereiche 8,: 


(72) B= »'S,, 


da fir einen beliebigen Punkt t = x + iy C A, (%, +%,) die Ungleichung 
(73) Y¥Sj%,>0 
mit einem mdglichst grofen x, fir 9 = 1,2,...,¢ erfillt ist. Sei M das 


Maximum des absoluten Betrages von g(t) in §. Wegen der Invarianz von 
q(t) beziiglich G gilt 


(74) g(t)i\ <M 


illzemein. Das Gleichheitszeichen wird in einem nicht auf dem Grenzkreis 
y =0 gelegenen Punkt r* C § angenommen, da g(r) in den parabolischen 
Spitzen verschwinden soll. r* mége in ¥, + %, liegen, so da fiir ty = 
; *. 

497 LYo A,t . 

i 1 

(49) Yo=%o, |G(A. tT )| = M 


gilt. Wir beweisen nun M = 0 unter der Voraussetzung 


(76) a,(n) =0 fiir |n|<m, o=I1,2,..40 

und hinreichend groBes m. Mit 1 x + : y, ist offenbar 
Q . 2a\|n| __ \ 

, 22|n| 1 - : 2Qain Kir | Q yo) 
, 23 x ‘ 

a,(n) Yo? K;, Q, Yo) Q, | g (A, T)eé Q, dx: | 2 2 n\n] ’ 
. K; y; 
0 ir( Q. vo) 


woraus sich die Abschaétzung 


7) Srecer, C. L.: Einfiihrung in die Theorie der Modulfunktionen n-ten Grades. 
Math. Ann. 116, 617—657 (1939). 
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9 1 
M g (A, ' To)| = pay a, (n) Yo! K;, | - a = Yo) 
n >™ ‘ 
(77 Kis (22* ») 
2y2M> : — 
n m Ki, | _ yo) 


ergibt. Fir hinreichend groBes m kénnen wir auf Grund des asymptotischen 
Verhaltens (19) der Besselfunktion K, (z) fiir groBes Argument 

an =m - am 
M<4MS ce O <4MSe 0 “<cMe o, 
n n 


m m 


schlieBen, wobei c eine nur von der Zerlegung von } abhangige positive Kon- 
stante bezeichnet. Geniigt m auch noch den Ungleichungen 


m > Qe log ¢ ; (o fy eet 
NR Xo . 
dann ist notwendig M = 0, q.e. d. 
Im Falle r 0 kann mit Hilfe der Abschaitzung (50) eine hinreichende 
Bedingung fiir das identische Verschwinden einer Spitzenfunktion zu G 


explizit angegeben werden. Aus (77) folgt namlich fir m 0, wenn all- 
. I Xe , 
gemein a gesetzt wira, 
( 2an 
0 Yo) an 
. Q 22M " 
M<2y2mM) y Feo, * 
= —n 4 “~ . 
- n 0 K , Ja, K, (a,) « tn 0 
(78) of Q, yo) 
| 22M 
Va, Ky (a,) e* (e% 1) 


Um nun M 0 schlieBen zu kénnen, mub 
(79) 2x <a, K,(a,) e*e (e*e —1) (@ = 1,2,...,0) 


gefordert werden. Auf der rechten Seite dieser Ungleichung steht eine monoton 


wachsende Funktion von a,. Die Ungleichung ist fiir a, $ erfillt; denn 
nach W, S. 699 ist 
K, (3) e2? =0,9582101 ..., « | = 3,4816891... 


Das identische Verschwinden einer Spitzenfunktion zu G folgt also bereits 
aus den Ungleichungen 

I Ke 3 1.2 
@ 2° 


Wir wenden dieses Resultat auf die Modulgruppe und die Thetagruppe an. 


1. G=M. Es ist o = 1. Als Fundamentalbereich ¥ wahlen wir die Modul- 
figur: |r +7|<1, |r} >1, dazu A, =E (Einheitsmatrix). Alsdann wird 
Q, = 1, x =} )3 und (80) ist erfiallt. 


(80) 


2.G T. Hier ist o 2. Ein Fundamentalbereich % wird durch die 
Ungleichungen |r + 7—2|<2, |r 1, |; —2|>1 beschrieben. $, + %, 
sei der Durchschnitt von ¥ mit dem Bereich |r —1|> 2: damit ist dann 
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auch $, +B, bestimmt. Es sei A, = EF und A, die nichteuklidische Drehung 
der Ordnung 2 mit dem Fixpunkt 1+i/2. Offenbar ist A, (®, + %,) = 
¥, + B,, so daB Q, = Q, = 2 und x, = 1 wird. Die Bedingung (80) ist wieder- 
um erfillt. Wir erhalten das folgende Resultat: 


Satz 6. Es gibt keine nicht identisch verschwindende Spitzenfunktion zur 
Thetagruppe T und r = 0. 

Dieser Satz ist fir M natiirlich trivial, wenn er fiir T gilt, da T Untergruppe 
von M ist. Zur Begriindung von Satz 3 bendtigen wir eine Aussage von dhn- 
licher Art fiir spezielle Systeme von Spitzenfunktionen zur Stufe 5: 


Satz 7. Hin System von Spitzenfunktionen g, (rt), go (Tt), gg (t) zur Hawpt- 
kongruenzgruppe M(5) und r 0 verschwindet identisch, wenn fiir SCM 
Transformationsformeln der Art 

3 
(81) gi (St) = 3 ayy (S) gy (7) (¢ = I, 2, 3) 
k=1 


gelten und die Darstellung (a;,(S)) der Modulargruppe M/M (5) unitdr ist. 


’ ° ° n . j //l 
Zum Beweis diirfen wir annehmen, dal} die Matrix {a;, |) 


|} Diagonal- 
gestalt hat. Diese Voraussetzung kénnen wir erzwingen, indem wir das 
System g, (rt) ( = 1, 2,3) selbst einer geeigneten unitéren Transformation 
unterwerfen. Sei demnach 


(82) gy (t +1) = Cy gy (8) (&k = 1, 2, 3) 
2aidbp 

mit gewissen 5-ten Einheitswurzeln (¢, =e 5 ,0<5b,<5. Die Fourier- 

entwicklungen der Funktionen sind dann von der Form 


a, (n) yt K,(22 nt+—igie \ 6)”. (&=1,2,3) 


\ 7) 


(83) gy (T) P 
b 


n- =U 


Da wir die Darstellung (a;, (.S)) unitér angenommen haben, so ist die Funktion 


(84 x (T) IDTRCYNG 

k=1 
gegeniiber den Substitutionen von M invariant. AuBerdem verschwindet 
sie in der parabolischen Spitze des Fundamentalbere ichs |t +7 l, jrj=1 
von M. Sei M das Maximum von ; (rt) im Fundamentalbereich; es wird in 
einem endlichen Punkt t, des Fundamentalbereichs angenommen. (Tt) S M 
gilt offenbar fiir alle tr. Sei nun etwa 
(85) |x (T>)| S19, (To) |, (k 1, 2, 3) 
dann ist 
(86) M<Y3\9,(t))| und y,2sy/3, 
wenn T) = 2%) +%¥Y» gesetzt wird. Mit Hilfe der Koeffizientenformel fir 
Fourierreihen leiten wir eine Abschatzung fiir g,(t)) her, aus der wieder 
M =0, d.h. x(t) =O folgt. Es sei r= 2+i0yo mit einem spiter naher 
zu bestimmenden @? im Intervall 0<#@< 1. Aus der Formel 


11* 
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om} b 
a, (n) yo? Ky(22 n+ z Yo) 


(87) 5 ar a 
L/g,(t)e ~ (+5) *d2-9-? 
0 


entnehmen wir die Abschatzung 


‘ b 
. Ky (22 n+-— ve) 
to Ie : ; 5 
a, (”) yo? Ky(22 Ts Yo) ‘ b 
; ? Ky (2 a\n+—+!|0 ¥) 
\ v0 


und erhalten damit 


b 
, 9 ’ ” 1 
M ee K, (22 — ue] 
S 1% (T)| S = 


. } . 
y3 ye q— Ky (2 ain + : b Yo) 
n+—+0 . 
: b, |, YS « = : 
Wegen 22 \n +|#y,=>—*— # und (50) kénnen wir 
) 0 
(88) M ; M Es \" P xV3 n+ bs (1— 6) 
, V3 a Kg (a)e* | 2 ' 
n-+ by +0 


schlieBen, wenn wir zur Abkiirzung 
4 
0 


os 4 


o = 


F 
1 


setzen. Die in der Ungleichung (88) auftretende unendliche Reihe hat den Wert 


E5—b, + £b, 
fir 6,=0 und fir 6, >0 


£5 — ] £5 — 


mit 


ir 
a 
® 


In jedem Fall ergibt sich also 


y X zx E+E 
(89) a : > 
y3 ) a Ky (a) e* -s I 
: ~e - » ’ . ‘ ay3 
denn es ist 2< &+ &< 4 & Wenn a sich im Intervall. 0<a- I 
) 
so bestimmen ]46t, daB 
" 3a S&+E 
(90) Va K,(a)e* > | ae ey 


wird, dann folgt notwendig M =0. Fiir a 0,16 entnimmt man aus W, 
S. 698 den Wert K, (a) e* = 2,3087874... und stellt dann fest, da8 in der Tat 


32 #4 


» 


5 


— | Sire 


a K, (a) e* > 0,9235 > 0,9199 > | 


‘re Sire 


ist. Damit ist der Satz 7 bewiesen. 


§ 2. Die Zetafunktionen des reell-quadratischen Kérpers. 
Wir wenden das allgemeine Ergebnis des ersten Paragraphen auf die durch 
(23) definierten Zetafunktionen , (s, 0, a, 2}, QVD) (v=0,1) des reell- 
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quadratischen Kérpers R (j D) an. Den Beweis der Funktionalgleichungen (25) 
erbringen wir mit der klassischen Methode, die E. Hecke?) bereits auf den 
Spezialfall n = 0 angewendet hat. Mit Hilfe des J-Integrals lassen sich die 
Funktionen (26) durch die Thetareihen 
n 
i —— At+ wt’ 
Oo (t.t',0.aQVD)= Le agent", 
(91) ume (aQyD) ; 
- 1 ,.= - t+ pt’ 
), (t,t',0,a,QVD) = XY pu'e aen *** ") 
yu =oe(aQyD) 
ausdriicken. Dabei haben die auftretenden Zeichen die eingangs festgelegte 
Bedeutung. Setzen wir noch 
f 


5 (b) =} 


1 fir ein ganzes Ideal 6b, 


0 sonst, 
so wird 


E, (8, 0, a, ren QD) 
fa | , 

| 0, (we?", we—2", 0, a, QyD)— 4( 

l 

Q 


E, (8, 0, a, 7, Q yD) 
l 


4 -) 





@ | »—2inev . s—1 
sys) dv\|u du, 


AY (a) 6 
(92) 


4 i 


i (a) 0 





Q ‘“ , seal : 
J 8, (ue®*, we", 0, a, QD) e-tinerdy u*du 
- lo 
fir Res >1. Darstellungen der &,, die fir alle s giiltig sind, erhalt man, 
indem man die Integrale iiber u in Teilintegrale von 0 bis 1 und 1 bis oo zer- 
legt, die Transformationsformeln 
l C1 ents (2 2e 2 “id 
- — e mt (ae) 0 (7.7.00, QYD), 
QyDytt Lo A. 
a mod aQ|D 
(93) a = 0(a) 


7 1 enis(-%2), (1 1 5 
: a, "5 (zap) &, ( -, $14, a QD) 
QV D(ytt’)*? Zu a. 
a mod aQ\VD 


a = O(a) 


B, (t,t’,e,a,QVD) = 


d, (t,t',0,a, QVD) 


auf die Integranden der endlichen Teilintegrale anwendet und die Variablen- 


substitutign « + — ausfiihrt. So ergibt sich schlieBlich 
z Uu 





81p 6 (= e - 
~ wile =0)5) l Sloin(0) 1 
E, (8,0, a, 41, QVD) = — Ae 7 “ 
9 (8, 0 1 Q| ) i (a) = Qyaa" @) 1-6 
1 
: f fie (we2”,ue—2", 0,4 QyD)—9( =) e— 2ince dy| ut-ldu 
A" (a) i : | 0! ’ »0,4,4 aQ |p 
o -ly 
(94) a’ 1 
4 nis(—“2_) @ Q —_ 
4 oes > er ‘s(zep) 7 f {04 (we®, we-2", a, a, QYD) 
Q yD A; (a) a. i —lg 
a modaQ|D 
a = 0(a) 


u~*du 


on bad vs —2inev . 
(saw) ‘*: 
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&, (8,0, 0, 21, Q@VD) 


(95) 


4 


r 


Q) Day(a) Zu 


i . ~ “ thes R , 
{ { d, (ue?", we-?", 0,a, OVD) e—**"°"? dv utdu 
a" (ahi |-7 : 
. v7 
, (ae \wl 9 | 
» QniS| } | P a, a, ~2inev | l-@ 
é AQD! | f 0, (we*", ue *",a,a,Q) D)e-* dv) u du. 
i | la 


xmodaQipD 


a = O(a) 


Die Eigenschaften I, 1 bis 4 (Satz 1) mit den speziellen Daten (27) kénnen 


. r . - an . ° 
nun fiir die Zetafunktionen €, (8,0, a, 21. 9D) leicht nachgewiesen werden. 


Fiir die zugeordneten Wellenfunktionen g (r, 0, a, x. Q ) D) bestehen daher die 


Beziehungen 


(96) g(t 


(97) g 


iiberdies 


(98) 


aNo 


a, 0, a, Ai, QyD) =« **4QD g(t, 0, a, Aj, QD) (a ganz rational), 


l an } l 7 2niS! ec } . 
:0,0; 41, QVD) S e~ AQD! g(t, 0,0, 41, QVD); 
iis QVD 4 
«mod aQ!D 
oa O(a) 


ist fiir eine beliebige natiirliche Zahl m 


l 7 an _ 
g S g (mt, o,a,4;,mQ)D), 
)m Ime y 
omodamQ'D 
ome (aQiD) 


g (t,0, a, Ai, OVD) 


was man auf Grund der Fourierentwicklung (29) unmittelbar erkennt. Mit 
diesen drei Transformationsformeln kann man nach einem Verfahren von 
. , an - . . 

E. Hecke‘) das Verhalten von g(t,0,a,41,QVD) gegeniber beliebigen 
Modulsubstitutionen S CM _ bestimmen; dabei wird von irgendwelchen 


linearen 


Relationen zwischen den g (r, 9, a, ren QD) kein Gebrauch gemacht 


Man erhalt fiir 


(99) 


(100) 


fab 


S M 
(a) 
die Transformationsformeln 
g an : 9 an - 
g (St, 0, a, 41, QVD) > “oo (S)g (t, 4,0, A1, VV D) 
omodaQliD 
- a = 0(a) 
mit den Koeffizienten 
l 7 2x at + 7’ + Ne 
: \ sas tdNe) tir c>0, 
cQyYD Zz 
c,. (S) 2modacQVD 
id amzelaQiD) 
bNe 
A e~"* AQD far c =0, d=1. 


ec 


Die hierbei auftretenden Einheitswurzelsummen hat E. Hecke ausfiihrlich 


diskutiert; fiir SC M(QD) ergibt sich insbesondere c 


(101) 





oo (S) = 6,4, d. h. es ist 


g (St, 0, a, Ai Cy D) = 9 (t,@, a, Ai, QD) far Sc M(QD). 
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Die volle Schar aller Wellenfunktionen g (r, 9, a, 27; QD) bei festen n Q, D 
erhélt man, wenn man a ein volles System von Reprisentanten der engeren 
Idealklassen in R(VD) und @ die Restklassen moda QyD durchlaufen la8t, 
die in a enthalten sind; denn es ist 


(102) g (t, 08, a8, At, QVD) =g (t, 0, a, Ai, QVD) fir NB >. 
Die Frage nach den linearen Relationen, die neben den trivialen 
(103 g (T, 0, a, a, QVD) g(t, — 0, a, Ai, Q} D) 


zwischen den betrachteten Wellenfunktionen bestehen, kann vorerst nur in 
numerisch gegebenen Fallen restlos beantwortet werden. Da die Maximalzahl 
der linear unabhangigen Reihen g (rt, 0, a, A}, QD) bei festen Argumenten 
a, n,Q, D kleiner als Q?D ist, so wird Satz 1 auf dieses Funktionensystem mit 
N < QD angewendet werden kénnen. Der Endlichkeitssatz 4 hat auch dann 
noch Giltigkeit. 

Wir betrachten speziell D = 5, Q 1. Da die Anzahl der engeren Ideal 
klassen in R (//5) gleich 1 ist, geniigt es, a = (1) und im Hinblick auf (103) 
0 0, 1,2 anzunehmen. Die drei Reihen 


9n (t, 0) =9 (t, 0, (1), Ai, V5) (o = 0, 1, 2) 


sind linear unabhangig. Bezeichnen wir namlich die Fourierkoeffizienten 
dieser Funktionen zum Exponenten m mit a, (m), so ist nach (29) fir m + 0: 


wv an 
a, (m) = 2 Ai (mu), 
wee (Vs) 


ys 9,,° "Om * 
also speziell 
0 | 0 ] 2 
a, (1) 0 2 0 
a, (—1) 0 0 2 
(5) | 4 0 0 





a 


und die Determinante dieses Koeffizientenschemas ist von Null verschieden. 
2xi 

Seif =e 5 , dann treten an Stelle von (96) und (97) die Transformations- 

formeln 


9, (t + 1,0) =g, (t,9), ga(t + 1,1) =Cgn(t, 1), ga(t +1,2) = 0 *g, (1,2), 


[Gn | ~,0)\ l 2 2 J», (t, 9) 

104 _t Ita e4e t+" (r, 1 

(104) In (——, 1) 73 ot eae g, (t, 1) 
l 

In =. 2) Lé+C°? @+¢° g, (T, 2) 


Die entsprechenden Transformationsformeln fiir die Funktionen 


* 


— l 17 
(105) = gh (t, 0) yz Gn (t, 0), gn (t, 1) =Gn(t,1), gn (t, 2) = On (t, 2) 


definieren eine unitare Darstellung der Modulargruppe M/M(5), wie man leicht 
nachrechnet. Das ist fir die Anwendung von Satz 7 auf das System der 
Funktionalgleichungen (104) wichtig. 
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§ 3. Die Eisensteinreihen zur Stufe Q. 

Die Frage nach allen automorphen Wellenfunktionen zur Stufe Q ist fiir 
die Theorie der Dirichletreihen von entscheidender Bedeutung, besitzt dariiber 
hinaus aber auch selbstandiges Interesse. Der einfachste Ansatz zur Kon- 
struktion solcher Funktionen besteht in der Bildung der Ejisensteinreihen 


8 
. , 7 y? 
(106) E (t, 8; (a,, 4), Q) S ; = 

|m, T + My, 
n; = a; (Q) 


(m,, ™M,) + (0, 0) 

wobei iiber alle nicht verschwindenden Paare von ganz rationalen Zahlen 
(m,, m,) der Restklassen (a,,a@,) mod Q@ summiert wird. Diese Reihen sind 
bekanntlich fiir Res > 2 absolut konvergent. Das allgemeine Glied und damit 
auch £ sind Lésungen der Wellengleichung 

= ( é a 8s (2 —s) . . 
(107) (=— —— + . ) E 0, (c=2x+iy) 

ox oy 4y° : 

und es bestehen die Transformationsformeln 
(108) E (St, 8; (a,, 42), Q) = E (tr, 8; (ay, a.) S, Q) fir SCM, 
woraus insbesondere die Invarianz gegeniiber den Substitutionen von M (Q) 
folgt. Zunichst ist zu beweisen, daB die fiir Res > 2 regularen Funktionen 
E (r, 8; (a,,4,), Q@) von 8s in die Halbebene Ries<2 analytisch fortgesetzt 
werden kénnen und auf der Vertikalen Res =1 noch regular sind. Zu dem 
Zweck nehmen wir eine Fourierentwicklung der Eisensteinreihen vor. Nach 
einer einfachen Umformung erhalten wir 


E (tr, 8; *y a,), QY) = 64 | r y2 C (8, a5, Q) 
(109) yz \'_ 1 bf me 
' @ ‘) 


oe .£as |m, |* — Ym, 
m, = 4,(Q) j =a,(Q) 
m, +0 jmodQm, 
mit 
x 
—y > 
(110)  (s, a, Q) S und f (r,s) = S a 
ia Zu |t+n\' 
n= a(Q) n 30 
n+0 


Die Fourierentwicklung der in t periodischen Funktion f (t, 8) lautet 
f(t,.8s) =) f u+t+ty 
as-el—e 


- 20 


8e—2xinu dy | e2rina 


Dabei ist fiir n+ 0 nach W, 6-16 (1) 


s 
x0 oo ,9 9 ) | & 1 
~ - , ~- cos2anudu 222 n » ' 
f |u +iy|—%e—-2****du —2 | = 2° K,_1 (2a\nly) 
x 0 (u2 r| > | y 9 
u“-+ y*)2 5) « 


und fiir n 0 





—_ 


1) 


so dal 
({(s-—l 
(3) 
(111) f(z, 8) = Vx rs Ly 
r(s) 
wird. 
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I 


9 
« 
, 


rf 


a 

2 
8 
9 


(3 


s—l1 


= r 7 
S bold 2 K 2 n\n! se 
- Jt |n er 
| “Ss o—1 ( 1 |¥) 
n+0 ~ 


Diese Entwicklung tragen wir in (109) ein und erhalten das Resultat: 


‘ —] 
we 3s ya (F) e 
E (tr, 8; (@y, ag), Q) = 6(4) y2 C (8, dg, Q) 4 Q = C(s—l,a,,Q)y 2 
(112) r(s) 
> . 2xina, s—1 ‘ 2nin 
22 S| ES ec Gm |i inp yt Ky (24 yee *. 
eo r(<) #¥0 maar j — @ @ / 


\ 


min 


Die analytische Fortsetzung ist damit geleistet. Um zu beweisen, daB die 
in der Entwicklung (112) formal auftretenden Pole der Zeta- und Gamma- 


funktionen in 8 


= 1 in Wahrheit gar nicht vorkommen, miissen wir von den 


Transformationsformeln der Funktionen ¢ (s,a, Q) Gebrauch machen. Be- 


kanntlich ist 
e 
ies Qg sri ®\ >, a 2 2 
é (s,a,Q) =() P's) oa, = (g)7- VQ (—s) 

(113) co 8 1 ntn*® l co 1—s y ntn*® 

[te J dye Q \ dt . > cab ft 3 J ae Q jar, 

i (n= a(Q) j y@ bmodQ 1 (n= b(Q) 

n+ 0 n+ 0 
2xi 

wenn (=e Q gesetzt wird, und daher 
(114) E(1—s,a,Q) =—L- ¥ te £(s,b, Q). 


u(y, 8; (a,, a), Q) é( 


(115) 


in eir 


unmittelbar erkennen J4Bt. 


und 


(117) 


a 


1e Form bringen, 


u (Y¥, 8; (a, A), Y) 
1 x 
222 


8 l 


oe) * 


1 


@ / 


VQ omoag 


Mit Hilfe dieser Funktionalgleichungen l4Bt sich die Summe der von 2 un- 
abhangigen Terme in der Fourierentwicklung (112): 


) £ (8,d_, Q) y 


welche die 


u(y, 8; (A,, 4), Y) = 


4 


|x 


@ 


& 


2 


Vx r(*>-) . - 


Q t(s—1,a,,Q)y'~ 2 


r(s) 


Regularitat dieses Ausdrucks in s = 1 


& 
2 
a 
s — 
. bmodQ 
2 | b+ 0(Q) 


(>) 


rs 


S 
9 


) 


Es wird namlich 


1—és 


Pet {ew 2 r(45*)ta—# +@en @ r(*Z+)ce@-v} 


curr (*=*)c(1—s,b, Q) far a, = 0(Q) 


x 
C(s— l,a,,Q)y>~2 fiir a, +0(Q). 
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Die nach Potenzen von s — 1 fortschreitenden Entwicklungen 


9 e Q-1 iis 
, a 2 1 2 (0 T p—0b Ing [9 cin 2% 
C (s, 6, Q) = Qe—) Q (c a log (2 sin )} 


gestatten in Verbindung mit den Relationen (114) die Berechnung des Grenz- 
werts 


(118) lim r| 


sl 


—s |. ba] 
> joa — 8, b, Q) 2 log (2 sin >|) fir b+0(Q). 


Eine einfache Rechnung liefert dann 


(119) u(y, 1; (@,, 4), Y) 
‘ ‘ Q-1 ' bx) 
: o y) log y + 7 (o + log 7 72 Cad log (2 sin 7 ) y) fiir a, = 0 (Q), 
9° / * 
_ Q log (2 sin a ) y) fiir a, = 0(Q), 


wahrend man fiir r >0 nach (115) direkt 


u(y, 1 + 2%r; (a,, a), Q) (G)ca | 247, dg, Q) yi tir 


\x I (ir) 


Q ra + ir) 


(120) 
e * 1 
C (2ir,a,, Q) y2-*" 
erhalt. 

Um die Maximalzahl linear unabhangiger Eisensteinreihen zu bestimmen, 
gehen wir zu den Reihen 


& 


(121) E* (r, 8; (@,, 4), Q) > Es 


_ 8 
m; = 4;(Q) m, T+ ™,| 


(m,, ™M,) 1 
iiber, die fiir (a,, a,, Q) > 1 identisch verschwinden, wenn wir wie iiblich fest- 
setzen, daB eine leere Summe den Wert Null hat. Zwischen den primitiven 
Reihen, die durch (a,, a,, Q) = 1 charakterisiert sind, bestehen die linearen 
Relationen 


(122) E* (r, 8; (a3), Q) = DY E(t, 8; (ta,, ta), Q)c (8, t, Q) 
tmodQ 
und 
(123) E (tr, 8; (a,,@,), Q) = 3) E* (r, 8; (ta,, ta,), Q) d (s, t, Q) 
tmodQ 
mit 
, (n) . ] 
(124) c(3,t,Q= FY =“, dwtQ= FZ 
' tnai(g) ™* tn=1(Q) ™ 
n 0 n>0v0 


wobei p(n) die Mésrussche Funktion bedeutet. Der Beweis ist wie im ana- 
lytischen Fall (vgl. 5) zu fihren. Die nicht-primitiven Reihen £ (r, 8; (a,, a2), Q) 
mit (a,,a@,, Q@) =d> 1 lassen sich wegen 

a 


(125) E (t, 8; (a4, 4), Q) =d ~* E(t, 85(-F, +) «) 


durch die Z* zur Stufe Q/d ausdriicken; diese wiederum sind durch die E* zur 
Stufe Q darzustellen, da allgemein 
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(126) E* (t, 8; (a,,@_),Q) = 3D) B* (zx, 8; (b,, bs), QQ’) 

b; mod QQ’ 

b; = a; (Q) 
gilt. Die lineare Aquivalenz der Reihen Z und £*, die in den in s analytischen 
Identitaten (122) und (123) zum Ausdruck kommt, kann fiir spezielle Werte 
von s verloren gehen, wenn die Koeffizienten d (s, t, Q) singular werden. Auf 
der Geraden Re s = 1 ist das fiir s =1 der Fall. In der Tat ist die Maximal- 
zahl der linear unabhangigen Reihen E£* (r, 1; (a,,a,), Q) kleiner als die der 
Reihen £ (r, 1; (a,, @,), Q), wie die folgenden Betrachtungen lehren. Die 
Regularitét der Funktion c (s, t, Q) auf der Geraden Re s = 1 einschlieBlich 
8 1, folgt aus der Darstellung 


= . xt) 
(127) (s, t, 5 
@) = 0) o- Le, x)’ 


wobei iiber alle Charaktere 7 mod Q summiert wird und @ (Q) die EULERsche 
Funktion bedeutet, sowie der Tatsache, daB die L-Reihen 


L (8, x) = 5 zl) 


tr n* 
fiir fies = 1 nicht verschwinden. Ferner ist 
] 
128 d (s,t, Q) = —~- J Lis, t). 
(128) (s, t, Q) 7@ + (8, x) x (@) 


Eine Singularitaét auf der Geraden Rie s = 1 liegt bei diesen Funktionen also 
nur fiir (t, @) = 1 im Punkte s = 1 vor. 

Wir berechnen nun das von z unabhiangige Glied u* (y, 8; (a,, a,), Q) 
in der Fourierentwicklung von E* (r, 8; (a,, @,), Q). Nach (115) ist 


* (y, 8; (a,,@), Q@) = D u(y, 8; (ta,, ta), Q) c (s, t, Q) 


(129) tmodQ 


| a ——.y ; >” f(s — 1, ta,, Q) c (8, t, Q). 


\y2 52 (8, tag, Q) ¢ (8, t, Q) y - 7 
r(>) tmodQ 


n 
q ; tmodQ “Q 
Setzen wir (a,, a, Q) = 1 voraus, dann diirfen wir uns bei der Berechnung 


des Koeffizienten von 3 in (129) auf (a,, Q) = 1 beschranken, da dieses Glied 
nur fiir a, =0(Q) wirklich auftritt. Fir (a, Q) =1 ist aber 


> » y , , ft (n) 
d 6(s,ta,Q)c(s,t,Q= Y FJ p> ; 
tmodQ tmodQ tn=1(Q) m=ta(Q) |m n| 
n>0 
a es = (=>) \ 6(“3*) 
50,m |m|* . @ @ 


n/m,  eaeeh 
so daB 


(130) u* (y, 8; (a,,a2), Q) = 6(%) (o(%5+) + 6(“3 +)) 93 +7 (8,a, Q)y i; 


wird mit einer gewissen Funktion 7 (8, a,, Q), von der uns nur interessiert, 
daB sie auf der Geraden Re s = 1 regular ist. Wir stellen damit fest, daB in 

* (y, 1; (a,, 4), Q) die Funktion y* log y nicht mehr vorkommt. Die Maximal- 
zahl linear unabhangiger Reihen E* (r, 1; (a,,@,), Q) ist demnach kleiner als 
die der Reihen E (rt, 1; (a,,a,), Q). AuBerdem folgt aus (130) fir r>0, daB 
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y} + in u* (y, 1 + 2ér; (a,, a), Q) dann und nur dann auftritt, wenn a, =0 
und a, =1 oder —1 mod Q ist. 


> , ‘ ab . ai os 

Es sei nun r>0, (a,,a,)=1 und S= (° 2) eine Substitution aus M 
derart, daB S~!co eine vorgegebene parabolische Spitze eines Fundamental- 
bereichs von M(Q) darstellt. Dann verhalt sich £* (rz, 1 + 2ir; (a,,a,), Q) 
in t = S~1co so wie 


E* (S11, 1+ 2ir; (a,,a,), Q) = £* (zr, 1 + 2ir; (a,,a,) S™, Q) 


in t=co. y?*+* kommt in der Fourierentwicklung von E£* (1,1 + 2ir; 
(a,,a,) S~1, Q) genau dann vor, wenn 


a,d—a,c=0, —a,b+a,a=+41(Q), 
d. h. 
@q=ic, a,=+id(Q) 
ist oder, gleichwertig damit, wenn die parabolischen Spitzen — “2 und S~1co 
1 


_ nach M(Q) dquivalent sind. Sei o (Q) die Anzahl der inaiquivalenten 


parabolischen Spitzen von M(Q). Im Falle r>0 sind dann o(Q) linear un- 
abhangige Eisensteinreihen E* nachgewiesen. Bekanntlich ist 


l fir Q=1, 
(131) ic, TY aT 
| sk >2. 

3 I \ x) ir Q 


Zwischen den primitiven Reihen 2£* (r, 1 + 2ir; (a,,a,),Q), die mit der 
Gesamtheit aller Eisensteinreihen zur Stufe Q linear aquivalent sind, bestehen 
nur die Relationen 
E* (t, 1 + 2ir; (a,, a4), Q) = £* (x, 1 + 2ir; (b,, bg), Q) 

fiir a, =b, (Q) oder a,=—b, (Q). (k == 1, 2) 
AuBerdem verschwindet jede Linearkombination der Eisensteinreihen iden- 
tisch, wenn sie eine Spitzenfunktion darstellt. Diese Tatsachen folgen un- 
mittelbar aus dem Verhalten der Reihen £* in den parabolischen Spitzen, wenn 


(132) 


, = alae . b, , , 
man tiberdies beachtet, daB zwei Spitzen — *: und — t mit teilerfremden 
, a 1 
Zahler und Nenner nach M(Q) genau dann Aquivalent sind, wenn a, = + 5; (Q) 
(& = 1, 2) ist. o (Q) ist offenbar die Maximalzahl linear unabhangiger Eisen- 
steinreihen. 

Der Fall r = 0 ist erheblich komplizierter. Wenn gp (Q) = 1 oder 2 ist, 
dann gibt es unter den primitiven Eisensteinreihen EF (r, 1; (a,, a2), Q) ebenfalls 
o(Q) linear unabhangige Reihen; denn nach (119) kommt y* log y in der 
Fourierentwicklung von E (t, 1; (a,,a,),Q) genau dann vor, wenn a, = 0, 
a4,=+1(Q) ist. Es gelten dann die gleichen Uberlegungen wie im Fall 
r>0. Spater werden wir erkennen, daB fir r=0 und p(Q)>2, d.h. fir 
Q + 1, 2, 3, 4, 6, die Maximalzahl linear unabhangiger Eisensteinreihen kleiner 
als o (Q) ist. 


Wir formulieren das gewonnene Teilergebnis. 
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Satz 8. Es sei r>0, Q beliebig oder r =0, p(Q) <2 (d.h. Q=1, 2,3, 4 
oder 6). Dann ist die Mazximalzahl der linear unabhingigen Eisensteinreithen 
E (rt, 1 + 2ir; (a,, aq), Q) gleich o (Q). AuBerdem gibt es in der linearen Schar 
der Eisensteinreihen keine nicht identisch verschwindenden Spitzenfunktionen. 

Um die linearen Relationen zwischen den Eisensteinreihen im Falle r = 0 
zu ermitteln, erscheint es zweckmaBig, die Reihen 
1 


— SY (-%> E (r,s; (a,, 6), Q) 


(133) G (T, 8; a, ag, Q) = Q 
bmodQ 


einzufiihren, die mit den Eisensteinreihen linear aquivalent sind und fiir s = 1 
wichtige Symmetrieeigenschaften besitzen (vgl. *). Nach (112) wird 


, ie ke 
G (t, 8; 4,42, Q) = = (4 A GY? a init 
la. r(+ 2 7. i-s 
(134) 4 6(%) Ve 2 hla aie 
r (5) 
ak eal P antn 
ani ZI 5 d —< |d,| eb yt Ke (FQ™ )e Q zx 
n+0 id = a; (Q) ie 
ome T (5) Fo era 


2 
y? log y + - (c + log +) y? far a,=0, a,=0(Q), 
y? fir a,=0, a, = 0(Q), 


fiir a, = 0, a, =0 (Q) 





fir a, +0, a, = 0(Q), 
woraus sich die Symmetrierelationen 

G (rt, 1; a,, de, Y) = G(T, 1; ae, a,, Q), 
(136) ( 1 “2 Q) *( 2% Q) 

G (tr, : a;, A, Q) —_ G (t, As — a, — Gs, Q) 
ergeben. Um alle untereinander verschiedenen G-Reihen zu erfassen, gentigt 
es also, wenn wir uns auf 
(137) a, =9, 0<a, 5/41 und a, =k, k<a,<Q—k (x = 1,2,..»[-$]) 


beschranken. Eine einfache Abz&hlung ergibt fir die Anzahl A (Q) der an- 
gegebenen Paare (a,, a.) den Wert 


(138) A(Q)=14 |< 








et 2 





(Q) stellt eine obere Schranke fiir die Maximalzahl der linear unabhangigen 
Eisensteinreihen dar. Da 
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4 (Q) J o(Q) fir Q = 1, 2,3, 
(139) . ~ (o(Q)+1 far Q=4,6, 

A(Q)< a(Q) fir Q+ 1,2,3,4,6 
ist, wie man leicht feststellt, so bestehen nach Satz 8 in den Fallen Q = 1, 2,3 
keine weiteren Relationen auBer (136) und fiir Q = 4, 6 gibt es jeweils genau 
eine, die unter den Symmetrierelationen nicht vorkommt. Solche zusitz- 
lichen Relationen gibt es im allgemeinen, wenn Q nicht gerade eine Primzahl 
ist, in groBer Zahl. Fir zwei beliebige natirliche Zahlen ¢, und ¢, ist namlich 
(140) YG (x, 1; a, + ty v, t, ag, t,t.) = DY G(r, 1; tay, ag + tv, t te). 

ymod?, » mod ¢, 

Der Beweis ergibt sich sehr einfach durch Vergleich der Koeffizienten in den 


Fourierentwicklungen der beiden Seiten von (140). Sei A,, (a,, a.) der Fourier- 


koeffizient von ¢ G (rt, 1; a,,a4,,Q) zum Exponenten n+0; A, (@,,4@,) ist 
nach (135) die Lésungszahl des Systems 
d, = ay, d, = a, (Q), d, d, n. 


Die Relation (140) ist gleichwertig mit 


Dd Ay (Q, + tev, tae) = 3S A, (t, 4, a, + t, 7). (Q =t, t,) 
» mod ft, » mod ¢, 


Auf der linken Seite dieser Gleichung steht die Lésungszahl des Systems 
d, = 4, (t,), dz = t, a, (t,t), dd, =n, 

auf der rechten Seite die von 
d, = t, a, (t, t,), dy =a, (t,), dd, =n. 


Diese Anzahlen stimmen offenbar itiberein; (140) ist damit bewiesen. Sei 
t, tg = Q, dann ist die Relation (140) von den Symmetrierelationen unabhangig, 
auBer, wenn t, = 1 oder a,= +4, (t,) ist. Der Beweis hierfiir ist elementar 
und darf iibergangen werden. Speziell fiir 4, =t, = 2, a, = 0, ag = 1 und 
t, = 2, tg = 3, a, = 0, a, = 1 erhalten wir 


2G (x, 1; 0, 1, 4) = G@ (x, 1; 0, 2, 4) + G (x, 1; 2, 2, 4), 


(141) 
G (1, 1; 0, 1, 6) G (r, 1; 2, 3, 6). 


Allgemein gibt es zu jeder zusammengesetzten Stufe Q = t,t, (¢; > 1) unte1 
den Relationen (140) mindestens eine, die von den Symmetrierelationen un- 
abhangig ist. Dagegen hat man fiir Primzahlstufe Q@ = q in (136) ein voll- 
stindiges Relationensystem. Zum Beweis denken wir uns irgend eine Relation 
gegeben. Von den vier Reihen, die aus G (1, 1; a,, a2, Q) entstehen, wenn man 
a,,a, durch + a,, + a, oder + ay, + a, ersetzt, mége héchstens eine in der Re- 
lation wirklich auftreten. Zur Abkiirzung setzen wir [a,, a,] = @ (t, 1; a4, dg, Q).- 
Sei p eine beliebige Primzahl. Der Fourierkoeffizient zum Exponenten p 
ist offenbar nur fiir die Reihe [1, p] von Null verschieden. [1, p] darf also 
in der Relation nicht vorkommen. Nach dem DrricHLetschen Satz iiber 
die Primzahlen in arithmetischen Progressionen kann p eine beliebige zu q 
prime Restklasse mod qg reprasentieren; natiirlich ist auch p = q zulassig, 
woraus erhellt, daB simtliche Reihen [1, a] (a beliebig) in der Relation nicht 
auftreten. Der Fourierkoeffizient zum Exponenten pp’ ist nur fiir die Reihen 
[1, pp’] und [p, p’] von Null verschieden, wenn p und p’ beliebige Primzahlen 
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bedeuten. Da [1l, pp’] in der Relation nicht vorkommt, kann auch [p, p’} 
nicht auftreten. Bei geeigneter Wahl von p und p’ stellt [p, p’] eine vor- 
gegebene G-Reihe dar. Unsere Relation ist also leer und damit die Voll- 
standigkeit des Relationensystems (136) fiir @ =q bewiesen. Es gilt somit 

Satz 9. Die Mazimalzahl der linear unabhdngigen Lisensteinreihen 
E (tr, 1; (@, @q), Q) ist gleich o (Q) fiir Q = 1, 2,3, 4,6 wnd kleiner o (Q) fiir 

2 

alle iibrigen Q, insbesondere gleich | a= fiir Primzahlstufe Q => 3 und kleiner 


ae 


4a 
fiir alle zusammengesetzten Stufen Q > 4. 


9 


oder gleich 





Die Frage, ob eine vorgegebene Wellenfunktion zur Stufe Q mit Hilfe 
der Eisensteinreihen auf eine Spitzenfunktion reduziert werden kann, ist 
unter den Voraussetzungen von Satz 8 zu bejahen. Der Beweis dieses soge- 
nannten Reduktionssatzes stiitzt sich im wesentlichen auf 


Satz 10. Es sei G eine Untergruppe der Modulgruppe M von endlichem 


Index. Die Substitutionen A, CM (0 1,2,...,0) seten derart bestimmt, 
1 1 —1  .. — ’ —s 
dap A, ~, A, ~,...,A, c ein vollstindiges System von iniquivalenten 


parabolischen Spitzen eines Fundamentalbereiches von G darstellt. Jeder gegen- 
iiber den Substitutionen von G invarianten Wellenfunktion g (t) mit den o Ent- 
wicklungen 


- ce 23 | 2xin 
(142) g (Az *t) u, (y) + Ea, (n) y* K;,( ab a y)e Q, f 
‘ n+0— Qo / 
ordnen wir den Vektor u={u,(y), Ue (y),.--,U,(y)} zu. In der linearen 


Schar dieser Vektoren gibt es héchstens o linear unabhdngige. 
Beweis. Wir denken uns eine zweite automorphe Funktion h (t) mit den 
Entwicklungen 


9 ! 2xin 
(143) h(Ap*t) =v, (y) +> b, (n) y? K;, (= 2/1 y\e q,” 
n+0 y 


gegeben und wenden den GREENschen Satz 


ed = . _- + é@ U(r) 5 @ Vit) 
(144) lJ (V(r) a U(r) — U(t) a V(t))dady {( 6=22= — U (tr) a )ds, 


wobei den Rand eines Bereichs $ und n die nach auBen weisende Normale 
auf dem Rand von $ bedeutet, auf U(r) =g(r) und V(r) =A(r) an. B sei 
speziell der Bereich, der aus dem Fundamentalbereich (71) entsteht, wenn 
man die o parabolischen Spitzen langs gewisser Querschnitte abschneidet. 
In 8, wahle man einen solchen Querschnitt, der durch A, in die Strecke 
\z|}<4Q,. y=y, (=~) tibergefihrt wird. Da g(r) und A(t) Wellenfunk- 
tionen sind, verschwindet das Flachenintegral in (144). Im Randintegral 
bleiben nur die Beitrage zu den Querschnitten stehen; denn der Rand  be- 
steht, wenn man von den Querschnitten absieht, aus paarweise 4quivalenten 
Stiicken und die Beitrage des Randintegrals zu solchen heben sich offenbar 
auf. Wenn wir im Integral iiber den o-ten Querschnitt die Variablentrans- 
formation t > Ar't vornehmen, erhalten wir schlieBlich 


yy 7? / 1 ég (Ag*t) = =" Oo 
0 = J {h (A; T) ay g (A, Tt) ay Jy=s,42- 
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Tragt man hierin die Fourierentwicklungen (142) und (143) ein, so ergibt sich 
eine wesentliche Vereinfachung der Integralrelation; es wird namlich 


, 1m dt (Ye) dv (Ye) 
O = _ 7 (4 ) Ue (Ye — u, ( ) olte) ) az, 
oS ie Q% e Yo dYo e Yo dy 
also 
_- 5 dtie(¥e) dV (Yo) 
0 = 2 Q% (», (Y¥,) d Yo Uo (Y) dY ) ° 


Da die Lage der Querschnitte, d. h. die Ordinaten y, unabhangig voneinander 
sind, ist 


- ‘ d tig (y) dv, (y) 
(145) c, =v, (y) “ae eae d 
notwendig konstant. Die c, geniigen der Relation 
(146) > 9c, =9. 

e=l 


Die Konstanz der c, folgt auch unmittelbar aus der Tatsache, daf u, (y) und 
v, (y) der Differentialgleichung 


fw i r+} 


ay + + w=0 
geniigen. Aus der Darstellung 
atone f a, yt** 4 a, yt—* fir r>0, 
2. a, y* log y 4+ a, y? fir r=0, 
ae bo ytt* 4b yt-* far r>O0, 
— bytlogy+ by? fir r=0 


ergibt sich in der Tat 


(148) — J 2ir (a,b, —a, 6.) fir r>0, 


. | a,b, —a,b, fir r=0. 
Allgemein gilt also 
(149) EQ (a bg — a4 6) =0. 
e=1l1 


Bezeichnen wir die mit den Komponenten 
7 ee ee ee 
und 
bj. bg, .. ., bg, by, bg... +, Og 
gebildeten Spaltenvektoren mit a bzw. b und fahren die quadratische Matrix 
Q 
"Qs 


(150) eo Qe 
i / 


ein, wobei in die nicht ausgefillten Stellen Nullen zu setzen sind, so lautet 
die Bilinearrelation (149) in Matrizenschreibweise 
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(151) a’ Xb=0. 


Sei nun g, (t), gg (t),..-,g,(t) ein maximales System von automorphen Wellen- 
funktionen, fir welche die zugeordneten Konstantenvektoren Qj, dg, - - -, 4, 
linear unabhangig sind, dann sind sémtliche a, Lésungen des Gleichungs- 
systems 


(152) a Xr=0. (¢ = 1,2,...,0) 


Der Rang dieses Systems ist einerseits gleich 4, die Dimension des Lésungs- 
gebildes andererseits mindestens gleich u, soda8 u< 20— 4 oder uw Soa wird. 
Damit ist Satz 10 bewiesen. 

Unter den Voraussetzungen von Satz 8 gibt es o (Q) linear unabhangige 
Kisensteinreihen £,, £,,...,£. (gq). Die im Sinne von Satz 10 den Eisenstein- 
reihen zugeordneten Vektoren Uj, Ug, .. .,Uo(g) sind linear unabhangig, da in 
der linearen Schar der EL, (9 = 1, 2,...,0(Q)) keine nicht identisch verschwin- 
dende Spitzenfunktion enthalten ist. Nach Satz 10 bilden die Vektoren 
u, (e = 1, 2,...,¢) eine Basis in der linearen Schar aller méglichen derartigen 
Vektoren, woraus der Reduktionssatz folgt: 


Satz 11. Hs sei entweder r >0, Q beliebig oder r = 0, p(Q) <2 (d.h. Q= 
1, 2,3, 40der6), dann gibt es zu jeder gegeniiber M(Q) invarianten Wellen- 
funktion g(c), die in den parabolischen Spitzen Fourierentwicklungen der Art 
(142) besitzt, eine Linearkombination A(t) der Hisensteinreihen zur Stufe Q, 
so daB g(t) — A(t) eine Spitzenfunktion darstellt. 


Fiir r = 0 kénnen die automorphen Wellenfunktionen zur Modulgruppe 
und zur Thetagruppe sofort angegeben werden, da es nach Satz 6 keine Spitzen- 
funktionen zu diesen Gruppen und r = 0 gibt. Auf Grund von Satz 11 stimmt 
jede automorphe Funktion zur Stufe 1 mit Z (r,1; (0,0), 1) bis auf einen 
konstanten Faktor iiberein. Sei nun g (t) eine gegeniiber T invariante Wellen- 
funktion zu r =0. Wegen M(2) CT gibt es nach Satz 11 eine Linearkombi- 
nation A(r) der Eisensteinreihen zur Stufe 2, so daB f(r) =g(r) — A(t) 
eine Spitzenfunktion zur Stufe 2 darstellt. Da T die Zerlegung 


T = M(2) 4 M(2)(_} 0) 


gestattet, so ist die Spitzenfunktion f(t) + t(— =) gegeniiber T invariant, 


also identisch gleich Null. Es ergibt sich somit g (rt) = 3(4 (rt) +A (- =) é 
Die automorphen Funktionen zu T bestehen also aus den Linearkombinationen 
der Reihensummen 

E (r, 1; (a,,@), 2) + £ (rt, 1; (ag, @,), 2), 
wobei (a,,@,,2) = 1 angenommen werden darf. Die linear unabhangigen 
Funktionen 


(153) £, (rt) = £(r, 1; (0,1), 2) + # (rz, 1; (1,0) 2), #.(r) = E (rz, 1; (1, 1), 2) 


bilden demnach eine Basis der linearen Schar aller g (rt). Sei d (n) die Anzahl 
der positiven Teiler von n, dann findet man nach (112) und (119) die Ent- 
wicklungen 
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E, (t) E, (1) } E (7, 1; (0,0), 1) y? log y + (C log 4 2) y3 


2 >’ d(n) y? K, (2 2 \n| y) e27'"?, 
(154) n+ 0 


3 E,(r) -+- 2#,(r) =3 yt log y (3 (C — log 42) + log2)y 


2 >’ d(n) y? K,(x\n| y)e*'"* 4 ¥'d(n) y? Ky (42\n! y)et***"* 
at net 
Die den Funktionen £ (1, 1; (0,0), 1), £, (rt) + £, (rt), 3 £, (7) + 2 £, (1) nach 
der Vorschrift (32), (33) zugeordneten m-Reihen lauten 


(155) 8 f?2(s), 4-2-*f2(s), 4(1 + 2!-— 24) 22 (a), 


waihrend die y-Reihen simtlich verschwinden. Satz 2 ist damit bewiesen. 

Bevor wir auf die speziellen Verhaltnisse eingehen, die im Fall Q 5, 
’ 0 vorliegen, schicken wir noch einige allgemeine Betrachtungen voraus. 
Zwischen den primitiven Eisensteinreihen EF und £* zur Stufe Q bestehen 
zufolge (122) und (127) die leicht beweisbaren Identitaten 


(156) D E* (1, 8; (tay, tay), Q) \” E (1, 8; (ta,, ta), Q), 


tmodQ L(s, Xi) t mod Q 
(t,Q) l r,Q) l 
wobei ¥, den Einheitscharakter mod Q bedeutet. Ftir s 1 erhalt man also 
(157) Dd E* (1,1: (ta, tay), Q) = 0. 
fmodQ 
(t,Q) 
. , P a, b, . ‘ 
Wir nennen zwei parabolische Spitzen = und ; mit teilerfremden Zahler 
, 


a, l 
und Nenner mod Q assoziiert, wenn es cine zu Q teilerfremde Zahl k gibt, so dal 


(158) a;=kb;(Q) fir 1 B® 


gilt. Die Anzahl der beziiglich M(Q) nicht dquivalenten parabolischen 
Spitzen in einer Klasse mod Q assozierter Spitzen ist offenbar gleich 1 fir 
Q = 1,2 und gleich } py (Q) fir Q > 2, so dab wir fiir die Anzahl der Klassen 


mod @ nicht assoziierter parabolischer Spitzen nach (131) den Ausdruck 


7 l 
(159) o,(Q@)=Q i771 } 
piQ P 
erhalten. Es seien A und B zwei Substitutionen aus M mit den zweiten 
Zeilen (a,,a,) und (b,,6,); A~!co und B~'oo sind mod Q genau dann assoziiert, 
wenn (158) mit (&, Q) 1 erfillt werden kann. In der Fourierentwicklung der 
primitiven Reihe E (r, 1; (a,,@_), Q) mit (a,, a) 1 zur Spitze Bo1co (BCM) 
° + . a. 
tritt die Funktion y? log y dann und nur dann auf, wenn B™!oo und - 
1 
mod @ assoziiert sind; denn E (r, 1; (a,,a,), Q) verhalt sich fir t-> Bol « 
so wie E (1, 1; (a,,a,) B~', Q) fiir t + co und in der Fourierentwicklung dieser 
Reihe zur Spitze oo tritt y? log y nach (119) genau dann auf, wenn (a,,a,) B™ 
(0, k) oder (a,, 2) (0,k) B(Q) mit (k, Q) 1 gilt. Wir bestimmen nun 
,(Q) Substitutionen B, CM derart, daB By' « (o = 1, 2,...,a@9(Q)) mod @ 
nicht assoziiert sind. Bezeichnen wir mit B, die zweite Zeile von B,, dann 
sind die Reihen 


(160) E (7,1: 3.0) (o == I, 2, sicsg h@) 





in 


in 


)) 


Nichtanalytische automorphe Funktionen. 173 


linear unabhangig, wie aus ihrem Verhalten in den parabolischen Spitzen 


unmittelbar hervorgeht. Unter den o(Q) Reihen E*(z,1; & B,, Q) (i l 


firY=—1,2undi<k- a , (k, Q) = 1 fir Q> 2) gibt es wegen der Relationen 
(157) héchstens o (Q) — a, (Q) linear unabhangige. Da in den Fourierentwick- 
lungen der E* die Funktion y? log y nicht auftritt, sind die E* von den Reihen 
160) unabhangig. 


Wir beschranken uns nun auf die Stufe Q = 5. Es ist danne 12, 0, = 6. 
Die Substitutionen 


. 1 0) 0 I 10 1] 1-2 13 
(161) Bate" AB Be Se es 
01 l 0 11 12 13 1 4) 
mégen in gleicher Reihenfolge mit B,, B,,..., B, bezeichnet werden. Eine 
solche Wah! der B, ist zulassig; denn die parabolischen Spitzen B,  o sind 
in der Tat mod 5 nicht assoziiert. Das Relationensystem (157) nimmt hier 
die Gestalt 


162) E* (1,1; B,, 5) + E* (rt, 1; 2 B,, 5} =0 (o = 1,2,..., 6) 


an. Da es genau neun linear unabhangige Eisensteinreihen zur Stufe 5 gibt, 
und die sechs Reihen (160) unabhangig sind, kann es unter den Funktionen 


(163) F(x) = £* (zc, 1; B,, 5) (o ae 


nur noch héchstens drei linear unabhangige geben. Die Bestimmung der 
linearen Relationen zwischen den F, (rt) kann in der Weise vorgenommen 
werden, daB man diese Funktionen durch die G-Reihen ausdriickt und be- 
achtet, dab das Relationensystem (136) fiir die G-Reihen zur Primzahlstufe 
volistindig ist. Zur Durechfiihrung der Rechnung benédtigen wir die Werte 


k ] k 5 { + 5 
(164) ¢ (1, k, 5) +-c(1, —&, 5) = : (=) \é€ 1+] a 
z 5] 4loge 2 
2L(1,(—)| 
die wir in die Darstellung 
H* (r, 1; B,, 5) E (rt, 1; B,, 5) (ec (1, 1, 5) e(l, 1, 5)) 
E (rt, 1; 2 B,, 5) (e (1, 2, 5) + ¢ (1, — 2, 5)) 


eintragen, so dali 


(165) F(t) & (E (rt, 1; B,, 5) —E (rt, 1; 2B, 5)) 
4 log ¢ ¢ 
wird. So gelangt man schlieBlich zu der Erkenntnis, dali die Funktionen 


F, (t), F, (rt), F, (7) linear unabhingig sind und -daf die Relationen 


5 ! . ’ 
F, (t) (F, (rt) + Fs (r)) — F, (7) 


: l S = e ; 
(166) F(t) = (F, (t) + F, (t)) + F, (1), 
- y 5 P cm , , 
F, (t) —s5— (F, (t) + FP, (t)) — F(t) 
bestehen. Auf Grund der Transformationsformeln (107), die auch fiir die 


E*.Reihen gelten, wird 


12* 
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F,(t +1) =F, (rt), Fy (t +1) =F; (1), Fy (t + 1) = F(t), 
l . I , l 

F,(— =) =F, (t), F,(——) =F, (2), F,(——) = Fee) 


und damit nach (166) 


fn 4 0 0 0 l 0 
(167) (F, (r +1)) -| be 1}, (0), (F.(- *))=( aaa 0) Fe) 
e ] sg e’ e —! 
mit e’ os : und 9 = 1, 2,3. Die Eigenfunktionen in der linearen Schar 


der F,(t) zur Substitution t+ 71+ 1 stimmen bis auf konstante Faktoren 
mit den Funktionen 


2(¢ —¢-) 0 0 “— 
(168) (G, (t)) = | f-1—] V50-1 V5 |r) \¢=—e 5} 
1--¢ V5e V5 
iiberein und transformieren sich gem&B (167) nach den Formeln 


10 0 l 2 2 


ig Y » y y l = - y - ~ y 
(169) (@,(r +1)): (° Ba }co,cen (a4 ~)) V5 ( ore = 


00 ¢- 1 €¢+-! (24-3 


Die Wellenfunktionen g (t,o, (1),1,/5) (@ = 90, 1,2) zum System der Zeta- 
funktionen ¢,(t,0,(1),1,/5) (»=0,1;@=0,1,2) geniigen ebenfalls den 
Funktionalgleichungen (169) und es ist zu vermuten, daB sie mit den G, (t) 
(oe = 1, 2,3) bis auf einen gemeinsamen konstanten Faktor iibere instimme n. 
Das ist in der Tat richtig, wie wir nun beweisen werden. Die Transformations- 
formeln des Funktionensystems 


(170) GT (rt) = 3 G, (rt), GE (r) = G, (rt), GF (rt) = Gy (7) 
lauten : 
10 0 : l y2 y2 
(171) (G2 (r 4 ny=(0% 0 |. cen. (a +)) - == | V2 C84 (-85 40-1] (G2(r)) 
poet PO Ne cece 


und definieren offenbar eine unitére Darstellung 
(172) (Gt (S t)) = Ag (Gf (t)), As A's =F fir SCM 


der Modulargruppe M/M (5). Sei nun 9, (T), Jo (T), Gg (Tt) ein beliebiges Lésungs- 
system der Funktionalgleichungen (171). Der Spaltenvektor g(t) mit den 
Komponenten g, (t) geniigt der Transformationsformel 


(173) qg(Srt) =Agq(t) fir SCM 
und gestattet eine Entwicklung der Art 


Q2xin 


"l y) e 6 


22| x 
7 : 


(174) g(t) =u(y) +2 Pa yi K, 
Es handelt sich hierbei um pa eiiteisiitieee von drei Fourierentwick- 
lungen zu einer Vektorreihe. Der Spaltenvektor § (r) mit der Entwicklung 


2xin 


(175) h(t) =» (y) + = y? K, (== = Ie y)e 5 








{t)) 
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sei eine weitere Lésung von (173). Da die Darstellungsmatrizen Ag unitér 
sind, ist §’ (r)d (tr) beziiglich SC M invariant. Um nachzuweisen, daB u (y) 
und » (y) sich nur um einen konstanten Faktor unterscheiden, ziehen wir den 
GreEENschen Satz (144) in der Form 


(17 gar ha p(y 2h _ 9 28 
(176) [f@ h—' sa)dxdy { (3 = h 52) ds 


heran. $ entstehe aus der Modulfigur durch Abtrennen der parabolischen 
Spitze und werde durch die Ungleichungen 2* + y?21, |z|/ S34, yS % 
beschrieben. Das Flachenintegral verschwindet, da die Komponenten von 
q und § Wellenfunktionen zu gleicher Wellenzah] darstellen. Im Randintegral 
iiber ® heben sich die Teilintegrale iber aquivalente Randstiicke heraus 
wegen der genannten Invarianzeigenschaft von g’d, so dab 


5 | 
- fa, OD , OF 
/iq=- —jdx=0 
0 (a Cy 5 ¢ 4 


verbleibt. Bei Beriicksichtigung der Fourierentwicklungen (174) und (175) 
ergibt sich somit 
wpa =, D0 7 au 0. 
(177) ii as v’ = : 
Wegen der beiden von |] verschiedenen Diagonalelemente in der Substitution 


’ oD, + ; 
A,gzu S= ) darf von vornherein 
\o 1) 


u(y) v, (y)) 
u(y) | 0 } und v(y) = 0 } 


0 \ O 
ungenommen werden, so da (177) in die Bedingung 


7 ——~ dv, (y) ‘ du, (y) 
(178) % (9) FZ, v; (y) x. Ge 0 
y . . . v 
ibergeht. Unter der Voraussetzung wu, (y) +0 ist demnach — (y) konstant. 
tu, (y) 


° e . . 7 u . 
Speziell fiir g(r) = (zt) folgt die Konstanz von “4 (y) und damit auch von 
u, (y) 
, (y) , - ae tas , , 
—-. g.e.d. Nach Satz 7 ist g(r) als Lésung der Funktionalgleichung (173) 
“, (y¥) , " 
lurch u(y) eindeutig bestimmt und ist daher iberhaupt bis auf einen kon 


stanten Faktor festgelegt. Ein entsprechendes Resultat gilt fir das System 
G, (t) (o 1, 2,3). Satz 3 ist also bewiesen. Insbesondere ergeben sich noch 
die Darstellungen 


g(r, 0, (1), 1,5) =Co@ (t), 
(179) g(t, 1, (1), 1, V5) = Co Gy (rt), 
g (t, 2, (1), 1, 75) = Co G, (rt) 
mit einer gewissen Konstanten C4, fiir welche man den Wert 
(180) Ca Se, 


erhalt, wenn man die Fourierentwicklungen der Funktionen miteinander ver- 
gleicht. Werden die Identitaten (179) in dieser Weise explizit geprift, so 
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erhalt man fiir die Funktionalgleichungen des Systems der Funktionen g (r, o, 
(1), 1,5) (@ =90, 1, 2) einen neuen Beweis, der von den Thetareihen in zwei 
Variablen keinen Gebrauch macht, wohl aber von der mit dem Zerlegungs- 
gesetz der Primideale in R (j D) fir D = 5 gleichwertigen Beziehung 


. . D 
(181) Si= J 7): (n > 0) 
Na=s djn,d >0O e 


Dabei durchlauft a alle ganzen Ideale aus R(//D) mit der Norm n. Lineare 
Relationen von der Art (179) sind mit Hilfe von (181) auch fiir beliebige 
Diskriminanten D > 0 nachweisbar. Allgemein gilt namlich 

. Di, ®='/D\ 
(182) ¥g(r,0,a,1,VD) => SX | ) @(r, 1; 0,a, D), 
(a} . = 


- 0 a l 
wobei a ein volles System von Reprasentanten der engeren Idealklassen in 


l , * — 

r die Anzahl der total positiven, mod | D inkongruen- 
0 

ten Einheiten in R(/D) bedeutet. Der Beweis dieser Identitat beansprucht 
ein besonderes Interesse, da er als Nebenresultat die Drr1cHLETsche Klassen- 
zahlforme! 


R (yD) durchlauft und 


D l 
l : D 
(183) h  % 
2 log « == 


. an 
} log sin —— 
a 1 


D 


a 


mitliefert. Nach (135) erhalt man einerseits 


D l 4 : 
io (2 ) @ (x, 1; 0, a, D) oe =) (tog sin D y* 


(184) a 1 
a at a 


D | ' 
y? K,(22ny) cos (22n2). 
D 1 Naa | d I _ , 


0 


andererseits wird nach (29) 


= > ! l, v . = 2aiNg 
(185) g(r, 9,a,1,~D) =21,y? ; os Ky| ‘ 
yn O(a) 7 


(sm) w+0 
Po 


4 


y) é A 


wobei /, = } log €, ist und ¢,(>1) die Gruppe der total positiven Einheiten 
in R(/ D) erzeugt. Sei allgemein &, die engere Idealklasse in R (j D), die durch 
a reprasentiert wird. Wenn die Norm der Grundeinheit N « 1 ist, kann 
die Reihe (185) in die Form 

41 


(186) g(rz,0,a,1,)/D) 21, y? i : Zz y? K,(22Nb y) cos (22aN62) 
0 b Koq-1 
gebracht werden, wahrend sich im Fall N ¢ l 
’ 21 . — ent 
g(t, 0,a,1,)D) = 2h, y? = > y? K,(2aNby) e277" 
0 \bCR 


(187) 
 s 5. y? K,(2aNby)e 22iNbez | 

b Koq- iD f 
ergibt. In beiden Fallen resultiert also 


y* g(t, 0, a, 1, /P) 


—- 


assy) 
35 Sh ytloge +2 S| - 1) y Ky (2 any) cos (22 2)}, 
h \° n=1\Nb—n 
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enn wir mit A die Anzahl der gewohnlichen [dealklassen bezeichnen, so daB 
nach (184) 


D—1 


: , 21 ia i. i | 
‘ 0 ‘ - a J u . wae : "I A 3 
= F(t, a, 1, PD) i. (2 log « 1 (7) low sin p)Y 
(189) D—1 
) . ) 
; » & ) @(r, 1; 0, a, D); 
a 1 a 


wird. Diese Relation zerfallt in die Gleichungen. (182) und (183), da die 
g(t,9,a,1,/D) und G@(r,1;0,a,D) automorphe Funktionen zur Stufe D 
darstellen. 

SchlieBlich bestimmen wir noch die lineare Schar der den Eisensteinreihen 
fiir r>0 zugeordneten Paare von Dirichletreihen. Der Reihe G (1,1 + 2ir; 
a,, @, Q) entspricht nach (134), abgesehen von einem konstanten Faktor, das 
Funktionenpaar 


: : ir ir} > * : ip ie) P 
p 2 pa d, ds f 3 sgnn:i d, d, t n 
n ola a, (Q) } n+0 ‘a, a, (Q) 
%a=8 d,d,=n 
Hierfiir kann 
(190) . | Sy \ sgn n y sgn n 
ou s ir — x ir ° , ey yA = 
” @,(Q) n i= a@,(Q) n n a, (Q) n n= a.(Q) n 
n+0 n+0 n+0 a sae 


geschrieben werden. Sei nun (a;, Q) =t; > 0, a; =t;b; und x; ein beliebiger 


Charakter mod = (i 1,2). Multipliziert man die Produkte (190) mit 


% (Oy) %2 (62) und summiert tiber b; mod ©. (i 1,2), so erhalt man bis auf 


einen konstanten Faktor 


191) l Se Aa yr? Xe (n) ] yr (SAN Mm) 7, (mM) yy (SEN Mm) Ze (m) 
_ ip ad « 4 5 4 —_ 
(t, t:)" n+#0 ni? Tr" Wo \n ' (t, t,)*n+o ni*>*" née nT la a 


Alle méglichen Funktionenpaare dieser Art sind offenbar mit den Paaren (190) 
linear &quivalent. Die Funktionen (191) sind mit den L-Reihenprodukten 


14 | 1+ %2(—1) 
(+20 +o) ny +. in py bye Hie 
it, ' ‘ 
aks 1 fs) 
(1 — 4, (—1)) (1 — x (— 1) 
(t, t.)* 
identisch. 


$4. Die Theorie der 7, - Operatoren. 


' ' . , 1b ' , 
Es sei O, die Menge aller Substitutionen 7) mit ganz rationalen a, b, c,d 


und ad—bc=n>0. Unter der Voraussetzung (n, Q) 1 kénnen die 
Reprasentanten S in einer Restklassenzerlegung 
r 
0,= 3 MS 
S 


so gewahlt werden, daB 


s=(/ 1) (@) 


On 
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ist. Ein derartiges System von Restklassenvertretern bezeichnen wir mit V, 
und definieren den Operator 7’, fiir automorphe Wellenfunktionen F (rt) zur 
Stufe Q, indem wir 


(193) F(n)\T, =~ SY F(|s=—-~ FY F(sr) 
Yu sev, /n scv, 


setzen. Diese Funktion ist unabhangig von der Auswahl des Systems V,, und 
gehért wieder zur Stufe Q. Verstehen wir unter R, den durch (36) definierten 
Operator, so bilden die Transformationen 

abQ 
0 a) 
wobei a alle positiven Teiler von  durchlauft, 6 mod d variiert und ad = n 
ist, ein spezielles Vertretersystem V,, welches fiir die Durchfihrung der Rech- 
nungen geeignet ist. Wie im analytischen Fall beweist man die Vertausch- 
barkeit aller Operatoren R, und T,,=T7'(n) sowie die Multiplikationsregel 


(194) Ry ( 


(195) T (n) T(m) = » T (~~) Ry fir (n,Q) =1, (m,Q) =1. 
din,m a 
d>0 


Um die 7',-Operatoren auch fiir solche n zu definieren, die zur Stufe Q nicht 
teilerfremd sind, zerlegen wir die lineare Schar aller automorphen Funktionen 


in die Teilscharen ea x7 Q) und he (t, x, Q) zum Teiler ¢ und Charakter y. 
Diese bestehen wie eingangs ausgefiihrt wurde, aus den Funktionen F (r), 
die durch den Operator R, in das y(n)-fache iibergefiihrt werden: 


(196) F (r)|R, = x (m) F(x) fir (n,Q) =1, 


und die eine Fourierentwicklung der Art 


S 2xint 
(197) F (rt) 6(5)u (y) 4 y a(n) y} K,, ( ax itl yee 
v 
{n, =1 
t 


gestatten. Uberdies gilt fiir den durch (36) definierten Operator K 


{ F(x) far F(x) cB x, Q), 
= F (r) fir F(t) =" (t, x, Q). 
Sei nun Q = tt, und gq ein Potenzprodukt von Primteilern der Stufe Q. Dann 


(198) F (rt) | K - 


definieren wir fir die Funktionen zum Teiler ¢ den Operator 4 durch 
(199) F(x) r= yr(=t a F 

q Imodg q 
er verschwindet fir (q,¢,) > 1, ist mit R, und 7’, fir (n, Q@) = 1 vertauschbar 
und fihrt, ebenso wie 7’, mit (n, Q) = 1, die Scharen ae (¢, x, Q) in sich iiber. 
Fiir eine beliebige natiirliche Zahl m sei schlieBlich 
(200) T= + > wenn m=qn, (n,Q) =1 


ist und q nur Primteiler von Q enthalt. Der Operator T), = T' (m) hat auf 
eine beliebige Funktion F (rt) 5 ae (t, x, Q) die Wirkung: 


or en) 


‘ , t ] i 
(201) F (t)| Tm Vs as x(a) F ( d 


™ ad=m 
bmodd,d>9 
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und geniigt wieder der Multiplikationsregel 
(202) T' (m,) T' (m,) = r* (“Ps x(a). 

djm,,m, d 

d>0 
Wir betrachten nun eine beliebige, gegeniiber den Operatoren T; invariante 
Teilschar S, von % ‘tt, x, Q) oder 5," (t, x, Q). Die Funktionen F* (rt) (oe = 1, 
2,...,%) mit den Fourierentwicklungen 


(203) F* (t) = u* (y) 4 Sa (n) yt K,, (= ve 


2xint 


("5 )=1 
mégen eine Basis von G, bilden. Das von x unabhangige Glied u* (y) tritt nur 
fiir t = Q wirklich auf; es ist von der Form 

(204) u(y) ai, (0) yt + ** + a$ (0) “te fir r>0, 

; a§ (0) y*# log y +a$(0)y? fir r=9. 


Nach (201) findet man unmittelbar 


F 9nINit! 2niNt 

(205) F* (t)| Tn =v (y) + J (N) y3 K,, (22 - y) e Q 
(w, 2) -1 ‘ ' 
t 
mit 
oe a e@ (Nm = Q 
(206) b° (N) =e ( -) y (d) fir (N+) = (m, 7) = 1. 
d>0 


Die Beschrinkungen fiir N und m entfallen, wenn von vornherein a® (n) = 
b(n) =O fir (n, | >1 angenommen wird. Das sei hiermit geschehen. 
AuBerdem ist 


( Bi (0) yt + + 080) yt-* far r>0, 


(207) v (y) = i \ Q 1 . 
\ bi) (0) yF logy + 65(0)y? fir r=9, 
wenn 
bf (0) =m “tf O5:, (m, x) a (0) fir r => 0, 
(208) mi? g_o;,(m, x) a2 (0) fir r > 0, 
ec, \ ; 72 
bs (0) ) > 4 (d) log m ) 21(0) Sy (m, x) ad (0) fir r=0 
jm 
d>0 
und allgemein 
(209) o, (m, x) = > x (d)d* 
djm 
d>0 


gesetzt wird. Die Forderung (198) kommt zum Ausdruck in den Koeffizienten- 
relationen 


(210) ae (— n) = + a? (n), 
: : , a. 
wobei das obere bzw. untere Vorzeichen gilt, wenn ©, in %, (t, x, Q) bzw. 
— ‘ > ° ms 
i, (t, y, Q) liegt. Wegen der vorausgesetzten Invarianz der Teilschar ©, 


beziiglich der Operatoren T*, gibt es eine Darstellung 
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(211) F* (r)| Tr DY A,_(m) F’ (tr) (o = 1,3, ...,%) 
o=1 


mit gewissen konstanten Koeffizienten A,, (m), fiir die man durch Vergleich 
der Fourierkoeffizienten in den Entwicklungen der beiden Seiten von (211) 
die wichtigen Beziehungen 


, o [Nm we ay. 3. m>0O, N+0, 
(212) va ‘ y (d) "A, (m)a (N) 
ajN.m a ) 2 en ( ce tie 
d 0 
erhalt. Offenbar ist 
(213) » 4,, (m) a’ (N) = 3'A,,(N) a’ (m), (m>0, N >0) 
e e=1 
woraus fiir NV ] 
(214) a” (m) Bs i, (m) a’ (1)- (m > 0) 


1 
folgt. Da die Funktionen F* (rt) linear unabhangig sind, gibt es ganz rationale 
Zahlen N,, N2,..., N, derart, daB die Determinante 

a’ (N jit OU 


ist. Samtliche NV, diirfen zufolge (210) positiv angenommen werden, so da 
eine Auflésung des Systems (213) nach den 4, (m) méglich ist, wenn man N 
die Werte N,, N,,..., N, durchlaufen laBt: 


r 


y=] 


(215) Jog (m) Sy boca (m) fir m>0. 


Wir benutzen diese Gleichungen zur Definition von 2,,(m) fir m< 0. Bei 
geeigneter Wahl von u,, (y) stellen dann die x* Funktionen 


ec 
ons 
: ’ oa . ’ 2a\mt! Zaimt 
(216) foo (Tt) =Uyo(y) + 3) A, (m) y? K;,( 75 -~yje @ 
; meV « 
ein mit der Basis F* (r) (o 1,2,...,) linear 4quivalentes System dar. Die 


lineare Aquivalenz iibertragt sich auf die Systeme der den Funktionen F” (r) 
und f,,,(t) zugeordneten Dirichletreihen 


s) ri oo 4 
- + @& (mM) + Aga (mM) 
(217) gy (s) 5 @ q , (8) 5 iow 
— 2 ec —_— s 
m 1 (mf) m=1 (mt) 


Fiir die mit den Koeffizienten A, (m) gebildete Matrix A(m) ist nach (202) 
9 - a v3 { mM, Mz, p 
218) A (m,) A (mg) ’ LA 7p )x (d). 
d>0. 
Wie im analytischen Fall erhaélt man dann fiir die Funktionenmatrix 
oO 
(219) D (8) = (p,_ (8)) =  A(m) (mt)—* 


5 
_— 
n= 


1 
die Eutersche Produktentwicklung 


(220) @D (s) =t—* IT (A(1) —A(p) p—* + x (p) A(L) p- 24) +}. 
Pp 
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Eine Reihe von wichtigen Satzen kann nun wortlich wie in der HeckEschen 
Operatorentheorie bewiesen werden. Insbesondere ergibt sich: Die charak- 
teristischen Wurzeln der Funktionenmatrix 


(221) B (t) = (foo (t)) 
gehéren selbst zur linearen Schar der F* (rt) und entsprechen Dirichletreihen 
mit einer Produktentwicklung von der Art (220), wenn man hierin 4 (1) und 
A(p) durch Matrizen ersten Grades ersetzt. Umgekehrt ist jede Funktion 
aus ©, zu einer Dirichletreihe mit einer derartigen Produktentwicklung 
charakteristische Wurzel von B(r). Die Frage, ob es in SG, ein System von x 
linear unabhingigen Funktionen gibt, denen Dirichletreihen mit EuLErscher 
Produktentwicklung entsprechen, ist gleichwertig damit, daB B(r) mit Hilfe 
einer konstanten Matrix auf Diagonalgestalt transformiert werden kann. 
Notwendig und hinreichend dafiir ist, daB es x verschiedene Eigenfunktionen 
des von den T*. erzeugten Operatorenringes gibt, die sich nicht nur um kon- 
stante Faktoren voneinander unterscheiden. Diese Eigenfunktionen stimmen 
bis auf konstante Faktoren mit den charakteristischen Wurzeln von B (r) 
iiberein. Eine befriedigende Lésung dieses Problems gibt es vorerst nur fiir 
t—lund r>0. Die Scharen yt Ut, 7, Q) zerfallen nimlich im Falle r>0 
in die invarianten Teilscharen der Ejisensteinreihen und Spitzenfunktionen. 
Den Eisensteinreihen in %, it, x, Q) baw. ei, 4, Q) zum Teiler t= 1 
entspricht nach (192) die lineare Schar der L-Reihenprodukte L (s + ir, y,) » 
L (8 —ir, %2), wobei y, und’ y, Charaktere mod Q bedeuten, y = y, xy, und 
%, (—1) %2 (— 1) l bzw. —1 ist. Da die Dirichletreihen zu diesen 
Funktionen eine EvuLtersche Produktentwicklung besitzen, so kommen die 
zugeordneten Eisensteinreihen unter den charakteristischen Wurzeln von 
B (rt) vor. Wir kénnen uns daher auf die Betrachtung der Spitzenfunktionen 
beschrinken. Es sei nunmehr G, sténdig eine invariante Teilschar von Spitzen- 
funktionen. Mit Hilfe des Prererssonschen Metrisierungsprinzips beweisen 
wir, daB alle Matrizen A(n) mit (n, Q) 1 simultan auf Diagonalgestalt 
transfo.miert werden kénnen. Damit ist dann das Problem fiir die Teil- 
scharen S, zum Teiler ¢ = 1 volistandig gelést; denn fiir (n, @) > 1 verschwin- 
det A (n), sofern t l angenommen wird. 

Es seien F, (rt) und F, (tr) zwei Spitzenfunktionen und § ein Fundamental- 
bereich zur Gruppe M(Q). Das Integral 
(222) (F, (rt), Fs (t)) = (Fy (), Fs (t)) meq = SS Fy (t) Ps (2) wee 
haingt von der Wahl von § nicht ab und wird das Skalarprodukt von F, (t) 
und F,(r) genannt. Sind F, (rt) und F, (rt) iberdies Funktionen von gleichem 
Charakter y, so gilt 


(223) (F, (t)| 7, Fo (t)) = x (m) (Fy (2), Fe (t)| 7) fir (nm, Q) = 1. 


Der Prtrerssonsche Beweis (K Ii) der entsprechenden Formel fiir Modul- 
funktionen kann auf den vorliegenden Fall wértlich ibertragen werden. Etwas 
kiirzer kann man dabei verfahren, wenn man beachtet, da die Links- und 
Rechtsklassen von O, nach M ein gemeinsames System V, von Vertretern 
S besitzen: 


. : 0 
0,= YS MS= J) SM mit S= () ") (Q). 
ScVv ScV 


n n 
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Die Reduktion der Forme] (223) auf den Fall nm = p (Primzahl) wird dann ent- 
behrlich. H. Petersson beweist und benutzt die Existenz eines derartigen 
Vertretersystems V, nur fir n =p. Fir beliebige » konstruiert man ein 
solches in folgender Weise. Sei O, , die Menge aller Substitutionen 

fab , 

{ ye mit (a,b,c,d)=g, ad—be=n. 


Offenbar ist 


0 
(224) - r }o , fir g?/n und O dy PP 
a 0 g " ‘ n Pel gv 
: g ® g*in,g >U 


Die Darstellung 


(225) On 1 MS,M mit S, (’ * 
gibt Anla®B zu einer Zerlegung 
(226) O,:—'3'MS, Lf mit LECM. 
i=1 
Wegen S,,M(n) CMS, gilt dann mit beliebigen Q; C M (n) 
(227) On. 1 MM SL, L,=Qf. 
i=1 


Bei geeigneter Wahl der Substitutionen Q; kann L; C M(Q) erreicht werden; 
denn die Kongruenzen 
1 0 — 
Q= (1%) im), ett“ 
sind wegen (n, Q) = 1 mit einander vertriglich. Bezeichnen wir mit Lj die zu 
L,; transponierte Matrix und setzen A; = [; 8, L;, so folgt offenbar 


e (n) @ (n) 
(228) On1 = 3'>MA;=2))A;M, A;=S,(Q); 
i=1 i=1 


denn O,, ; 4ndert sich nicht, wenn man alle Matrizen durch die transponierten 
ersetzt, tiberdies ist Aj = A;. Allgemein sei (g?/n) 


n n 
e |) ele) ei vba 
(229) Oo, MAY = YAPMM, AP=l. a! (Q), 
e Sant — \0 

so daB mit 
(230) BY na RAY, R,=(9°)(Q), RCM 
schlieBlich 

e (=) e (=) | 
‘ >» pl ’ g) (¢ ’ 
(231) On, ¢ 2 BoM 2 MBr, BY’ = S,, (Q) 

‘= v= 


. ° ‘ ; (g) _- , P 
wird. Nach (224) stellen die Bj” ein Vertretersystem V,, mit den gewiinschten 
Eigenschaften dar. 


Wir wahlen nun eine normierte Orthogonalbasis F*(r) (0 = 1, 2,..., x) 


in ©,: 


(F* (r), F* (r)) = b.6 (= Kroneckersymbol) 
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und erhalten dann nach (223) fiir (n, Q) = 1 
dog (m) = (F* (t)| T,, F* (t)) = x (nm) (F* (2), F” (t)| 7.) = x (m) A, (n), 





also 
(232) A(n) = x(n) 2 (n) - 
Es bestehen somit die Vertauschungsrelationen 


A(n)A(n) =Ain) A(n) ) 


(233) : : ; : 
A(n)A(m) = A(m)A(n) j 


fiir (n,Q) = (m, Q) = 1. 

Sie sind notwendig und hinreichend dafir, daB alle A (n) mit Hilfe einer einzigen 
unitéren Matrix simultan auf Diagonalgestalt transformiert werden kénnen. 
Wir erhalten damit das Resultat: 

Satz 12. In den linearen Scharen 2 ' (1, x, Q) zum Teiler 1 und Charakter x 
gibt es im Falle r > 0 eine Basis F° (rt) (9 = 1, 2,..., x) die aus Ligenfunktionen 
des von den Operatoren T,, mit (n,Q) = 1 erzeugten Ringes besteht. Die den 
Funktionen F* (tr) mit den Fourierentwicklungen 


22|n| ) — 9 


] l 0 ’ e } , 
234) F* (rt) = 6(—}) u* (y) + »2 a (n) y? K; ( Q 
im) (n,Q) = 1 al Q 
n+ 0 
zugeordneten Dirichletreihen 
co © 
(235) g (s) = 5“ = 
n=i 
(n,Q) 1 


besitzen die Eutersche Produktentwicklung 


(236) ¢ (8) = IT (1—a" (p) p-* + x (p) p-**)—*, 
(p,Q)=1 


wenn a° (1) =1 (9 =1,2,...,%) angenommen wird, was keine Einschrankung 
bedeutet. 

Die Untersuchurig der Teilscharen 7° (t, x. Q) zu beliebigem Teiler ¢ und 
r>0O mit den von H. Perersson entwickelten Methoden fihrt zu &hn- 
lichen Ergebnissen wie im analytischen Fall. Dabei muB allerdings beachtet 
werden, daB sich die Theorie der Eisensteinreihen zu r = 0 noch in keinem 
befriedigenden Zustand befindet. 


Zusatz bei der Korrektur: Im Zusammenhang mit den vorliegenden Untersuchungen 
sind folgende Arbeiten von Interesse : 

H. Koper: Transformation einer bestimmten Bressetschen Reihe sowie von Poten- 
zen der Rremannschen C-Funktion und von verwandten Funktionen. Crelle Journal 1738, 


65—68 (1935). — Transformationsformeln gewisser Bressetscher Reihen, Beziehungen 
zu Zeta-Funktionen. Math. Zeitschr. 39, 609—624 (1935). — Eine der Rremannschen 


verwandte Funktionalgleichung. Math. Zeitschr. 39, 630—633 (1935). 


(Eingegangen am 3. April 1946.) 
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Uber den Kommutativitatsrang in einem Ringe. 
Von 
F. W. Levi in Bombay. 


Die Kommutativitatsbedingung ab = ba kann in einer Gruppe durch die 
Formel aba~!b~1=1 ausgedriickt werden, dagegen in einem Ringe durch 
ab—ba =0. 

Weiterhin erhalt man als héhere Kommutativititsbedingungen in der 
Gruppentheorie das Einswerden von héheren Kommutatoren. Dem ent- 
spricht in der Theorie der Ringe das Verschwinden von ,,Determinanten“ 
(1) Sey Lt+4,.--a,, 
wobei die Summe iiber alle Permutationen zu nehmen ist, und zwar mit dem 
positiven oder negativen Vorzeichen, je nachdem die Permutation gerade 
oder ungerade ist. Eine Menge von Elementen eines Ringes hat den C-Rang n, 
wenn es eine nicht verschwindende Determinante [a,, . . ., a, ] aus m Elementen 
gibt, wahrend alle solche Determinanten von héherer Ordnung verschwinden. 
Ringe von endlichem Range r iiber ihrem Zentrum haben auch endlichen 
C-Rang <r. Der Fall der halbeinfachen Ringe wird hier niher untersucht 
werden, und es wird sich zeigen, daB der C-Rang eines halbeinfachen Ringes 
eindeutig durch den eines vollen Matrixringes iiber einem Primkérper be- 
stimmt ist. Die Auffindung dieses C-Ranges erweist sich als identisch mit 
einem strecken-topologischen Durchlaufungsproblem vom Typus des EvuLER- 
schen Briickenproblems und wird in dieser Form hier behandelt. Natiirlich 
kann man auch auf die geometrische Darstellungsform verzichten und alles 
rein kombinatorisch ausdriicken; doch wird dadurch die Sache kaum iiber- 
sichtlicher werden. 


§1. Die nicht-kommutativen Determinanten folgen einigen Gesetzen fiir 
kommutative Determinanten und diese werden in derselben Weise bewiesen. 


(2) fils «say yt + [a;, +9 GY), 

wobei das Vorzeichen + (oder —) zu wahlen ist, wenn die Permutation gerade 
(oder ungerade) ist. Wenn a; a,, fiir t + k, dann ist 

(3) [a,,....4,] = 0. 

Wenn «,...,a, mit allen a’s kommutativ sind, dann ist 

(4) [G, Gy, - » -» Bg Gy] = G, ... hy (G, ~ 

Ferner 

(5) [a,,...,@,] =a, A, +--- +a, A, = (—1)"" (A, a, + --- +A, a4,), 


wobei die A’s die Minoren der Determinanten mit dem geeigneten Vorzeichen 
sind; auch die LapLacesche Determinantenformel fiir héhere Minoren ergibt 
sich in der iiblichen Weise. — Wenn a;a =O fiir i 1,...,”, dann ist 


(6) [a, @,,.. -,4,] = @ [@,, ..., @,]- 
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Insbesondere 
(7) 0, a, ...»4,)1 =90. 
(8) [2 bp, Gy, -» Ge] = Z (by, @, . . +» Gn) 


Aus (3) und (8) folgt die Zulaissigkeit von Spaltenaddition: 

(9) [a, + Gg, Gy, .. .,@,] = [a,,.. ., A] 

und aus (4), (7) und (8), wenn die «’s alle mit den a’s kommutativ sind: 
(10) [@,, . - +» By, 2 Og &) =O. 

Ferner ist, wenn « mit jedem a kommutativ ist: 


(1) (a, @,, . . »» By 0, wenn n ungerade 
a [a,,...,@,], wenn m gerade. 

Gehéren die Elemente «;, einem (kommutativen) Kérper oder Ring mit 

eindeutiger Faktorzerlegung an, sind diese Elemente mit jedem a; vertausch- 


bar und ist 6b, =a,, a4, +---+a,,a, fir y=1,...,m, dann kann man zur 
Ermittlung von [},, . . ., b,,] Spaltenadditionen anwenden, welchen Zeilenaddi- 


tionen in der Matrix ((a;,)) entsprechen. Durch das iibliche Ausréumungs- 
verfahren kann man alle Matrixelemente unterhalb der Diagonale zu Null 
machen und erhalt dadurch: 
19) [d,, .. . 0.) = 0 fir g>s 
[b,, . . .,5,] = det (a,,) [a,, ..., a, 
§ 2. Es sei R ein Ring mit endlicher Basis a,, ..., a, iiber einem Kérper K. 
Wir bezeichnen den C-Rang eines Systems S mit roc(S)*). Dann folgt aus 


(12), daB roc R<n. Nun ist [b,,...,b,] = 2 ay, [Gy dg, ---, Om) = 2 ye Ap 
wobei A, tiber alle Minoren von [a,,...,a@,] von der Ordnung m lauft. Der 
von allen Determinanten [b,, ..., 5,,] erzeugte Modul M,, wird also auch von 


den endlich vielen Minoren A, erzeugt. Diese Moduln sind charakteristische 
Untermoduln von R. Insbesondere ist M,,=—0O dann und nur dann, wenn 
m=>rocR ist. Anderseits ist fir M—0O notwendig und hinreichend, dab 
alle A, verschwinden, d.h. daB m= roc [a,,...,@,] ist. Folglich 


(13) roc R = roc [a,, . . ., a, 


Der C-Rang aller Basen von R ist daher derselbe und gleich dem C-Rang 
von R. Weiterhin folgt von (13), daB, wenn der Kérper K zu K’ und dadurch 
R zu R' erweitert wird bei Beibehaltung der Basis a,,...,a,, dann 


n? 
(14) roc R = roc R’ 


ist. Wenn insbesondere der von der Basis erzeugte Modul ein Ring ist, dann 
besteht ein Ring R, ¢ R iiber dem Primkérper von K mit der Basis q, . . ., a, 
und roc R, = roc R. Wenn R ein Einheitselement 1 enthalt, dann ist [b,,...5 ,] 

(1, bs, ..., 6g,,] und deshalb roc R notwendigerweise ungerade. Zum Beispiel 
ist im Schiefkérper Q der Quaternionen roc Q>1, weil Q nicht kommutativ; 
ferner roc Q < Rang Q = 4 und daher nach der letzten Bemerkung roc Q = 3. 
Als charakteristische Moduln erhalt man in diesem Falle M, = M, = Q, 
M,={ai+bj+ck}, M,=M - == @. 


5 


1) roc = rank of commutativity. 




































186 F. W. Levi: 








Angenommen fiir i,j =1,...,, a; =6;+6¢;, b;¢; =O =¢;b;, dann ist 


[Gay . « <p Gy) = (Bg, . . -> Oa) + [Cy, - « «2 Gal 


Daraus folgt, daB, wenn R die direkte Summe mehrerer Ringe ist, die sich 
gegenseitig multiplikativ annullieren, dann roc R gleich dem C-Rang des- 
jenigen Summanden ist, der den gréBten C-Rang hat. | 


§ 3. Ein halbeinfacher Ring R ist die direkte Summe R = A, + --- + A, 
von einfachen Ringen mit Einheitselement. Deshalb ist roc R = roc A, unge- 
rade, wobei A, ein Summand mit héchstem C-Range ist. Nun ist A, isomorph 
zu einem vollen Matrizenring von der Ordnung r iiber einem Schiefkérper 
vom Range s? iiber dem Korper K,, und A, ist vom Range r? s* iber K,. Durch 
Erweiterung von K, zu einem Korper K’ kann man A, vollkommen reduzieren 
und erhalt einen Ring A, der ein voller Matrizenring iiber K’ von der Ordnung 
rs =m ist. Wegen (14) ist roc A = roc A,. Die m* Elementarmatrizen Ci, 
bilden eine Basis von A. Der von dieser Basis erzeugte Modul ist ein Ring. 
Es existiert also ein Ring A,¢ A mit der Basis C',,...,C™,, iiber dem Prim- 
kérper P von K,, und es ist roc A = roc Ay. Der C-Rang von A, kann also 
nur von dem Rang m? iiber dem Zentrum K und von der Charakteristik von 
K abhangen. Haben die zu A, und A, gehérigen Koérper K, und K, dieselbe 
Charakteristik, hat A, den Rang m,? tiber K, und A, den Rang m,? iiber 
K, (m, = m,), dann enthalt der volle Matrizenring A,, von der Ordnung m, iiber 
dem Primkérper P einen Unterring, der isomorph zu dem vollen Matrix- 
ring A,. von der Ordnung m, iiber P ist und daher roc A, = roc A,, > roc Ag, 

roc A,. Wenn also die Charakteristiken der Grundkérper K,, ..., K, der 
direkten Summanden 4A,,..., A, alle gleich sind, braucht man zur Ermittlung 
von roc R nur den Summanden von héchstem Range iiber seinem Grund- 
kérper zu wahlen; dieser hat dann auch den héchsten C-Rang = roc R. Des 
weiteren handelt es sich nur darum, den C-Rang des vollen Matrixringes vo: 
der Ordnung n iiber einem Primk6rper zu bestimmen. Diesen bezeichnen wit 
mit roc n baw. roc (n, p), je nachdem der Primk6rper die Charakteristik 0 oder 


p hat. Jede Determinante [C’,, ...,C*,] der Ordnung m ist die Summe von 
Produkten von m Faktoren, die dann und nur dann von Null verschieden 
sind, wenn der untere Index jedes Faktors mit dem oberen des folgenden 


iibereinstimmt. Wir haben deshalb nur die Determinanten zu betrachten, 
bei deren Elementen entweder 1. jeder Index gleich oft oben wie unten auf 
tritt — Typus 0, oder 2. alle Indices bis auf zwei gleich oft oben und unten 
auftreten, wihrend ein Index a einmal mehr oben als unten und ein Index } 
einmal mehr unten als oben auftritt — Typus (a, 6). Im Falle des Typus 0 
hat die Determinante den Wert 2t;C;, im Falle des Typus (a, 6) den Wert 
sCs,, wobei die Koeffizienten ganze Zahlen sind, die im Falle der Charakte- 
ristik p modulo p zu nehmen sind. Daher ist roc (n,p) < rocn. Weiterhin 
bemerken wir, daB [C',, C?,,C? ,...,C"-', :,C"—1] genau einen von Null 
verschiedenen Term hat und deshalb von Null verschieden ist, unabhangig 
von der Charakteristik. Deshalb ist 


(15) 2n—1< roc (n, p) Srocn < n?; 


auBerdem sind roc % und roc (n, p) ungerade. 
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§ 4. Zur genaueren Abschaétzung von roc n ordnen wir jeder Determinante 
[C4,,...,C%,] einen Streckenkomplex D zu, und zwar jedem vorkommenden 
Index einen Punkt, jedem C4, eine Strecke, die, wenn a+b, von a nach b 
gerichtet ist, im Falle a = 6 aber ausgeartet und nicht gerichtet ist. Jedem 
Summanden der Determinante, der von Null verschieden ist, entspricht eine 
Durchlaufung des Komplexes. Wir sprechen dem Komplex denselben Typus 
zu wie der Determinante. Ist nun D vom Typus 0, dann ist der Koeffizient 
von Ct; dann und nur dann Null, wenn die Durchlaufungen von D, die in i an- 
fangen und aufhéren, ebenso viele gerade wie ungerade Permutationen der 
(irgendwie geordneten) Strecken C%, erzeugen. Entsprechend, wenn D vom 
Typus (a, 6) ist, miissen alle Durchlaufungen (die notwendigerweise in a an- 
fangen und in 6 aufhéren) ebenso viele gerade wie ungerade Streckenpermu- 
tationen aufweisen. Wenn wir aber zeigen, daB alle durchlaufbaren Komplexe 
mit m Punkten und u Strecken in jedem System von Durchlaufungen mit 
festem Anfangspunkt ebenso viele gerade wie ungerade Durchlaufungen auf- 
weisen, dann ist rocn<u. Um rocn <n? nachzuweisen, benutzen wir 
folgendes Lemma. 

Lemma. Die Folge von Ziffern 1, 2, . . ., N sei mit Klammern in Abschnitte 
geteilt; dann bestehen die von Permutationen der Abschnitte erzeugten Per- 
mutationen der Ziffern dann und nur dann aus gleich vielen geraden und 
ungeraden Permutationen, wenn mehr als eine Klammer eine ungerade. An- 
zahl von Ziffern enthalt. 


Beweis. Die genannten Permutationen der Ziffern bilden eine Gruppe @ 
und die geraden Permutationen eine Untergruppe U, die keinen anderen 
Index als 1 oder 2 haben kann. G kann erzeugt werden von Vertauschungen 
benachbarter Klammern. Eine solche Vertauschung ist dann und nur dann 
eine ungerade Permutation der Ziffern, wenn beide Klammern ungerade sind. 
Deshalb hat U dann und nur dann den Index 2, wenn mindestens zwei ungerade 
Klammern vorkommen. 


Dieses Lemma ist besonders praktisch, wenn N gerade ist und man von 
einer Klammer wei, daB sie ein einziges Element enthalt. Hat z.B. A = 
(C1,, C4,,...,C*,] eine gerade Anzahl von Spalten, dann kann man zeigen, da 
der Koeffizient « von C!, verschwindet. Es ist nimlich «+0 nur, wenn 4 
vom Typus 0 ist; dann ist A = Lt; Ci;, wobei t; der UberschuB der geraden 


-von i beginnenden Durchlaufungen iiber die ungeraden ist. Die von 1 beginnen- 


den Durchlaufungen, die alle notwendigerweise geschlossen sind, werden vom 
Punkte 1 in eine Anzahl m > 1 von Bégen geteilt. Durch Permutationen der 
Bégen erhalt man eine Menge M von m! solchen Durchlaufungen. Jede zu M 
gehorige Durchlaufung bestimmt M, so daB die Menge aller betrachteten 
Durchlaufungen in Untermengen ohne gemeinsame Elemente zerfallt. Da ein 
Bogen die Lange 1 hat und die Gesamtzahl der Strecken gerade ist, muB, 
nach dem Lemma, M ebenso viele gerade wie ungerade Permutationen enthalten, 
und dasselbe gilt dann fiir die Gesamtmenge der von 1 beginnenden Durch- 
laufungen. Deshalb ist t, = 0. Es folgt daraus weiterhin, daB, wenn A alle 
Ci; als Spalten hat, vom Typus 0 ist und die Spaltenzahl gerade ist, dann 
A =0 sein muB. Dies gilt aber auch fiir ungerade Spaltenzahl >1. Zum 
Beweise geniigt es zu zeigen, daB t, = 0 ist. Da die Spaltenzahl >1 ist, mu8 
auch die Zahl der auftretenden Indices 1, . . ., m gréBer als 1 sein; d.h. n>1. 
Durch Spaltenaddition kann man daher C*, in 2 Ci; =e verwandeln. Nun 
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ist e die Einheit des Ringes. Es folgt daher aus (11) und (2), daB A = + J’, 
wobei A’ aus A durch Weglassen der Spalte C, entsteht, also gerade Spalten- 
zahl hat. Folglich t, = 0. Als Folgerung aus diesem Satze erhaélt man: Wenn 
n>I1 und alle C+, als Spalten von A auftreten, dann ist 4 = 0. Deshalb: 


(15’) roc (n) << n® fir n> 1, 


in Verscharfung von (15). Nun ist n? gleich dem Range des einfachen Ringes A, 
und deshalb nicht gréBer als der Rang des halbeinfachen Ringes R. So er- 
halt man das Resultat. 


Der C-Rang eines halbeinfachen nicht-kommutativen Ringes ist kleiner als 
sein Rang. 


. 


§ 5. Es sei A +0 eine von den hier untersuchten (nicht kommutativen) 
Determinanten, der zugehérige Streckenkomplex habe die Punkte 1, . . .. m —1, 
und a-> 6 sei eine Durchlaufung, die einen von Null verschiedenen Koeffi- 
zienten k liefert. Wir fiigen nun zu A zwei neue Spalten C™, und C®,, hinzu. 
Die in m beginnenden und endenden Durchlaufungen des neuen Komplexes 
sind den von a nach 6 fiihrenden Durchlaufungen des alten Komplexes ein- 
eindeutig zugeordnet, und zwar gleichartige zu gleichartigen. Deshalb hat C™,, 
einen Koeffizienten + k+0. Hieraus folgt 


roc (m +1)=>2 + rocm und roc(m +-1,p) >2 + roc (m, p). 


Bei der Auswertung von Determinanten [C4,, ..., C7,] lassen sich gewisse 
Vereinfachungen dadurch erzielen, daB eine Menge M von Durchlaufungen 
weggelassen wird, wenn von M bekannt ist, daB es gleichviele gerade und un- 
gerade Durchlaufungen enthalt. Dies tritt insbesondere in den folgenden 
Fallen ein: 

I. Eine Durchlaufung D enthalt einen Abschnitt A — B (die Endpunkte 
mégen gleich oder verschieden sein), der insgesamt m Punkte und N > roc m 
Strecken enthalt. Die Menge M aller Durchlaufungen, die diesen Abschnitt 
enthalten, kann unberiicksichtigt bleiben. 


Il. D ist dergestalt in Abschnitte geteilt, daB eine Gruppe G von Permu- 
tationen der Abschnitte D wieder in Durchlaufungen iiberfiihrt. Wenn eine 
dieser Abschnittspermutationen eine ungerade Streckenpermutation erzeugt, 
dann ist der Index der Untergruppe der geraden Streckenpermutationen in 
G gleich 2. In diesem Falle kann die Menge M der Durchlaufungen, die aus 
D durch die Elemente von G entstehen, unberiicksichtigt bleiben. Dieser Fall 
tritt insbesondere auf, wenn D ein Durchlaufungsstiick (,,Doppelschlinge‘“) 
|] —2—---—n—1—2—---—n—1 enthilt (die Striche bedeuten Ketten 
von Punkten und Strecken) und mindestens zwei Abschnitte ungerade Lange 
haben. In diesem Falle bilden namlich die Vertauschungen gleichberandeter 
Abschnitte eine Gruppe der Ordnung 2”, die dann (und nur dann) 2"! 
ungerade Streckenpermutationen enthalt, wenn mindestens zwei Abschnitte 
ungerade sind. Diese Methode wird in § 6 fiirn =1 und n =2, d.h. auf die 
Falle A—A—A und A B—A B—A angewendet. Als Spezialfall 
sei erwaihnt, da bei Komplexen mit gerader Streckenzahl vom Typus 0 die 
Durchlaufungen, welche mit einer ungerichteten Strecke (11) anfangen oder 
enden, wegzulassen sind. 
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III. Bei der Untersuchung von Komplexen mit m Punkten und 3 
roc (m —1) Strecken kann man in gewissen Fallen gewisse Durchlaufungen 
auf die eines Komplexes mit m —1 Punkten und u > roc (m —1) Strecken 
zuriickfiihren und so erkennen, daB die Determinante gleich 0 ist. 

a) Ein Punkt 1 ist mit einem einzigen anderen Punkt 2 verbunden. Sind 
namlich an 1 nur gerichtete Strecken angeheftet, so kann man 1 und diese 
(ein oder zwei) Strecken weglassen; ebenso, wenn an 1 eine gerichtete und 
eine ungerichtete Strecke angeheftet sind. Kommen (21), (11) und (12) vor, 
so entsprechen die nicht mit 1 beginnenden und endenden Durchlaufungen 
den Durchlaufungen des Komplexes, der entsteht, wenn 1 weggelassen wird 
und die 3 Strecken durch (22) ersetzt werden. Die Durchlaufungen 3 
roc (m —1), die mit 1 anfangen und enden, sind aber nach II wegzulassen, 
da 3 + roc (m —1) gerade ist. 

b) An einem Punkt 2 sind nur die 3 Strecken (12) (22) (23) angeheftet. 
Dieser Teilkomplex kann namlich durch die Strecke (13) ersetzt werden, wenn 
diese nicht zum gegebenen Komplex gehért. Andernfalls lassen die Durch- 
laufungen, in denen 2 ein mittlerer Punkt ist, die Gruppe von Vertauschungen 
(13) -- (12) (22) (23) zu, wahrend die mit (2) beginnenden und endenden Durch- 
laufungen die Vertauschung von (22) mit der iibrigen Durchlaufung zulassen. — 
Es sei bemerkt, daB, wenn an (2) nur die Strecken (12) (23) angeheftet sind, 
man diese nicht durch die einzelne Strecke (13) ersetzen darf. 


§ 6. Aus den Ungleichungen (15) und (15’) folgt roc 2 = 3. Fir roc 3 lassen 
jene Ungleichungen noch die Wahl zwischen 5 und 7. Wir werden zeigen, dab 
ille Determinanten von der Ordnung 6 verschwinden und deshalb roc 3 = 5 ist. 

Durchlaufungen vom Typus 0. Da (§ 5, II) keine 2 ungeraden Schlingen 
in den Anfangspunkt angeheftet sein kénnen, zerfallt die Durchlaufung in 
eine Schlinge von der Lange 4 und eine von der Lange 2; wegen 4 > roc 2 
§ 5,1) muB die erst genannte Schlinge alle 3 Punkte enthalten. Die andere 
Schlinge kann nur 121 oder 131 sein. Im ersten Falle zerlegen wir die erste 
Schlinge durch den Zwischenpunkt 2 in zwei Abschnitte, im zweiten Falle 
lurch 3 und kénnen uns auf die Falle beschranken (§ 5, II), wo dieser Zwischen- 
punkt an ungerader Stelle steht (also 13231). So bleiben nur vier Durchlau- 
fungen iibrig, die alle zum selben Komplex gehéren; von diesen sind zwei 
gerade und zwei ungerade. 

Durchlaufungen vom Typus (13). Betrachten wir zunachst die gerichteten 
Strecken, so miissen (§ 5, III) von 1 zwei solche Strecken ausgehen und auf 
3 zwei solche Strecken zulaufen. Also kommen 12, 13, 23 sicher vor. Der 
Punkt 2 ist entweder einfach oder doppelt durchlaufen. Deshalb sind 2 Falle 
os SAREE: 1. (12), (13), (23), (31), (7), (kk), 

2. (12), (13), (23), (32), (21), (7). 


Fall 1. Da die vier fest gegebenen Strecken durch Vertauschung von 1 
mit 3 und Umkehrung des Umlaufsinns in sich selbst ibergehen, kann man 
sich auf die Unterfille (7j), (kk) = (11), (22) und (11), (33) beschranken. In 
beiden Fallen mu8B an 1 eine Schlinge von gerader Lange angeheftet sein. 
Diese bestimmt dann den weiteren Verlauf (bis auf Vertauschung mit (11)) 
eindeutig. Im Falle (22) erhalt man 1122313 und 1131223, die Permutationen 
von verschiedener Art ergeben; entsprechend im Falle (33): 1123313 und 
1131233 
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Fall 2. Die 5 gerichteten Strecken lassen drei Durchlaufungen zu 

D,: 13212% 

D,: 121323 

D,: 123213. 
Fir i, 7, k 1, 2,3 geben (jj) und D; jeweils eine. gerade und eine ungerade 
Durchlaufung, dagegen (jj) und D; zwei gieichartige Durchlaufungen, die aber 
von anderer Art sind als (jj), D,. Deshalb ist roc3 = 5 und wegen (15) auch 
roc (3, p) = 5, fiir jede Primzahl p. 


§7. Die in §5 angegebenen Methoden lassen sich auch auf gréBere Zahlen 
m anwenden, um rocm mit Hilfe einer endlichen Anzahl von Schritten zu 
bestimmen. Die bisherigen Ergebnisse reichen aber hin, um in halbeinfachen 
Ringen, von denen nur der Rang bekannt ist, alternierende Funktionen zu 
bestimmen, iiber deren identisches Verschwinden man bestimmte Aussagen 
machen kann. Wenn wir zur Abkiirzung die alternierende Funktion [a,, . . ., a,,] 
mit A,, bezeichnen, ergibt sich die folgende Aussage unmittelbar aus den 
obigen Resultaten *): 

Ist R ein halbeinfacher Ring vom Range r, so ist A, =0. Ist (identisch) 
Aon+1 = 0, 80 ist Ay, = 0. Ist r< 16, 80 ist A, = 0. Ist A, = 0, so ist R 
die direkte Summe von Ringen, die kommutativ oder volle Matrixringe von der 
Ordnung 2 sind. 

*) Zusatz bei der Korrektur: Vgl. die inzwischen erschienene Note des Verf.: On 

J 


skewfields of a given degree. Indian Math. Soc. 11, 85—88 und Druckfehler- 
korrektur in 12 (s. auch Math. Rev. 10, 6). 





(Eingegangen am 20. November 1947.) 
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I. Einleitung. 
A. Grundlagen. 
l. 

Mit F (z) bezeichne ich im folgenden stets eine ganze oder rationale Funktion 

von z. Die n-te (n 1, 2,...) Iterierte F, (z) von F(z) ist definiert mit: 

(1) F,(z)=F(z); F,(z) =F (f,_1(2))- 


Die Inverse zu F,, (z) wird F_,, (z) genannt. Unter Hinzunahme der Funktion 
F(z) =z gilt die Funktionalgleichung 

(2) F, (Fm (z)) = Fni+m(z) (n,m beliebige ganze Zahlen), 
bei welcher im Falle der Mehrdeutigkeit auf richtige Auswahl der Zweige 
zu achten ist. 

Die solcherart lediglich fir n = 0,+1,... definierte Funktionenmenge 
der ,,natiirlichen Iterierten“ soll durch die Funktion") F (n, z) erweitert werden, 
indem einem komplexen n, die ,,n9-te Iterierte’ F (mo, z) zugeordnet wird. 
Diese Bezeichnung gewinnt ihren Sinn durch folgende Bedingungen: 

Bedingung I. Es gibt mindestens einen Punkt z = p, dap F (n,z) in einer 
Umgebung (Kreiszylinderbereich) von z = p, n = 0 in n und z analytisch ist. 
Von n = 0 nach n = 1 fiihrt mindestens ein Weg, auf dem F (n, p) meromorph 
fortgesetzt werden kann. 


‘) Siehe ScuROpDER [19]. 
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Bedingung II. Fiir ganzzahlige n ist: 


(3) F (n, z) = F, (z). (sn = 0, + 1,...) 
Bedingung III. Fiir beliebige komplexe n und m gilt — soweit existent —: 
(4) F (n, F (m, z)) = F (n + m, z) 


Zusatz. Im Falle der Mehrdeutigkeit ist fiir (3) und (4) eine zweckmaBige 
Auswahl der Zweige zu treffen. 

Da die komplexen n fiir die Funktion F (n,z) dieselbe Rolle spielen wie 
die Indizes n fiir F,, (z), bezeichne ich die n in F (n, z) als ,,komplexe Iterations- 
indizes**. Im Gegensatz zur (diskreten) natiirlichen Iteration wird die vermége 
F (n, z) vermittelte als ,,analytische Iteration“: bezeichnet. 

Ist z p ein Punkt der z-Ebene, so ist der Punkt (oder die Punkte) 


P, = F(n, p) (n reell oder komplex) 


der ,,n-te Iterierte“ (die ,,n-ten Iterierten’*) von p. Sei N eine ganze Zahl > 0; 
Py =F y(p) wird als ,,N-ter Nachfolger“ oder ,,Nachfolger N-ter Ordnung“ 
von p bezeichnet; die Gesamtheit der Punkte p_wy F_y(p) (sofern vorhan- 
den) stellt die Menge der ,,N-ten Vorginger* oder ,, Vorganger N-ter Ordnung* 
von p dar. Durchlauft n eine Kurve © der n-Ebene, so durchfahrt p, ein Kur- 
vensystem, eine ,,Iterationsbahn**; wenn € ein Teil der reellen n-Achse ist, 
beschreibt p, eine ,,reelle Iterationsbahn*, und ist © identisch mit der reellen 
n-Achse, so ergibt p,, ,,die komplette reelle Iterationsbahn** von p. Die Gesamt- 
heit der analytischen Kurven der n-Ebene, die mit n, und n, auch n, + n, 
enthalten, ist identisch mit der Geradenschar durch n=O. Durchlauft n 
eine ,,komplette Iterationsbahn*. 


eine dieser Geraden, so erbringt p,, 


Aus (4) folgt wegen F (0,z) =z: 
oF oF oF 
(5) an (x, z) = eo (OQ, z) Dz (nm, z). 


a) 


Zur Illustration drei Beispiele: 
(6a) F(z) =z+v. (v +0) 
Mit (1) ist: 

F,(z) =z+nv. 
Durch 
(6b) F (n,z) =z+nv 
wird den Bedingungen Geniige getan. Die komplette reelle Iterationsbahn 
eines Punktes z = p besteht aus der Parallelen zum Vektor v durch p. Die 
Menge der kompletten Iterationsbahnen besteht aus dem Geradenbiischel 
durch p. 


* * 
* 
(7a) F(z) = az. (a + 0) 
Mit (1) ist: 
F,, (z) =a"z 


Fir beliebige komplexe,n wird 


F (n, z) = a"z 








hn 
die 
1e] 
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induziert. Diese Definition ist nicht eindeutig; es gibt unendlich viele 2) 
Iterierte 


e™ Lose t A2zi) 


(7b) F (A; n, z) “2, (A = 0,+1,...) 


deren jede den Bedingungen geniigt. Jede Iterierte von F (z) = az ist eine 
Drehstreckung. Fiir reelles a zum Beispiel besteht die komplette reelle Ite- 
rationsbahn eines beliebigen Punktes z = p bei A = 0 aus der im Koordinaten- 
anfang begrenzten und durch p verlaufenden Halbgeraden, bei den Lésungen 
A=+1,... aus Spiralkurven, die von 0 nach oo fiihren und jeweils die Vor- 
ginger und Nachfolger ... p_,, Py = P, Pj, --- VOn p miteinander verbinden. 
Die i-te Iterierte vermittelt fiir A = 0 eine reine Drehung. 


Es wird im folgenden oft unter unendlich vielen Lésungen auszuwahlen sein. 
Wird den Bedingungen I bis III beispielsweise noch zugefiigt, daB (bei reellem 
a!) die komplette reelle Iterationsbahn eines reellen Punktes z = p im Reellen 
verlauft, so kommt von den in (7b) angegebenen Lésungen nur A = 0 in Frage. 


(Sa) F (z) az*., (& = 3,3, ...) 
Nach (1) ist: 


y »\ - k—ligk beg 
F,, (z) a ia } 
und fiir beliebige komplexe » wird mit 


Z . (7 =1,...k—1) 
induziert: 
[Log k + p 221] 
: , (fot z)+r2 pnt 
(Sb) F (x, 3 n, 2, ¥) jf, ¢ oe ls penta 


Bei festem ny ergeben sich fiir x,+ x, oder m,+ 4, wesentlich verschiedene 
Lésungen fiir F' (mo, z); *, = %2, Wy, = M2 und », +, fihrt dagegen lediglich 
zu zwei Zweigen einer mehrdeutigen Lésung. Bei festem x, und p, gilt die 
Funktionalgleichung (4) nur unter richtiger Auswahl der durch » festgelegten 
Zweige der Funktion F (%,, 44, , 2, v). 


Soll (bei reellem a) wieder verlangt werden, daB die komplette reelle Ite- 
rationsbahn eines reellen Punktes z p im Reellen verlauft, so kommt von 
den in (8b) angegebenen Lésungen allein jf, reell, u =v =O, d. h. eine einzige 
Lésung fiir F (n, z) in Frage. 

+ 
* 

Die in den vorangehenden Beispielen angewandte Methode formaler 
Induktion von ganzen n auf beliebige komplexe ist nichts weiter als eine 
Anwendung des Permanenzprinzips. 


2) Zur besseren Klarstellung bei Mehrdeutigkeiten wird im folgenden unter Log z der 
Hauptwert der Funktion log z verstanden, wobei 


; —az<9{Logz} s+ 2. 
Die Vieldeutigkeit von e* wird durch die Festlegung 


co 1 
ae ee se 
e ~~ md gy 
v= ~* 


behoben. 
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B. Uber die natiirliche Iteration ganzer und rationaler Funktionen. 


Bisher fand lediglich das Problem der Iteration rationaler und ganzer 
Funktionen Bearbeitung*). Die Begriindung der Theorie der Normalfolgen 
durch MontTeL*) machte eine erfolgreiche Inangriffnahme des Iterations- 
problems méglich. Die Untersuchung der iibrigen Funktionen ist oft ungleich 
schwieriger und harrt noch der Erledigung. Dabei werden die bisher entwickel- 
ten Methoden gewiB ihre Bedeutung beibehalten, da sich eine Reihe von Be- 
griffen und Satzen oft iibertragen l4Bt. Auf der anderen Seite kann man 
aber einen wesentlichen Bestand von Anschauungen, Begriffen und Beweisen 
nicht ibernehmen; beispielsweise nicht die Méglichkeit der ad infinitum fort- 
gesetzten Iteration, wenn ein Nachfolger py eines Punktes p auferhalb des 
Regularitétsbereiches der Funktion liegt; (etwa meromorphe Funktionen mit 
unendlich vielen bei co liegenden Polen); auch nicht der Beweis des grundlegen- 
den Satzes IT5) usw. 

Analog ist die Situation bei der Einfiihrung komplexer Iterationsindizes, 
da hier sehr oft auf Satze der natiirlichen Iterationstheorie zuriickgegriffen 
wird. Aus diesem Grunde beschranke ich mich im folgenden grundsiatzlich 
auf ganze oder rationale Funktionen F(z). Die aus der ganzen transzendenten 
Funktion durch lineare Transformation hervorgehenden Abbildungen sind 
hiermit zugleich erfaBt. 


* 


Eine Punktmenge 8 heift ,,invariant’*, wenn mit z » auch F(p) in $ 
} ? 
liegt; sie heiBt ,,vollstandig invariant‘‘, wenn auBerdem aus F(p) C8 stets 
I 

pc folgt. Alle Nachfolger jedes Punktes einer invarianten Punktmenge 
liegen in $8; alle Nachfolger und alle Vorginger jedes Punktes einer voll- 
standig invarianten Punktmenge § liegen in $$. — Existiert eine kleinste natiir- 
liche Zah] N, daB fiir einen Purnkt z = f: Fy (f) =f, so ist.f ein ,,Fixpunkt 
N-ter Ordnung“; Fy (f) ist der ,,Multiplikator** des Fixpunktes. 


Wenn F(z) ganz transzendent ist, kann nach Picarp héchstens ein Aus- 

nahmewert neben z = co vorliegen; F(z) hat dann die Form: 

F(z) = A + P(z) e?®, 
wobei P(z) ein Polynom und G(z) eine ganze Funktion ist. Im speziellen Fall 
(9) F(z) = a+(z—a)# e&™ 
(u ganze Zahl > 0) nenne ich « einen ,,Fatouschen Ausnahmewert™ u-ter 
Ordnung. Offenbar besitzt jeder vom Fatouschen Ausnahmewert verschiedene 
Punkt unendlich viele Vorganger zweiter und héherer Ordnung. z = co rechnet 
stets als Fatouscher Ausnahmewert. 

Bei nichtlinearem rationalem F(z) verstehe ich unter « einen ,,FaTov- 
schen Ausnahmewert“, wenn die Gesamtheit der Vorginger n-ter Ordnung 
(n = 1,2,...) aus jeweils nur einem Punkt besteht*). Es gibt héchstens zwei 
Fatousche Ausnahmewerte. Falls nur einer vorhanden, hat F(z) die Form 

3) Beziiglich der rationalen Funktionen s. Juxia [11], Fatou [8] und den Bericht 
von Cremer [3], beziiglich der ganzen transzendenten: Fatovu [9] sowie TOprer [21]. 

*) Siehe z. B. die zusammenfassende Darstellung Monret [17]. 


5) Farou [9]. 
*) Siehe Fatou [8]. 
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@ = 00: F(z) = P(z) 


(10a 
, & = 00: F (z) a + 


Hierbei ist P(z) ein Polynom = y + 6 (z — y)* (y, 6 irgendwelche Konstanten, 
x eine natiirliche Zahl). Existieren zwei Fatousche Ausnahmewerte « und f, 
so besitzt F(z) die Form: 


p 0: F (z) x + a(z— a)” 

(lOb : >\m > » 
| + x(z Pp) + 4p (z a“) 
| a+o+ ff: F (z) : 

i z— py a (z — a)* 
wobei x eine ganze Zahl mit x > 2 und a eine Konstante ist. 


Bei linearem F(z) sind die Fixpunkte als Fatousche Ausnahmewerte 
anzusehen; deren Héchstanzahl ist 2. 

Zusammenfassend kann folgender Satz ausgesprochen werden 

Satz I: Die aus den Fatovuschen Ausnahmewerten und ihren Vorgtingern 
bestehende Punktmenge enthdlt (auf der Zahlenkugel) héchstens zwei Punkte. 
Die Menge aller Vorgénger eines jeden, von einem Fatouschen Ausnahmewert 
verschiedenen Punktes umfafBt unendlich viele Punkte, sofern unter den Iterierten 
nicht die Identitdt vorkommt 


« - 
* 
Alle Punkte, in denen die Gesamtheit der F(z) (n 1,2,...) nicht 
normal (= kompakt)7) ist, bilden die Menge %, der bei ganz transzendenten 


F(z) stets auch co zugerechnet wird. Ein ,,abstoBender Fixpunkt“ f *) von 
V-ter Ordnung (| Fy (f)| > 1) gehért zum Beispiel zur Menge %, ebenfalls ein 
rational indifferenter Fixpunkt* (Fy (f) e2*'® wobei @ eine rationale 
Zahl), sofern keine Iterierte von F(z) die Identitat ist, wahrend ein ,,an- 


iehender Fixpunkt* f (| Fy (f)!< 1) in %, der Menge aller Punkte liegt, in 
lenen die Folge der F,, (z) (n ia ) kompakt ist. Ein irrational indiffe- 
enter Fixpunkt f (Fy (f) = e?*'®, w irrational) ist bei linearem F(z) det 


Mer pe Bs Zuzurechne Nn; bei den ibrigen F i *) kann f je nat hdem Zu +. oder + 
Ein zu % gehérender irrational indifferenter Fixpunkt wird nach 
JuLiA als Zentrum bezeichnet. Die Frage, ob zu nichtlinearem F(z) ein 
Zentrum existieren kann, fand verbreitetes Interesse*®). CREMER?®) gelang es, 
die Existenz (nichtlinearer) ,,rationaler und ganz transzendenter Nichtzentren* 
zu zeigen und SIEGEL") wies die Existenz von Zentren nach 
Die Funktionenfolge der bei z = p meromorphen Funktionen /,(z) heifit bei p 
iormal (siehe MonTEL [17]), wenn um p eine Umgebung existiert, in der gilt: Aus jeder 
heliebigen unendlichen Teilfolge der Gesamtheit aller /, (z) lABt sich stets eine unendliche 
Teilfolge auswihlen, die dort (auf der Zahlenkugel betrachtet) gleichmaBig gegen eine 


meromorphe nichtkonstante oder konstante Funktion (evtl. ©) konvergiert 
Wenn bei rationalem F (z) der Fixpunkt / nach oo fallt, so sind die hier und im 
folgenden gebrachten Betrachtungen auf der Zahlenkugel anzustellen 
*) Literaturangaben hierzu bei CREMER [6 
©) Siehe [4 5 5 7 


Siehe [20 
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Ein Gebiet, das nur Punkte von ¥ enthalt und dessen Rand zu % geb6rt, 
wird im folgenden mit @, zur Unterscheidung mitunter &, genannt. Das den 
anziehenden Fixpunkt f N-ter Ordnung enthaltende Gebiet @ wird als das 
,»,Anziehungsgebiet von f** bezeichnet, da in ihm lim F, , (z) = f (v = 1,2,...). 


T— x 
Bei N = 1 ist @ ein invariantes Gebiet. Jedes invariante Gebiet, das nicht 
mit der ganzen Zahlenebene identisch ist, stellt einen echten oder unechten 
Teilbereich eines Gebietes ®& dar. 


fod * 
7. 


Die grundlegenden Satze der Iterationstheorie besagen '*): 

Satz Il: Bet der Iteration eines nichtlinearen F (z) entsteht stets eine voll- 
stiindig invariante und perfekte Menge %. Bei linearem F(z) besteht & aus 
hichstens einem Punkt und insbesondere ist bei Anwesenheit von zwei indifferenten 
Fixpunkten die Menge ¥ leer. 

Satz IIL: Bei nichtlinearem F (z) ist % identisch mit der Ableitung der Menge 
aller Fixpunkte. 

Satz IV: Hin Gebiet A, das die evtl. vorhandenen Fatouschen Ausnahme- 
werte weder im Inneren noch auf dem Rande enthélt und im iibrigen beliebig ist, 
sei gegeben. Dann gibt es zu jeder Umgebung 6 eines beliebigen Punktes p von § 
ein N (p, 6, A), so daB 6 durch jedes F(z) mit n => N (p, 6,4) auf ein Gebiet 
abgebildet wird, welches A enthiilt. 


(. Ubersicht iiber die Ergebnisse. 
zs 


Als ScurOpDER anlaBlich der Herleitung von Algorithmen zur Bestimmung 
der Wurzeln einer Funktion mit einer unabhangigen Variablen auf das Problem 
der (natiirlichen) Iteration") stieB, formulierte er zugleich auch die .,Verall- 
gemeinerung der Iterationsindizes aufs Komplexe‘‘ ): In Ermangelung der 
erst spiter von Fatou und Jui auf der Grundlage der MontEtschen Theorie 
der Normalfolgen gefundenen") Satze ging er (um es in der unter A, | gegebenen 
Ausdrucksweise zu formulieren) von dem Gedanken aus, durch Angabe eines 
geschlossenen analytischen Ausdrucks fiir die reellen Iterationsbahnen die 
fiir seine Algorithmen wichtigen Grenzwerte lim F,,(z) zu ermitteln. Es 

ax 
gelang ihm, explizite Lésungen von F (n, z) zu einigen Beispielen zu finden: 
eine allgemein anwendbare Methode ergab sich jedoch noch nicht. 


Das Problem der Verallgemeinerung der Iterationsindizes wurde neuerlich 
von D.C. Lewis Jr."*) im Anschlu8 an speziellere Arbeiten von C. L. Boutox 
und G. D. Brrxnorr!’) aufgegriffen. BrrKHoFF stiefi anlaBlich der Unter- 
suchung dynamischer Systeme mit zwei Freiheitsgraden auf die Abbildung 
einer zweidimensionalen Mannigfaltigkeit in sich selbst; dabei fand die (natiir- 
liche) Iteration jener Abbildung in der Nahe eines Fixpunktes physikalisches 

) Herleitung siehe Farov [8], [9], Junia [11 

13) Siehe [18]. 

14) Siehe [19]. 

18) Siehe [8], [9|, [11], | 17]. 

16) Siehe | 16]. 

17) Siche beispielsweise | | 
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Interesse. So wie SCHRODER kam BIRKHOFF dem Grenzwert bei unendlich- 
fach wiederholter (natiirlicher) Iteration durch einen fiir alle reellen Itera- 
tionsindizes geltenden Ausdruck (Reihe) bei. Lewis befaBte sich mit Trans- 
formationen, welche eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit auf sich abbilden, 
daS der Nullpunkt in sich iibergeht: er stellte lediglich die notwendigen Be- 
dingungen fiir die Koeffizienten der Reihenentwicklung auf. Beilaufig erwihnt 
er die Anwendung der BERNoULLIschen Polynome ohne aber Gebrauch von 
ihnen zu machen. In der Tat sind diese Polynome , (z) wegen der von ihnen 
erfillten Funktionalgleichung 


n—1l 


P» (2 Tr 1) — P» (2) - (n—1)! 


geeignet, in die Theorie der Verallgemeinerung des Iterationsindex eingebaut 
zu werden. 

U. T. Bo6prEwapt!*) macht Gebrauch hiervon. Er beschrankt sich auf 
reelle Funktionen einer unabhangigen Variablen und bestimmt Lésungen 
{(n,z), die bei x-facher (0 < x < o@) Ableitbarkeit von f(z) ebenfalls eine 
z-fache Ableitung besitzen. Hernach wendet er diese Ergebnisse auf monoton- 

, . P a” f / : . 
steigende Funktionen \- 1)" , <9} an; dieser Fall interessiert, nachdem 

dz 
MEIDELL und Gortaas eine sechsstellige Tafel der Funktion hlgz (Halblog- 
arithmus) mit 


hig (hig z) = Ig z 


aufstellten. BODEWADT kommt durch einen im Reellen durchgefiihrten Grenz- 
prozeB zur Lésung f (mn, z). Ohne weiteres ist nicht zu iihersehen, wann eine 
solche Lésung analytisch ist. LiefSfe sich dies entscheiden, so kénnte vielleicht 
meine Einschrinkung im Fall II. C, 12 entfallen. 


9 


Ziel dieser Arbeit ist es, Lésungen fiir F (m,z) anzugeben, die in bezug auf 
den Existenzbereich tiber der n- und z-Ebene mdglichst wenigen Einschran- 
kungen unterworfen sind. Insonderheit soll zu jeder beliebigen komplexen 
Zahl n, eine Iterierte F (n,, z) existieren. 

Wiinscht man beispielsweise im Reellen zu verharren, so ergeben sich mit- 
unter eigentiimliche Einschrankungen: Am Beispiel F (z) = e? wird leicht veri- 
fiziert, da zu jedem reellen z eine natiirliche Zahl N(z) existiert, so dab 
F_,,(z) (n> N(z)) nicht reell ist; jedem N entspricht ein gewisser Teil der 
reellen Achse: 


N Il: —w<-250; N=2:0<zse8=! usw. 


LieBe sich nun zu F(z) = e* ein F (n,z) analytisch und (fir reelle und z) 
reell definieren. so muB die Funktion F (n, z) zum mindesten bei n = — N(z), 
n= — N(z)—1... zu irgendwelchen Diskrepanzen fiihren: Bei variierenden 
reellen z ist die Fortsetzbarkeit von F(n,z) abhangig von n = N(z); es 
handelt sich also um eine Torsolésung (siehe III, C,3). Da aber ,,Hawpt- 
lésungen“’ (d. h. Lésungen, die neben den Bedingungen I bis III noch der 
Forderung IV geniigen — siehe III, C, 3) das Ziel der hier gebrachten Theorie 


18) Siche [2|. 
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sind, so kann man dem Verlangen, daB reelle Iterationsbahnen vdllig im 
Reellen verlaufen, im allgemeinen nicht nachkommen. 


Zu Il, A. Offenbar geniigt es bei dem gesteckten Ziel nicht, Lésungen fir 
F (n, z) ,,im Kleinen“ zu finden (Grenzprozesse im Reellen, Reihenentwicklungen 
usw.). Daher sind die unter II, A gebrachten Reihenentwicklungen, bei denen 
von Formel (5) Anwendung gemacht wird, nur als Vorbereitung und zur ver- 
schirften Formulierung des Spiteren gedacht. Es ergeben sich in II, A unte: 
Annahme eines gegeniiber allen Iterierten F (n,z) fixbleibenden Punktes / 
fAnnahm: von BrrkKHorrFr, LEwis!)] einige notwendige Struktureigenschaften 
der Iterierten bei /. 


Zu Il, B. Weitaus wichtiger ist aber in dieser Arbeit, jeweils die Funktion 
im GroBen", also auf der zugehérigen RrEMANNschen Flache zu untersuchen. 
Eine fundamentale Rolle spiclt in dieser Beziehung die in II, B, 1 definierte 
Flache (bzw. Flachenschar) &. Eine einfache Uberlegung fiihrt zu Satz 1, 
der die enge Verwandtschaft des Problems der Einfiihrung komplexer Iterations- 
indizes mit der Theorie der ABELschen Funktionalgleichung”®) 


A (F (z)) A(z) +1 


nachweist. Unter II, B, 2 wird Satz 2 hergeleitet, der zusammen mit Satz 1 
richtungweisend fiir die kommenden Abschnitte ist: Die Spur © von ©& ist 
invariant gegentiber F(z). Bei der Lésung des Iterationsproblems sind dem- 
nach Flachen (bzw. Flachenscharen) T zu suchen, deren Spur invariant ist 
und auf denen die ABELsche Funktionalgleichung statt hat. — Satz 2 1aBt die 
Unterscheidung zwischen ..Groflésungen‘’ und .,Bereichlésungen“ zu, je 
nachdem ob © die gegebenenfalls in den Fatouschen Ausnahmewerten punk- 
tierte Zahlenkugel oder nur einen Teilbereich der Zahlenkugel ausfiillt. 


Zu II,C. Dieser Abschuitt ist einerseits wichtig fiir die Fragestellungen 
des folgenden und andererseits fiir die Anwendung der Theorie. In vorliegende: 
Arbeit werden keine Beispiele durchgerechnet, da nach Kenntnis von II, ¢ 
das in den folgenden Kapiteln gebrachte in einer groBen Mannigfaltigkeit vo. 
Aufgaben unmittelbar angewandt werden kann; notwendig ist allerdings zuvo 
die Diskussion der natiirlichen Iteration! Im Mittelpunkt von II, C steht 
die bekanntlich mindestens in der Nahe eines Fixpunktes z = f (mit | F’(s)' + 1 
existierende SCHRODERsche bzw. BOrrcHEeRsche”') Funktion S(z) bzw. B (z 
(mit S’ (f) +0 bzw. B’ (f) + 0), die der Funktionalgleichung 


falls F’(f) - U S (F (z)) F’ (f) &(z) 
bzw. falls F’(f) = 0 B (F (z)) = B(z)* (x natiirliche Zahl) 


geniigt. Eingehend werden die abstoBenden und anziehenden Fixpunkte, dis 
Zentren sowie die Zentrumringe untersucht: hierbei kommt es zur Definition 
der Flachen 21 _ an Satz 2 macht die Frage nach Lésungen F (n, z) 


1%) Siehe [1] und [16 
20) ABEL, N. H.: Oeuvres complétes, Bd. LI, Nr. VI. 2. éd. Christiania 1881 


21) Es ist eigentlich nicht ganz zutreffend, die Gleichung 


B (F (z)) = B(z)” 
nach BOTTCHER' (dem der erste allgemeine Existenzbeweis gelang) zu bezeichnen, da 


ABEL sie zuerst angab. Um aber einen Unterschied in der Ausdrucksweise zu haben, wird 
dies in Kauf genommen 
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n einem invarianten Gebiet © interessant. Soweit in @ ein Fixpunkt liegt 
oder & einen Zentrumring darstellt, ist diese Frage durch II, C, 1 bis 11 und 
das in den folgenden Kapiteln Gesagte erledigt. Ist dies jedoch nicht der Fall, 
so kann nach dem bisherigen Stande der Theorie generell noch nichts ausgesagt 
werden. In II, C, 13 wird ein gewisser VorstoB in dieser Richtung unternom- 
men. Es handelt sich dort um die Herleitung einer (allgemeineren) ScHRODER- 
schen Funktionalgleichung im Fall, daB der Multiplikator F’ (f) = 1 ist. Diese 
Lésung existiert natiirlich nicht in einer volleon Umgebung des Fixpunktes z = f 
soridern lediglich in einem ,,Umgebungssektor“. Ich gehe nicht naher auf 
diesen Fragenkomplex ein, da dies zu weit vom vorliegenden Problem abfiihren 
Ww iirde. 

Zu Ill, A.. Auf der Grundlage des Permanenzprinzips werden in III, A, 1 
fiir abstoBende und anziehende Fixpunkte f (mit F’ (f) + 0) sowie fiir einen 
Fall von Z,; unmittelbar Lésungen F (n,z) gefunden. In III, A, 2 tritt das 
Kernproblem zutage, dem letztlich alle nachfolgenden Untersuchungen dienen: 
Es zeigt sich. daB die Anwendung des Permanenzprinzips bei der BOTTCHER- 
schen Funktionalgleichung, bei Zentren und in einer Reihe weiterer (in III, A, 2 
nicht besonders behandelter) Falle zu Lésungen fiihrt, bei denen der Existenz- 
bereich von F (n,z) im (n,z)-Raum nicht ,,einfach*t ist. Jn der Theorie der 
Verallgemeinerung der Iterationsindizes sind wegen der vielen miglichen Lésungen 
irgendwelche Primissen iiber die zu bevorzugende Lésung zu machen. LEwIs”2) 
will den Fixpunkt starr lassen, BOpEwaptT **) méchte im Reellen verbleiben 
und den Grad der Ableitbarkeit invariant halten, sowie im spateren Zuge seine! 
Untersuchungen dariiber hinaus die Vollmonotonie fir alle Iterierten ver- 
langen. Im Verlaufe dieser vorliegenden Arbeit wird gezeigt, daB solchen 
Forderungen bei der analytischen Iteration nicht durchgingig nachzukommen 
ist. Deshalb habe ich eine neue, bei der analytischen Iteration nachweislich 
sehr wohl erfiillbare Forderung aufgestellt: Die bevorzugten Lésungen F (n, z) 
sollen ,,im GroBen**, d. h. in ihrem ganzen E xistenzbereich méglichst einfach sein. 
Ausdruck findet diese Forderung in Bedingung IV und (zu deren Erfillung) 
durch Einfiihrung méglichst einfacher Transformationen (die It-Funktionen) ; 
zugrunde liegt dem allen die ABELsche, ScHRODERsche und BOérTrcHERsche 
Funktionalgleichung, durch welche die ,,nichteinfachen“ Verhaltnisse bei 
beliebigen Funktionen F (z) in die ,,Sphire des Einfachen’* versetzt werden. 
Sind einmal die bevorzugten Lésungen behandelt, so ergibt sich die Struktur 
der ibrigen durch Transformation mittels einer zum Teil periodischen Funktion 
(siehe Satz 6). Wenn die Differenzenrechnung ihre ,,einfachen Lésungen* 
oft ganz rational ansetzt und vorzugsweise mit diesen Lésungen operiert, 
wenn die Physik ihre mathematischen Ansitze ,,méglichst einfach" (d. h, durch 
bekannte analytische Ausdriicke geringer Kompliziertheit) durchfihrt, so 
steckt hinter dem eine Imponderabilie der -,,Einfachheit des analytischen 
Ausdrucks“. An dessen Stelle soll in einer spater erscheinenden Arbeit die 
Kinfachheit eines funktionalen Zusammenhanges nicht mehr analytisch, 
sondern geometrisch gedeutet werden. Dies hat den Vorzug, den alten Begriff 
der analytischen Einfachheit in sich einzuschlieBen; man kann aber dariiber 
hinaus funktionale Zusammenhinge wie sie beispielsweise die Exponential-, 
Modul- und It-Funktionen darbieten, als ,,einfach‘* bezeichnen. — Unter 

22) Siehe [16]. 

23) Siehe (2). 
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Ili, A, l,e¢ wird beilaufig die ScHrROpERsche Funktion s = S(z) und ihre 
Umkehrung z = S_, (8) fiir den abstoBenden Fixpunkt 

f = 0,3181 + i - 1,3372 
der Funktion F(z) = e* angegeben. Bemerkenswert ist, daB die Koeffizienten 
der Reihenentwicklung fiir z = S_,(s) ohne Kenntnis derjenigen von s = S (z) 
durch Koeffizientenvergleich an (11) bestimmt wurden. Es ist dies ein Ergebnis 
der Untersuchung von Differenzengleichungen, auf die hier nicht naher einge- 
gangen werde. Erfiillt nimlich eine'analytische Funktion f(z) die Differenzen- 
gleichung 
(11) f(z +1) = F(f(z))., 
so ist die allgemeinste Lésung: 

f(z) = A_,(z + P(z)) 
bzw. 

f(z) = S_,(F’ (fp? +?) 
baw. 

f(z) = B_, (x**-?®), 


wobei P (z) eine beliebige Funktion mit der Periode | ist; die einfachste Lésung 
wird mit P(z)=0 bzw. =1 gefunden. Hier zeigt sich die Wichtigkeit der 
Untersuchungen unter II, C auch fiir die Lésung der Difierenzengleichung (11) 
Wird mittels Satzes 3 


hig z F (— 4, z) S_, (f7= S(z)) 


bestimmt, so ergeben sich fiir gewisse reelle z (soweit die Konvergenz de1 
Reihenentwicklung ein Urteil zulaBt) reelle Werte fiir hlgz. Ich vermute, daB 
diese Funktion fiir gewisse reelle z reelle Werte vermittelt. Ein schliissiger 
Beweis erfordert umfangreiche Untersuchungen an S(z), auf die ich bisher 
verzichtete. 


Zu Ill, B. Hier wird (unter Bezugnahme auf eine bekannte Lésung) die 
ganze Mannigfaltigkeit der Lésungen F (n,z) angegeben. 


Zu III, C. Das unter III, A aufgedeckte Problem wird unter Einfiithrung 
der beiden Funktionengattungen it (x), *it (x) gelést. Satz 5 enthalt das Er- 
gebnis meiner Bemiithungen um Hauptlésungen (das sind Lésungen, die der 
Bedingung IV geniigen); seine praktische Bedeutung und reale Reichweite 
gewinnt dieser Satz durch Satz 5a. Zuletzt werden die ,,Vorzugslésungen“ det 
it- bzw. *it-Funktionen, die Funktionen It (x2) und ‘It (x) definiert. Wird in 
Satz 5 it (x) bew. *it (x) durch It (x) baw. *It (x) ersetzt, so ergibt sich die ein- 
fachste bevorzugte Lésung fiir F (n,z). 


In einer spater erscheinenden Arbeit wird mittels eines heuristischen 
funktionentheoretischen Prinzips, des ,,Prinzips der Vorzugslésungen“, gezeigt, 
inwiefern diese Funktionen It (x) bzw. *It(z) ,,einfachste Exemplare“ der 
it- bzw. *it-Funktionen sind. Weiter werden dort die Eigenschaften diese1 
Funktionen untersucht und Funktionswerte fiir reelle x tabuliert. Zuletzt 
soll in jener Arbeit der Zusammenhang der zu verschiedenen abstoBbenden 
Fixpunkten gehérenden SCHRODERschen Funktionen untereinander angegeben 
werden, womit sich ein Zusammenhang zwischen gewissen GroSlésungen 
ergibt. 
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if. Notwendige Bedingungen fiir die Existenz einer Lésung F (n, z). 
\. Formale Reihenentwicklung bei einem Fixpunkt f = F(f) mit F(n,f) =f. 


Vor Durchfithrung allgemeinerer Untersuchungen werde folgende An- 
nahme **) ins Auge gefaBt: Falls ein Punkt z = f Fixpunkt von F(z) ist, soll 
er auch allen Iterierten F (n,z) gegeniiber Fixpunkt sein: 


F (n, f) = Ss 
Diese Annahme trifft im allgemeinen nicht zu, wie unter III, A, 1 gezeigt 


verden wird. Immerhin fiihrt sie zu gewissen Ergebnissen, von denen spite 
siehe III, A, 1 und III. A, 2) Gebrauch gemacht werden soll. 


i. 
Wenn F(f) =f und F’(f) +0, soll F(n,f)=f und F(n,z) fir jedes n 


egulir sein, also: 
12 F (n,z) =f + »> a, (n) (z —f)* (a, (0) 1. a, (1) = F’ (f) +9). 
<= 1 
Mit (5) ergibt sich hieraus durch Koeffizientenvergleich: 
a, (n) a, (QO) a, (n) 
ag (n) = 2a, (0)a,(m) + ag (0) a, (n) 
a (n) 3a; (0) a, (n) + 2 a9 (0) a, (n) + ay (0) a, (n) 


Die Gesamtheit der Lésungen der Differentialgleichung fiir a, (n) ist mit det 
Funktionenmenge 


(13) ay, (n) en |Log F’(f) + A2nil ( F’ (f)") (A= 0, + oe 


identisch. Es ist naimlich, wie aus der Reihenentwicklung fiir a, (nm) und 
daran erfolgendem Koeffizientenvergleich hervorgeht, notwendig: 


a, (n) — gin. 
wegen a, (1) : F’ (f) gilt: 
e* = FF’ (f). 


Damit sind die zulissigen Werte fiir « bestimmt, die andererseits aber auch 
hinreichend fiir die Erfiillung der Differentialgleichung sind. 


Aus dem Differentialgleichungssystem ergibt sich zu jedem a,,, (nm) genau 


ein a,.,(n) (x 2,3,...) mit a, , (0) 0 und 
] a“ F 
a,., (1) ; (f). 
x! dz” 


24) Die von C. D. Lewrs {| 16! fir Funktionen mit endlich vielen Variablen gebrachten 
(allerdings des Konvergenzbeweises entbehrenden) formalen Reihenentwicklungen basieren 
neben anderem auch auf dieser Annahme. Seine Methode zur Koeffizientenbestimmung 
wird fiir den vorliegenden Fall einer einzigen unabhingigen Variablen nicht ibernommen, 
sondern in TI! A 1 unter Anwendung der Scuréperschen Funktion durch einen einfacheren 
ersetzt. Der Konvergenzbeweis fillt hier nebenher ab. 











Hans TOPPER: 
Bei z =f kénnen héchstens die Funktionen 


(14) F(A; n,z) =f + ¥ ay, (mn) (z—f)* (4 = 0,4+1,...) 


™ 1 


als Iterierte der Form (12) existieren. 
(7b) stellt die Gesamtheit aller Iterierten von (7a) dar, die F (n,0) = 0 
erfillen und fiir jedes n bei z = O regular sind. 


9 


~. 


Aus (13) folgt, daB fiir F’ (f) = 0: a,,,(m) = 0 und hieraus mit dem Glei- 
chungssystem a, ,(n)=0 (x = 2,3,...). Fiir den Fall F’(f) =0 miissen 
also andere Ans&tze versucht werden: 


Es mége auch hier F (n,f) =f sein. Sollen reelle Iterationsbahnen aller 
Punkte einer Umgebung von { existieren, so mu} diese Umgebung fir 0 < n < 1 
succesive auf ein Vielfaches erweitert werden. Dies kann beispielsweise durch 
den (konvergierenden) Ansatz: 


ou [ | Ah(n) 
(15) F(n,z)=f/+ 3) A,| 2) 4, (2—f)") 
A 1 =o | J 


ausgedriickt werden. Hierin ist h(n) eine nichtkonstante Funktion mit 
h (0) = 1 (da F (0,z) =z) und A(1) eine ganze Zahl > 2. Es ergibt sich dann 
unter Beriicksichtigung von (5) beim Koeffizientenvergleich, daB fir 
~ = 2,3,...: a, =0, womit sich der Ansatz (15) auf 


F (n,z) = f+ ¥ A, [a (z—f)}**™ 
aa 
reduziert. Aber auch diese Form wird durch Anwendung von (5) beim Koef- 
fizientenvergleich wegen h’ (n) = 0 auf A, = 0 (A = 2, 3,...) also 
F in. s) = f + A, [a (z— fyyee 42" (O)n+a 
reduziert; wegen F (0,z) =z mu8 A, =a™ und e* = 1, und da F (1, z) unver- 
zweigt ist, folgt e*  — k = ganze Zahl > 2. Letztlich ergibt sich also: 


(16) F (n, z) =f 4 I e[ Log (a(z—f)) + v2 iJe 
4 


n [Logk + «2x %) 


im wesentlichen mit (8b) iibereinstimmend. Bei einem Fixpunkt z =f mit 
F’ (f) = 0 existiert allein im Falle 

F(z) =f+A(z—f} (& = 2,3,...) 
eine konvergente Lisung PF (n,z) der Form (15) bzw. (16). 


(8b) stellt die Gesamtheit aller Iterierten von (8) dar, die den Ansatz (15) 
erfillen. 


B. Die Flache ZT; die additive Abspaltung des Iterationsindex. 


1. 


Wenn bei einem Punkt p der z-Ebene eine Lésung F (n, z) existiert, so wird 
durch die méglichst weitreichende meromorphe oder — bei ganzem F (z)! — 
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analytische Fortsetzung der Funktion (beim Zerfall von F(n,p) in ver- 
schiedene Funktionen wie zum Beispiel in (8b): die Fortsetzung jeder Funktion) 
C= f(n) =F (n, p) 
eine, die volle oder einen Teil der n-Ebene iiberlagernde RreMANNsche Flache 
(beziehungsweise eine Schar RremanNscher Flachen) % eindeutig abgebildet 
auf eine tiber dem echten oder unechten Teilgebiet G (= Spur) der C-Kugel 
liegende, den Punkt p enthaltende RreManNsche Flache (beziehungsweise 
RieMANNsche Flichenschar) &. Die Inverse (beziehungsweisé die Schar 
der Inversen) zu € = f(n) sei: 
n= g(C) =9(F (n, p)). 

Es wird das Funktionselement 8 (n, z) von F (n, z) ins Auge gefaBt, welches 
8 (0,z) =z in der Nahe von p vermittelt. Fir hinreichend kleine m und n 
erfillt dieses Funktionselement offenbar die Gleichung 

B (n + m, z) = F (n, B (m, z)). 
Zu einem geniigend nahe bei p gewahiten z gibt es ein m, dab: 
z= f(m) = 8 (m, p); Inverse: g(z) = g (B (m, p)) =m. 
Dann ist, soweit n + m geniigend klein, mindestens also in |n| < ¢e > 0: 
BE (n, z) = BP (n, PB (m, p)) = F (n + m, p) 
oder 
9 (B (n, 2)) = 9 (Bn + m, p)) =n + m=n49(2). 

Der Iterationsindex kann additiv abgespalten werden*): 

Satz 1. Wenn bei einem Punkt p der z-Ebene eine Lésung F (n, z) existiert, 
so gibt es genau eine Lisung g(z) mii g(p) = 0, welche der Bedingung: 
(17) g (F (n,z)) =g(z) +n 
(ApeLsche Funktionalgleichung) geniigt. 

Gabe es zwei Funktionen g, (z) und g, (z), so miiBte mit (17) 

gi (F (n, p)) = 92 (F (n, p)), 

also g, (z) = go (z) sein. 

Mit g (z) ist eine Abbildung gefunden, durch welche die komplexe Iteration 
in der g-Ebene als einfache Addition gedeutet werden kann. 

Der Punkt p ist auf T nicht ausgezeichnet, wird namlich das geschilderte 
Verfahren fiir einen Punkt g+p von &T auf z= F(n,q) =F (n+ ™m, p) 


angewandt, so ergibt sich dieselbe Flache (beziehungsweise dieselbe Flachen- 
schar) =. 


2. 
Die Funktion F (f(n)) bildet bei méglichst weitreichender meromorpher 
oder — bei ganzem F(z)! — analytischer Fortsetzung % meromorph oder 


analytisch ab. Wegen der Bedingungen I bis III existiert und ist: 
F (f (n)) = F (1, F (n, p)) = F (n + 1, p) 
meromorph beziehungsweise analytisch, soweit n in N liegt. Mit m gehért 


25) Siehe hierzu auch BOpEwaprt [2]. 
Mathematische Annalen. 121. 14 
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also auch n’ =n+1 zu®; F(n +1, p) =f (n + 1) ist ebenfalls ein Punkt 
von &, also gilt: 

Satz 2. Mit einer Lésung F (n,z) existiert iiber der z-Kugel stets eine Rix- 
MANNSche Fliche (bzw. Flichenschar) XZ, die durch F (z) auf sich abgebildet 
wird. Diz Spur S von FT ist gegeniiber F (z) invariant. 

Enthalt S einen Punkt von %, so besteht S aus der gegebenenfalls in den 
Fatouschen Ausnahmewerten punktierten Zahlenkugel (siehe Satz IV); 
in diesem Falle bezeichne ich F (n, z) als eine ,,Groflésung. Enthalt S keinen 
Punkt von %, so ist es echter oder unechter Teilbereich eines invarianten 
Gebietes G. F (n,z) ist dann eine ,,Bereichlésung*. 


C. Beispiele fiir invariante Flichen T. 

Satz 2 fiihrt auf die Frage nach der Existenz von invarianten RIEMANN- 
schen Flachen &. Ich fand bisher die folgenden zur Unterscheidung mit 
Z,,-.- 2,3 bezeichneten: 

l. 

Ein abstoBender Fixpunkt z =f ist ,,innerer Keim von T,: 

Eine schlichte Umgebung U, des Fixpunktes wird (bei entsprechender 
Wahl von Ul,) durch F(z) eineindeutig auf U, > Ul, abgebildet, U, durch F(z) 


eineindeutig auf 1, > U, usw. T, = lim U,. Jedes U,, ist einfach zusammen- 


n 
hingend, folglich auch f,; die Spur S, von T, erfillt die mitunter (aber nicht 
notwendig) in den Farouschen Ausnahmewerten punktierte Zahlenkugel 

Da TF, einfach zusammenhiangend ist, gibt es genau eine Funktion s = S(z) 
mit S(f) = 0 und S’ (f) = 1, durch welche T, eineindeutig und — bis auf innere 
Windungspunkte endlicher Ordnung —- konform auf |s|< R mit (a priori) 
0 < R<o oder auf die volle Zahlenkugel abgebildet wird. T, wird durch F (z) 
eineindeutig auf sich abgebildet, 8, = S(F(z)) geht folglich aus s = S (z) 
durch eine lineare Funktion hervor. Wire R= o, so handelte es sich hierbei 
um eine Drehung 8,8 mit |x 1; dies ist unméglich, da dann in der 
z-Ebene eine Umgebung um f zu folgern ware, die durch F(z) eineindeutig 
auf sich abgebildet wird. Bei R © und im Falle der Abbildung auf die volle 
Zahlenkugel (hierbei geeignet normiert!) ist s, x8 mit |x| >1 oder: 


S (F (z)) = x S(z) 


und: 
a8 as 
” : (f 
Tr (f) F’ (f) x7 () 
also: 
x= F t) 
(18) S (F (z)) = F’ (f) S(z); 


dies ist die ScHROpERsche Funktionalgleichung: s = S(z) ist identisch mit 
der ScorODERschen Funktion. z= S_,(s) ist in der ganzen s-Ebene mero- 
morph oder (falls oo Fatouscher Ausnahmewert ist) analytisch und f, ist 
die vermdége 
Z= S_; (8) 

aus der vollen s-Ebene entstehende Flache **), 

26) Andere Beweise fiir die Existenz der Scur6pERschen Funktion siehe bei G. Kor- 
nics [14], P. Farovu [8], H. Cremer [6] 
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Die Reihenentwicklung fiir S(z) findet man durch Koeffizientenvergleich 
an (18), fiir S_,(s) ohne weiteres hieraus. Ist oo Farouscher Ausnahmewert, 
konvergiert letztere Reihe in der vollen Zahlenebene. Eine andere Methode 
zur Bestimmung der Funktion S(z) geht von der Struktur von Z, aus: Im 
Beispiel (8a) ist der Multiplikator der abstoBenden Fixpunkte z = f, gleich 
k. z=0,co sind Fatousche Ausnahmewerte, in allen tibrigen Punkten ist 
F’ (z) + 0. &, ist identisch mit der zu log z gehérenden RrEMANNschen Flache ; 
es wird 


(19) S, (z) = f, log 7 
2. 
Ein abstoBender Fixpunkt z = f ist ,,Spezialrandkeim“: von T,: 
Da z = S_,(8) insbesondere in 0<|\s| meromorph oder regular ist, wird 


die zu logs gehérige RreManNsche Flache durch z = S_,(s) auf eine Flache 
ZT, abgebildet, die durch F (z) eineindeutig und ohne inneren Fixpunkt auf sich 
libergeht. Diese Flache ist parabolischen Typs. Uber z =f befindet sich ein 
logarithmischer Randpunkt von T,. GS, ist identisch mit der gegebenenfalls in 
den Fatouschen Ausnahmewerten punktierten Zahlenkugel. &, wird durch: 


(20) f= ai ; z=S_,(e# oar) 
Log F’ (f) —_ 
eineindeutig auf die volle .s’-Ebene abgebildet. Der eineindeutigen Trans- 
formation von T, durch F(z) auf sich selbst entspricht in der s’-Ebene eine 
Translation, die auf + 1 normiert ist: 8; = s’ + 1. 
Mit (20) ist (fiir mn = 1) eine Lésung?’) von g(z) des Satzes-1 gefunden: 
‘ ( ) , log S (z) 
z)=8 ; 
g Log F’ (f) 


MN besteht aus der schlichten n-Ebene. 


3. 
Ein abstoBender Fixpunkt z = f ist ,,Randkeim* von T,: 


Die durch (20) vermittelte Abbildung auf die schlichte s’-Ebene gibt 
AnlaB zur Konstruktion weiterer, durch F(z) eineindeutig auf sich selbst ab- 
zebildeter Mengen &,; beispielsweise: Ein Punkt # wird durch cine Kurve €, 
mit % + 1 verbunden, % + 1 durch die um +1 verschobene Kurve ©, mit 
& + 2 usw. Analog wird 89 mit 8s) — 1 usw. verbunden. Die hierbei entstehende 
von —oco nach + co verlaufende Kurve € sei doppelpunktfrei. Wird eine 
zweite zu € analoge, und € nicht treffende Kurve D konstruiert, so ist das von 
€ und D berandete einfach zusammenhangende Gebiet t, gegeniiber der Trans- 
lation + 1 invariant, und wird dariiber hinaus fixpunktfrei eineindeutig auf 
sich abgebildet. Die aus diesem Gebiet vermége (20) entstehende R1iEMANN- 
sche Flache f, wird durch F (z) fixpanktfrei eineindeutig auf sich transformiert. 
Riickt D nach oo, laBt sich ebenfalls ein I, konstruieren, wandert dazu € 
nach oo, so ist der Fall des Spezialrandkeims erreicht, der jetzt als Sonderfall 
erscheint. 


*7) Siehe Kogntas [14]. 
14* 
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Wenn F’ (f) nicht reell, ist I, bei z =f ,,spiralig’***). In jedem Falle ist 
< =f fixer Randpunkt. Enthalt I, einen Punkt von §, so umfaBt die Spur G, 
von %, die ganze in den Fatouschen Ausnahmewerten punktierte Zahlenkugel. 
Enthalt T, keinen Punkt von %, so besteht G, aus einem echten oder unechten 
Teil eines invarianten Gebietes @. 


* * 
7 


Allgemeiner kann das Gebiet t, folgendermaBen definiert werden: Ein 
(RreMANNsches) Gebiet iiber der s’-Ebene enthalte auf seinem Rand die 


Punktmenge 8 und 8p +1; die aus diesem Gebiet durch die Trans- 
lationen 8’ +n (n=---—2,—1,+1,+2,...) hervorgehenden Gebiete 


werden entlang #z und den analogen Randern miteinander verknipft. In 
diesem Allgemeinfall braucht t, (sofern existent!) weder schlicht noch ein- 
fach zusammenhiangend zu sein. 
4. 
Kin anziehender Fixpunkt z = { mit 0 < | F’ (f)| < | ist ,,innerer Keim“ von I,: 


Bekanntlich**) gibt es in einem den Punkt f enthaltenden Gebiet Ul genau 
eine analytische ScHrROpERsche Funktion 


s=S(z) mit S(f)=0 und S’(f)=1 


durch die Ul eineindeutig auf das Gebiet 8 der s-Ebene abgebildet wird und 


die soweit z und F(z) in Ul liegen — der ScHROpERschen Funktional- 
gleichung (18) beziehungsweis« 
(21) F (z) = S_, (F’ (f) 8(z)) 
venugt. 
Durch Fortsetzung des Zweiges von F_, (z) (n = 1, 2,...), der F_, (f) =f 


erfillt, wird U auf das(schlichte) Gebiet U_,, (welches f enthalt und ganz in 
dem den Punkt f enthaltenden Gebiet © liegt) abgebildet. Jeder Punkt z = p 


von & ist ab einem gewissen, von p abhangenden Index in allen U_, enthalten. 


In UW 


n 
wird S*(z) regular mit 


S* (z) = F’ (f)-" S (F, (z)) 


n 


definiert. S*(z) erfillt bei z =f die ScHRODERsche Funktionalgleichung, ist 
folglich mit S(z) identisch (Eindeutigkeit der Lésung!). Die ScHROpDERsche 
Funktion S (z) kann also regular in alle Punkte von @ fortgesetzt werden: 
~,=@. Der Rand von © ist die natiirliche Grenze von S(z). Der Werte- 
vorrat s = S(z) erfillt die ganze s-Ebene. z= S_,(s) ist nicht eindeutig 
(falls F(z) nichtlinear!). 


* * 
* 


Hier folgt, daB T, durch F(z) nicht eineindeutig auf sich abgebildet wird: 
Ware fiir alle n: F,,(z) +0 in U_,, so ware nach (23) s = S(z) konform in allen 
l_,, also in G@; z = S_,(s) miiBte tiber der vollen s-Ebene konform sein; dies 
ist fiir nichtlineare F(z) unméglich. Es gibt somit mindestens einen Punkt 
z = pp in G, fiir den Fy (py) = 0; und da 


28) Siehe Térrer [2] }. 
*®) Siehe Kornias [14], Farou [8], Cremer [6]. 








n 
eS 


kt 
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N-1 
(22) Fy (po) = II F'(p,) mit p, =F, (po). 
¥ 0 


ist in mindestens einem Punkt p von &: F’(p) =0 ™), 
Die Gleichung 
(23) S(z) = F’ (f)-* S(F, (2)) 


gilt im ganzen Gebiet G. « = S(z) nimmt fiir alle in G gelegenen Vorginger 
n-ter Ordnung eines Punktes den gleichen Wert an. Umgekehrt gibt es aber 
auch zu zwei Punkten 2, z, mit S (z,) = S (z,) ein N. daB Fy (z,) = Fy (2): 
UmfaBt U_y beide Punkte, so liegt Fy (z,) und Fy (z,) in 1; dort ist S (z) ein- 
eindeutig, folglich muB Fy (z,) = Fy (z2) sein. Ich bezeichne zwei Punkte z, 
und 2, als ,,iterationsdquivalent der Ordnung NV“, wenn ein (kleinstes) N mit 
Fy (%) =F y (2) existiert. In iterationsiquivalenten Punkten nimmt S (z) 
denselben Wert an — und umgekehrt 


Mit (23) laBt sich S(z) auch in allen Vorgingergebieten von & definieren. 
S_, (8) besteht dunn aus einer Schar von Funktionen, die iiber jedem &% alle 
untereinander iterationsiquivalenten Werte annehmen. Auf diese Verhaltnisse 
sei nicht weiter eingegangen. 


* * 
* 


Aus (21) folgt, daB S_, (F’ (f) S(z)) in allen Punkten z mit F’ (z) +0 kon 
formist. Besitzt also die durch z = S_, (s) tber der s-Ebene erzeugte RIEMANN- 
sche Flache Ri bei S (p) eine x-fache (x = 0,1, ...) Verzweigung, so ist, falls 
F’ (p) + 0, iiber F’ (f) S (p) ebenfalls eine x-fache Verzweigung. Wenn F’ (p) = 0, 
ist S_, (F’ (f) S(z)) bei p nichtkonform, d.h. die Verzweigung der RIEMANN- 
schen Fliche fi iiber s = S(p) ist eine andere als tither s = F’ (f) S (p). R wird 
folglich durch die Abbildung s, = F’ (f) s nicht eineindeutig auf sich abgebildet: 
T,, das Bild von R vermége z = S_, (8), wird (im Gegensatz zu T,) durch F (z) 
nicht eineindeutig auf sich abgebildet. Hier liegt der Grund, weshalb sich die 

1. angewandte Methode nicht als Grundlage eines Existenzbeweises fiir die 
ScHRODERsche Funktion bei anziehenden Fixpunkten eignet. 


Nach (22) und (23) gilt in jedem Punkte z Pp, vou &: 
(24 S’ (po) F’ (f\)-* S’(p,) I] F’ (p, mit Pp, F, \Po); 


da zu jedem p, ein n existiert, so daB S’ (p,) + 0, folgt hieraus, das die Menge 
der Punkte z mit S’(z) = 0 identisch ist mit der Gesamtheit der Vorgainge: 
0..1.,...-ter Ordnung aller in @ liegenden nichtkonformen Stellen von F (z). 
Da mindestens ein Punkt p mit S’ (p) = 0 existiert und F (p) + p ist, gibt es 
in & unendlich viele zu p iterationsiquivalente Punkte P mit S(P) = S(p), 
S’(P)+0. ®R besitzt also iber dem Wert (Spurpunkt) S(p) neben den von 
S’ (p) = 0 herriihrenden Verzweigungen auch unverzweigte Blatter. 


* * 
- 


Diese Herleitung sei den bereits bekannten (siehe z. B. CREMER [3]) zugefigt. 














208 Hans TOpPFER: 

Die Bestimmung der Koeffizienten der Reihenentwicklung fiir S(z) ge- 
schieht durch Koeffizientenvergleich an (18). Die Reihe konvergiert im gréBt- 
méglichen in @ enthaltenen Kreis. Mitunter kann es zur Erzielung eines 
gréBeren Konvergenzbereichs zweckmaBig sein, nach z = S_, (8) zu entwickeln. 


2. 


Ein anziehender Fixpunkt z =f mit 0 < |F’(f)| <1 ist ,,Spezialrandkeim“ 
ron &: 
In allen Punkten von @, die nicht Vorgianger 0., 1.,...-ter Ordnung von 
z =f sind, ist (20) regular (die iterationsiquivalenten Punkte zu z =f sind ja 
identisch mit den Vorgangern von f!). &, ist die durch Fortsetzung von (20) 
iiber der vollen s’-Ebene entstehende Flache iiberG; die Vorginger (0., 1.,. . .-ter 
Ordnung) von z =f sind logarithmische Randpunkte von T;. I, wird durch 
(20) eineindeutig auf eine die s’-Ebene iiberlagernde RiemMANNsche Flache 
abgebildet. Der (nicht eineindeutigen) Transformation von T, auf sich selbst 
durch F (z) entspricht in der s’-Ebene eine Translation, die auf + 1 normiert ist. 
Mit (20) ist (bei nm = 1) eine Lésung fiir g(z) des Satzes 1 gefunden: 
log S (z) P - 
z) = 8’ ——3; 2=S_,(e* oa), 
g (2) Log F’ (f) —1 ( 


MN besteht aus einer, die volle n-Ebene tiberlagernden, nichtschlichten Flache. 


6. 
Ein anziehender Fixpunkt z = f mit 0 < |F’ (f)| < 1 ist ,,.Randkeim* von T,: 


Wie im analogen Fall bei abstoBenden Fixpunkten kénnen wieder Mengen fT, 
definiert werden, die gegeniiber F (z) invariant sind. &, wird im allgemeinen 
durch F(z) nicht eineindeutig, aber fixpunktfrei transformiert. Ist F’ (f) 
nicht reell, wird T, bei z = f ,,sviralig’*. z =f ist fixer Randpunkt. Die Spur 
von &, erfiillt im allgemeinen einen Teil von &. 


r F 


Ein anziehender Fixpunkt z = { mit F’ (f) = 0 ist ,,Spezialrandkeim“ von T,: 
F (z) besitzt bei z = f die Entwicklung: 
(25) F,(z) ={+M(z—f)*+-:-:-. (k>2, M +0) 
Bekanntlich*) gibt es bei z = {: k— 1 verschiedene regulire BOTTCHERsche 
Funktionen 6 = B(z), welche der BOTTCHERschen Funktionalgleichung 
(26) B (F (z)) = B(z)* 


geniigen. Es ist 
1 


Bif)=0, Bif)=M*-! 
die verschiedenen Lésungen unterscheiden sich nur um eine multiplikative Kon- 
stante, eine k — 1-te Einheitswurzel. Die Glieder der nach Potenzen von z — f 
entwickelten Reihe ermittelt man durch Koeffizientenvergleich mittels (26). 


31) Siehe beispielsweise Fatou [8]. 








sl 'S’ 
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Um z =f existiert eine Umgebung Ul, innerhalb deren 6 = B(z) konform 
ist und die auf das Gebiet 8 der b-Ebene abgebildet wird. Soweit z und F, (z) 
in Ul liegen, gilt: re 


(27) B(F,,(2)) = B(z)""; Bz) =) B(F,(2))- (n=0,+1,...) 


Analog zu II, C, 4 kann B (z) mittels (27) auf jedes (den Punkt f enthaltende) 
Vorgangergebiet U_,, von U, also auf das Anziehungsgebiet & von f fortgesetzt 
werden. Auch in den Vorgiangergebieten von &, welche f nicht enthalten, 
kann B(z) mittels (27) definiert werden; dies werde nicht weiter verfolgt. 
b = B(z) nimmt in iterationsiquivalenten Punkten Werte gleichen absoluten 
Betrages |b| an. Der Wertevorrat von B(z) schépft in G den Einheitskreis 
b|<1 aus. Die Umkehrfunktion z = B_,(b) ist bei rationalem F(z) in 
b|<1 regular oder algebraisch verzweigt; logarithmische Verzweigungen 
sind dort nicht médglich, da lim|B(z)| =1, wenn z + Randpunkt von ©. 


Zwei Falle sind zu unterscheiden: 


a) z=f besitzt keinen Vorginger z+/ in & [Beispiele: F(z) = z*, 
k =2,3,.... F(z) =z—sinz **)]. Hier ist B(z) regular in @ [siehe (27)]. 
Wenn © einfach zusammenhingt [was zum Beispiel bei Anwesenheit eines 
Fatouschen Ausnahmewertes zutrifft**)], ist B(z) bei rationalem F (z) ein- 
eindeutig in & und identisch mit der konformen Abbildung @ > |b} < 1. 


b) z=f besitzt mindestens einen Vorginger erster Ordnung z = p+ f 
in & (Beispiel: F(z) = 2? — 23; f =0, p= 1). Es ist: 


F(z) =f+x(z—p)*+--:. (x + 0) 
Wenn A kein Vielfaches von k, so ist B(z) bei z = p algebraisch verzweigt, 
falis A ein Vielfaches von k, ist B(z) bei z = p regular [hierzu siehe (27)]. 


B(z) ist bei einem Randpunkt z =r von & nur dann regular, wenn der 
Rand von & dort ein analytisches Kurvenstiick darstellt. Da r zu § gehért, 
wird die Umgebung u: |z— r| < e durch die F,, (z) (n = 1, 2,...) auf Gebiete u,, 
abgebildet, deren Gesamtheit héchstens die Fatouschen Ausnahmewerte aus- 
laBt (siehe Satz IV). In jedem u, ist B(z) vermége (27) definiert. B(z) kann 
also in jeden (von Fatouschen Ausnahmewerten verschiedenen) Punkt ana- 
lytisch fortgesetzt werden. Der Wertevorrat von B(z) schépft 0- |5| x 
aus. Ist r ein abstoBender Fixpunkt, so ist lim u, identisch mit der RreEMANN- 


schen Flache TZ, der zu r gehérenden ScurépERschen Funktion S (z) [siehe II, 
C, 1, (19)]; diese Flache wird durch B (z) eineindeutig auf die zu log b gehérende 
RIEMANNsche Flache abgebildet. Es ist also: 


(28) log B(z) = k, S(z) + ke. (k, und k, konstant) 


Dieser Fall verifiziert sich bei F (z) = az*, wo 


32) F(z) = z —sinz besitzt nichtkonforme Stellen lediglich in z = 0, + 2a, +42,...; 
dies sind zugleich die anziehenden Fixpunkte von F (z). In jedem (einfach zusammen- 
hangenden) Anziehungsgebiet dieser Fixpunkte ist folglich F (z) auBer im Anziehungspunkt 
selber konform. 

33) Im Innern einer jeden in & liegenden geschlossenen Kurve ist, falls « = oo Fatovu- 
scher Ausnahmewert, F',(z) normal. Ist « + oo, so wird zum Beweis eine lineare Trans- 
formation zwischengeschaltet. Siehe zu dieser Frage TOprer [21]. 
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l 2 
B(z) Vaz =a 2 und S(z) = fy, log 5 : 
Im Allgemeinfall ist B(z) nicht aus & heraus fortsetzbar *). 
* * 
* 

Die zu log 6, \6 <1 gehérige RieMANNsche Flache wird durch z = B_, (8) 
auf die Flache T, abgebildet, die hyperbolischen Typs ist und durch F (z) 
fixpunktfrei auf sich abgebildet wird. Durch 


(29) b’ = — log B(z) = —logb; z=B_,(e"); b=e-* 
geht die rechte Halbebene R {b'} > 0 auf ZT, iiber. Da wegen (26): 
an { - log B (F, (z)) = — k log B(z) = kb’ 
| b, = — log B(F,, (z)) =k"b’ een Ot 1,...) 
stellt die durch F, (z) (n = 0,+1,...) vermittelte Abbildung von T, auf sich 


in der Halbebene R {b’} > 0 eine Streckung aus b’ = 0 heraus dar. 


S. 


Ein anziehender Fixpunkt z = f mit F’ (f) = 0 ist ,,Randkeim“ von &,: 


In der rechten Halfte R{b’} > 0 der b’-Ebene [siehe (29)] wird analog 
zu II, C, 3 ein Gebiet t, definiert, welches der Transformation 6; = kb’ gegen- 
iiber invariant ist. Das mittels (29) aus t, erzeugte Bild T, wird durch F (z) 
fixpunktfrei auf sich abgebildet, da t, durch (30) eineindeutig und fixpunktfrei 
auf sich iibergeht. 


9, 


Ein Zentrum z =f ist ,,Spezialrandkeim“ von T,: 


f liegt in einem einfach zusammenhangenden invarianten Gebiet &, welches 
durch F(z) eineindeutig auf sich abgebildet wird *). @ wird durch die SCHRODER- 
sche Funktion s = S(z) eineindeutig auf den Einheitskreis |s| < 1 abgebildet 
(S(f) = 0. S’(f) positiv); S(z) ist nicht ttber den Rand von & hinaus fort- 
setzbar. Der iiber 0<|s|< 1 liegende Teil der zu logs gehérigen RreMANN- 
schen Fliche wird durch z = S_,(s) auf ZT, abgehildet; S_,(s) ist dort ana- 
lytisch; f ist logarithmischer Randpunkt von &g. 


Aus 
(31 fa eee... es (B {log F’ (f)} < 0) 
ae ~~ Jog F’ (f) log F’ (f) °6 ~ 
folgt wegen der in & giiltigen ScHR6pDERschen Funktionalgleichung: 
, rS(Fr(z : , 
(32) 8, slog S(Fa(3)) _ g 1 ni (n = 0,4+1,...) 


log F’ (f) 


%) Fatou beweist unter [8] fiir rationale F(z), daB falls der Rand von & ein isoliertes 
analytisches Kurvenstiick enthalt, § mit dem Rand von © identisch ist und einen Kreis 
bzw. ein Kreisstiick darstellt. Hieraus folgt, da mindestens alle rationalen F (z) mit 
mehr als zwei Fixpunkten /,, F’ (/,) 0 Funktionen B(z) induzieren, die nicht aus @ 
heraus fortgesetzt werden kénnen. 


35) Hierzu und zum folgenden siehe CREMER [6 |. 








PS 


it 
(6 
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=, geht aus der rechten Halbebene 8 {s’} > 0 vermége 
log F’ (/) P 

(33) z=S8§ e ‘ 

hervor. Durch F, (z) wird Z, fixpunktfrei und eineindeutig auf sich abgebildet ; 

in der 8’-Ebene stellt diese Abbildung die Translation (32) vor. 


10. 


Ein Zentrum z =f ist ,,Keim (evtl. Randkeim)* von Tyo: 

Analog zu II, C,3 lassen sich in der Halbebene ® {s’} > 0 der #’-Ebene 
Gebiete t,, angeben, die gegeniiber (32) invariant sind und die. vermége 
8; = 8’ + i fixpunktfrei und eineindeutig auf sich abgebildet werden. Typo ist 
das Bild von t,, vermége (33). 

Liegt ty) ganz zwischen Imaginarachse und einer Parallelen ), so ist f nicht 
Randpunkt von T,,. In diesem Fall ist f ,,.Keim‘* von T,9, kann hingegen kein p 
angegeben werden, so ist f ,,Randkeim“. 


ll. 

Ein Zentrumring ist ,,.Keim* von &,,: 
Bei rationalen Funktionen zieht die Existenz eines Gebietes &’ mit nicht- 
konstanter Grenzfunktion lim Fy (z) (n’ ist Teilfolge der natiirlichen Zahlen) 

n’—> co 

gegebenenfalls die Existenz eines zweifach zusammenhangenden Ringgebietes & 
nach sich **), welches durch F (z) eineindeutig auf sich abgebildet wird; ein 
solches Gebiet nenne ich ,,Zentrumring’. & wird durch s = S(z) konform auf 


den Ring 1, 8 r, abgebildet. In & gilt dann: 
(34) S (F (z)) = m S(z). (|m| = 1) 
Durch 

 =u- ee ie (3 {log m} < 0) 
geht die iiber r, 8 r, zu log s gehérige Flache auf einen Parallelstreifen 


senkrecht zur reellen Achse iiber. Dort ist 


i log S (F (z)) 4 
8} SS +t. 
log m 
Analog zu II, C, 10 lassen sich Gebiete t,, angeben, deren Bild tiber der 
z-Ebene zu Flachen T,, fiihrt, die durch F(z) eineindeutig und fixpunktfrei 
abgebildet werden. 


12. 
Wegen Satz 2 interessiert die Behandlung invarianter Gebiete G§. Bekannt- 
lich enthalt jedes invariante Gebiet © entweder einen Fixpunkt im Inneren 


(anziehender Fixpunkt oder Zentrum), ist Zentrumring oder besitzt konstante 
Grenzfunktionen lim F,, (z) (n’ ist Teilfolge der natiirlichen Zahlen), wobei die 


n’—> co 


Konstante nur Werte auf dem Rande von @ annehmen kann (Beispiele: 


3%) Siehe CremMER [6]. 
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F(z) =z+ 1+ e-#37), F(z) = sinz*)). Dieser letzte Fall hat sich mir bis- 
her noch einer generellen Erledigung entzogen. 


Gelést wire das Problem, wenn sich in einem Gebiet , in dem lim F, (z) = y 
n-—> co 
(y auf dem Rand), die Existenz einer Funktion s = S(z) mit lim S(z) = 0 
zy 
nachweisen lieBe, durch welche & (nicht notwendig eineindeutig) auf Kt {s} > 0 
abgebildet wird, wobei die Funktionalgleichung 


S (F (z)) = M S(z) (0< M <1) 


erfillt ist. Wenn & durch F (z) eineindeutig auf sich iibergeht, ist s = S (z) 
leicht angebbar; auch bei rational indifferenten Fixpunkten lassen die Fatov- 
schen Untersuchungen ohne weiteres Schliisse zu®®) und weist das unter 
II, C, 13 gebrachte auf Lésungsméglichkeiten hin. In allen anderen Fallen 
aber kann noch nichts ausgesagt werden. 


13. 
Ein Fixpunkt z =f mit F’ (f) =1 ist Randkeim von &,;: 


Es gibt hier gewiB mindestens einen zwischen zwei von z = { ausgehenden 
Strahlen liegenden Kreissektor mit hinreichend kleinem Radius, der durch 
F(z) eineindeutig auf einen einfach zusammenhangenden Bereich &, > & 
abgebildet wird. &, geht durch F(z) eineindeutig auf &,> 8, iiber usw. Es 
ist D5 = lim R,. Ty ist einfach zusammenhangend und wird durch F (z) 


> © 
eineindeutig und fixpunktfrei auf sich abgebildet, wobei f + f. Da &,, mit 
z =f mindestens einen fixbleibenden Randpunkt besitzt, gibt es entweder 
eine Funktion s = S(z) mit S(f) = oo, welche ,, eineindeutig und bis auf 
innere Windungspunkte endlicher Ordnung konform auf die volle s-Ebene 
abbildet und bei geeigneter Normierung die Gleichung 


S (F (z)) = S(z) +1 
erfillt (parabolischer Fall &,3,) oder aber es existiert ein s = S(z) mit 
S(f) =o baw. S(f) = 0,-wodurch T,, eineindeutig und abgesehen von inneren 
Windungspunkten endlicher Ordnung konform auf die Halbebene Rt {s} > 0 
abgebildet wird, wobei unter geeigneter Normierung die Gleichung 

S (F (z)) = S(z) +i 
bzw. S (F (z)) = M 8 (z) (1 < M < oo) 
gilt (hyperbolischer Fall Z3,, bzw. Z3, ¢) 

Geht man im Fall &)3., zu s* = S*(z)=e5@ und im Fall T3,, zu 

s* — §*(z) = e—*S® iiber, so ist 

S* (F (z)) = e S*(z), 


womit die Existenz einer ScHrOpERschen Funktionalgleichung in einem 
gewissen Umgebungssektor von z =f in allen Fallen 2,, nachgewiesen ist 
37) Siehe Farou [9). 


38) Siehe TOrprER [21] |. 
3%) Siehe Fatrou [8] und die vorangehende Arbeit Leavu (151. 
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(siehe II,C, 12). Die nahere Untersuchung von £,, eriibrigt sich im Hinblick 
auf die Herleitung von Existenzsitzen fir Lésungen von F (n,z), auf die es 


in dieser Arbeit ankommt und iibersteigt den gesteckten Rahmen dieser Unter- 
suchungen *®). 


II. Hinreichende Bedingungen fiir die Existenz einer Lisung F (n, z). 


A. Lésungen auf der. Grundlage des Permanenzprinzips. 


B 


Satz 3. Die Gesamtheit der bei einem abstoBenden oder anziehenden Fix- 
punkt f =F (f) (F’ (f) +0) reguléren F (n,z), mit F (n, f) =f ist identisch mit 
der Menge der: 


(35) F (A; n,z) = S_, (embou PH +4274 G (zy) (A=0,41,...), 
wobei S (z) die z =f zugehérende ScHRODERsche Funktion ist. 


Die Entwicklung von F (A; n,z) in eine Taylorreihe nach Potenzen von 
z—/f [siehe (12)] ist einfach, wenn die Reihenentwicklung von S (z) ent- 
sprechend II,C,1 vorhanden. Der Vergleich mit dem Ergebnis in II, A, 1 
zeigt, daB die Methode des Permanenzprinzips mit (35) auf die Gesamtheit 
aller bei z =f regularen F (n,z) mit F (n,f)=f fihrt. Die Lésung (35) ist 
identisch mit der von LEwrs [16] angegebenen. Allerdings ist die hier gefundene 
Koeffizientenbestimmung einfacher; zugleich ist der dort fehlende Konvergenz- 
beweis durch Angabe der Struktur von S (z) im Grofen erbracht. 


* * 


a) AbstoBende Fixpunkte. 


Bei festem n = ny ist F (A; m9, z) eine eineindeutige Abbildung von &, auf 
sich selbst, bei welcher z = f Fixpunkt ist. Fiir jeden festen Punkt z = p von 
ZT, mit S(p)+0 stellt F (A; n, p) eine Abbildung der schlichten n-Ebene auf 
Z, dar; N ist also identisch mit der schlichten n-Ebene.. Ist zum Beispiel ein 
Fixpunkt f* + « von F (z) mit S(f*) + 0 vorhanden, so ist seine reelle Iterations- 
bahn eine fir m =0,+41,... nach f* gelangende Kurve. Die Annahme von 
II, A (F (n, f) =f) trifft also nicht stets zu. 


Da die Spur S, von T, die (gegebenenfalls in den Fatouschen Ausnahme- 
werten punktierte) Zahlenkugel umfaBt, ist die Lésung (35) eine GroBlésung. 
Besonderes Interesse verdient der Fall, da8 F (z) keine abstoBenden Fixpunkte 
(und rational indifferente Fixpunkte mit Multiplikator 1; siehe II, C, 13!) 
besitzt, da dann nach dem hier gegebenen Stande der Theorie keine GroB- 
lésungen angegeben werden kénnen; Beispiel: F(z) = z + e’. 


4°) Die Fxistenz einer Funktion, welche bei einem rational indifferenten Fixpunkt 
der ABEetschen Funktionalgleichung genii~t, beweist als erster Fatou in [8]. Hanpt und 
KNESER [10] schlieBen daran mit zwei Beispielen an; diese sind weder ganz noch rational. 
Bemerkenswert sind die Ausfiihrungen von Juuia, der bei der Untersuchung der Kon- 

oo 
vergenz von Reihen DY ayn Fp(z) (an konstant, F(z) rational) unter anderem auf die 


n=0 
Fatrouschen Ergebnisse zuriickgreift. Siehe [12] und [13]. 
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) Anziehende Fixpunkte. 

Bei festem n = ng stellt F (A; m9, z) eine Drehstreckung der durch s = S (z 
iiber der s-Ebene erzeugten RteMaNNschen Flache R dar. F (A; m9, 2) ist im 
allgemeinen nicht aus @ = T, heraus fortsetzbar. ZT, wird (mehrdeutig) auf 
sich abgebildet. In iterationsiéquivalenten Punkten nimmt F (A; 9,2) bei 
Beriicksichtigung aller méglichen Zweige von S_, (8) den gleichen Werte- 
vorrat an. Die iterationsdéquivalenten Punkte sind in diesem Sinne auch gegen- 
ither der veraligemeinerten Iteration dquivalent. Ist z = p fest, so stellt F (A; n, p) 
eine nichtschlichte Abbildung der n-Ebene auf T, dar. N besteht hier aus einer 
lie ganze n-Ebene iiberlagernden RreMANNschen Flache. Da die Spur von 
I, mit & identisch ist, handelt es sich bei F (A; n, z) nur um eine Bereichlésung. 


Wenn auf dem Rande des zu einem anziehenden Fixpunkt z =f mit 
F’ (f) +0 gehérigen Gebietes & ein abstoBender Fixpunkt z = f, liegt), 
so gibt es bei f, neben den in (35) angegebenen Lésungen auch Lésungen, die 
nicht die volle Umgebung, sondern nur einen ,,Umgebungssektor“, namlich 
den in & liegenden Teil einer Umgebung von f/f, umfassen: die zu z = f, ge- 
hérigen Bereichlésungen! Hier zeigt sich, daB der Ansatz (12) bei f, auch in 
dieser Hinsicht nur spezieller Natur ist und nicht die in Umgebungssektoren 
von f, vorhandenen Lésungen erfaBt. Wieder ein Argument mehr gegen dic 

II, A getroffenen Annahmen! 

c) Anwendungen. 

Im Beispiel (8a) ergab sich fiir {, die ScorR6pERsche Funktion (19). Ihre 
cto. in (35) fihrt zu den Lésungen (8b), die damit auf eine zweite Art 
gefunden werden. 

Weil die Funktion hig z bereits anderweitig ®) interessierte, seien hier einigs 
Rechenergebnisse beziiglich F (z) e* angegeben: F (z) e? besitzt unendlich 
viele abstoBende Fixpunkte. Einer der beiden mit kleinstem absoluten Be- 
trag ist: 

f = 0,3181 + ¢- 1,3372. 


Da 0 und co Fatousche Ausnahmewerte sind und F’ (z) + 0, besitzt (siehe II, 


C, 1) die zu f gehérige Fliche TZ, logarithmische Verzweigungen tiber z = 0 
A l, et, e®,... und ist sonst allenthalben unverzweigt. Die Reihen- 
entwicklung fiir s = S (z) in z = f konvergiert somit in |z — f) - if . 2=8_, (8) 
ist eine ganz transzendente Funktion, die iibrigens die Werte 0, e°, e', e°, 


als Zielwerte besitzt und folglich (Satz von DENJOY) von nic ca ndlicher Or d- 
nung ist. Mit (18) ergibt sich 


S (z) z— f) 
( 0,1513 + i - 0,2968) (z — f)? 
(36a) i}. (— 0,0934 + i - 0,0809) (z — f)* in z—f\<f 


(— 0.0339 — i - 0,0312) (< — f)4 
( 0,0105 -— i - 0,0117) (z — f)5 


und unter Anwendung der unter I, C,2 [siehe (11)] angegebenen Methode 
und Kontrolle mittels der Reihe (36a) 

") Beispiel: F (z) cos z, siehe TOprER [21 | 

42) MerpeLL, Goraas, BODEWADT. 
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S_,(s)= 0,3181 + 4-1,3872 +5 
+ (—0,1513 — i - 0.2968) s? 
(36b) + (—0,0370 + i - 0.0988) s* 


fiir alle komplexen s. 


+( 0,0258 — i - 0,0174) s4 
+ (—0,0079 + i - 0,0006) s° 
+( 0,0021 + 4-0,0011) 66 +--- 





Mittels dieser Funktionen ergibt sich unter Auswahl einer Wurzel | f: 
hig z = S_, [(0,6693 — i - 0,5287) - S(z)] 


als eine eineindeutige Abbildung von &, auf sich. A priori ist es durchaus 
méglich, da hig z fiir reelle z reell wird und in der Tat ergibt sich: 


hig 0.2181 = — 0,2 + 0,0-i; hig 0.3181 = — 0,14 0.0-¢. 


* o 
* 


Im Falle 3, fiihrt das Permanenzprinzip unmittelbar auf eine Lésung F(n, z). 


9 


Die Anwendung des Permanenzprinzips auf den aus der BOTTCHERschen 
Funktionalgleichung (26) beziehungsweise (27) folgenden Ausdruck : 


F,, (2) = B_, (B(z)*") 
ist im allgemeinen méglich, solange 
B(z)™\ <1 

da z = B_, (6) in \b, < 1 definiert ist. Falls B_, (b) tiber \6| = 1 hinaus fort- 
gesetzt werden kann, l48t sich der Definitionsbereich von F (n,z) gréBer an- 
geben; im allgemeinen ist dies nicht méglich (siehe II, C, 7) und soll deshalb 
nicht weiter in Betracht gezogen werden. Ausfiihrlich ist unter Verwendung 
von (8b) 

k-1 
&,=)1. 
Durch jedes dieser F (n,z) geht @ + @ falls | B(z)*"| <1; bei festem n = ny 
aber kann z nicht beliebig innerhalb & und bei festem z = p + f (zc G) laBt 
sich n nicht beliebig in der vollen n-Ebene variieren. Insbesondere kann in 
z— f|<e der Lésung (37) nur dann ein Sinn beigelegt werden. wenn k” > 0, 
d. h. » auf aquidistanten Parallelen def n-Ebene variiert. 


es ri oat 408 n[{Logk + wu 2xit}\ 
(37) F (x, 4, n, z, v) = B_,\e,e8™ B(z) +v2zxi] e 


Interessant ist hier, da sich auf dem Wege iiber die Iterationstheorie eine 
Aussage iiber die Funktion z = B_,(b) machen l46t: AuBer im Falle 


F(z) = {+A (z—f)* (k = 2,3,...) 


kann B_, (6) keine ganze Funktion sein, da sonst (37) bei z =f in eine Reihe 
der Art (15) entwickelt werden kénnte. 


* * 
. 


Ahnliche Unzulanglichkeiten tun sich dem Permanenzprinzip bei Zentren 
auf: Bekanntlich *) ist das zu einem Zentrum z = f gehérige, einfach zusammen- 


43) Siehe CREMER [6]. 














216 Hans TOprer: 
hingende Gebiet @ der natiirliche Existenzbereich der f zugehérigen SCHRO- 
pERschen Funktion s = S (z), durch die & auf |s| < 1 konform abgebildet wird. 
z = S_,(s) kann nicht iiber |s| = 1 hinweg fortgesetzt werden. Die Anwendung 
des Permanenzprinzips auf: 
F, (z) =S_, (F’ (f)" S (z)) 
hat nur fiir 
F’ (f)" S(z)\ <1 
einen Sinn. Bei festem n = n, kann z nicht beliebig in @ und bei festem 
z = pC@® laBt sich n nicht beliebig in der vollen n-Ebene variieren. 
* *x 
* 

Dieser iibrigens auch in einer Reihe anderer Fille (die im einzelnen in 
Satz 5a aufgezahlt sind) zutage tretende, unbefriedigende Sachverhalt forderte 
die Anwendung einer anderen Methode heraus. Ich kam durch die Ein- 
fiihrung der it-Funktionen zu einer neuen Lésungsgattung (siehe III, C). 


B. Lésungen mittels periodischer Funktionen. 


Vor der Behandlung von Lésungen auf der Grundlage der it-Funktionen 
in III, C sei einer zweiten Art von Lésungen **) gedacht, die nach dem Schwie- 
rigkeitsgrad der angewandten Methode zwischen die nach dem Permanenz- 
prinzip und die mittels der it-Funktionen gefundenen Lésungen zu stellen ist: 
Aus Satz 1 folgt leicht: 


Satz 4. Die Gesamtheit der Iterierten von F(z) =z-+ 1 ist identisch mit 
der Menge der Funktionen 
(38) F (n,z) = g_,(g(z) +”). 
wobei 
(39) g(z) = z+ P(z) 


und P(z) eine villig beliebige periodische Funktion mit der Periode 1 ist. 

Je nach der Struktur von g = g(z) bzw. z = g_, (g) kann zu einem Punkt 
=p: F(n,p) iiberhaupt nicht, oder nur in einem gewissen Bereich de: 
n-Ebene oder anf einer die ganze n-Ebene iiberlagernden RIEMANNschen 
Flache fortgesetzt werden, ebenso wie bei einem festen n = n, die Variations- 
fahigkeit von z gewissen Einschrankungen unterworfen sein kann. 

Indem in (35) statt 
, log S (z) 

log F’ (f) 
fiir s’ +m nach Satz 4 g_,(g(s’) + ») gesetzt wird, ergibt sich: Zu den in 
Satz 3 genannten Lésungen treten bei abstoBenden und anziehenden (konformen) 
Fixpunkten die weiteren, fiir g(x) = x mit (35) identischen Lisungen 


S_, (ele FP’ (f) [8° + w)) mit: 8 


, log F’ (f) ¢ } | log S(2) 1+ nl 
(40) F (n,z) = S_,(e°%* 9% 1 Vig @!* *f), 
wobet g (z) —z eine beliebige periodische Funktion mit der Periode 1 ist. Diese 


sind fiir g(x) = x bei z =f nichtreguliir (siehe Satz 3) 
Die hier angewandte Methode, aus einer speziellen Lisung zur allgemeinen 
zu gelangen, laBt sich wegen Satz 1 stets anwenden. 


“) Siehe B6pEwaprt [2]. 
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C. Lésungen unter Zugrundelegung der it - Funktionen. 


An &, und &, werde ich eine allgemeinere, nicht mehr alleine auf dem 
Permanenzprinzip beruhende Lésung exemplifizieren, bei welcher z in G und n 
in der vollen n-Ebene zu variieren vermag, ohne daf F (n,z) seinen Existenz- 
bereich verlaBt. 


Aus (32) folgt firn =0,+1,... 
(41) F(z) = S_, (e~ tle POs + nil); g’ - a, mit 3 {log F’ (f)} < 0. 
Die versuchte Anwendung des Permanenzprinzips fihrt fiir R{s’ + ni} <0 
aus dem Existenzbereich von S_, (8) heraus. Eine fiir alle komplexen  sinn- 
volle Definition ist méglich, wenn statt (32) eine Iterierte von 8; = 8’ +i 
gefunden werden kann, die in R{s’} > 0 nur Werte mit positivem Realteil 
annimmt und fiir natiirliche Zahlen n mit (32) iibereinstimmt. Zu diesem 
Ziele fiihrt 
Definition 1: Unter 
y = it (x) *) 
wird eine in R{x}> 0 reguldre oder verzweigte, allenfalls aber nur endliche 
Werte annehmende (nicht iiber R {x} = 0 hinweg fortsetzbare) Funktion verstan- 
den, deren Inverse 
x = it_, (y) 


iiber der ganzen y-Ebene reguitir oder verzweigt’ ist, dabei lediglich endliche Werte 
aus R{x}> 0 annimmt und welche der Funktionalgleichung 


(42) | it (2 + >= it (z) +] 

| bzw. it(z7+n1)=—it(z)+n (in = 0, + 1,...) 
genigt. 
Die Existenz derartiger Funktionen wird unter III, C, 5 nachgewiesen. Statt 
(32) wird gesetzt: 
(43) 8, = it_, (it (s’) + n). 
Fiir natiirliche Zahlen m ist bei richtiger Auswahl der Zweige (43) identisch 
mit (32). Unter Anwendung des Permanenzprinzips findet man zu jedemn n 
der n-Ebene: 8; mit R{s;,} > 0. Statt des fehlgehenden Versuchsansatzes (41) 
bietet: 

log F’ (/) sia 

(44) F (n,z) = S_, le i B—) (@) + " 
eine Lésung, durch welche Ty auf sich abgebildet wird. z kann in © und » 
in der vollen n-Ebene beliebig variieren. 


2. 
Aus (30) folgt: 
(45) F,, (z) = B_,(e~*"");  b’ = — log B(z). (n = 0,+1,...) 


Fir R {k" b’} < O ist die Anwendung des Permanenzprinzips auf (45) im all- 
gemeinen unméglich, da B_, (b) notwendig nur in |b| < 1 existiert. Eine fiir 


45) Gesprochen: ,,it von 2‘. 
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alle n definierbare Iterierte erzielt man, wenn statt b), = k"b’ eine Iterierte 
von 6; = kb’ konstruiert wird, die in R{6'} > 0 nur Werte mit positivem 
Realteil annimmt und fiir natiirliche Zahlen n zu k* b’ wird. Hier hilft die 
tit-Funktion weiter: 

Definition 2: Unte 

y = *it (x) (k positiv) **) 
wird eine in R{x}> 0 reguldre oder verzweigte, allenfalls aber nur endliche 
Werte annehmende (nicht iiber R{x} = 0 hinweg fertsetzhare Funktion) ver- 
standen, deren Inverse 
x = *it_, (y) 
iiber der ganzen y-Ebene reguliér oder verzweigt ist, dabei lediglich endliche Werte 
aus R {x} > 0 annimmt und welche der Funktionalgleichung 
kit (kx bit (> 

. it (ka it (2 l 
(46) 
bzw. kit (k" x) = *it(x) +n (n = 0,+1,...) 
genigt. 

Die Existenz derartiger Funktionen wird in III, C,5 erwiesen. Es wird 
(47) b;, = Fit_, (Fit (b’) + n) 
gesetzt; fiir natiirliche Zahlen n ist bei zweckmaéBiger Wahl der Zweige wegen 
(46): 0, = k” 6’ und fiir jedes beliebige n und b’ mit # {b’! > O ist 6; wohl- 
definiert. Statt des nicht zum befriedigenden Ziel gelangenden Ansatzes (45) 
wird 


(48) F (n, z) = B_,\e—*it-1 {hit (— 10g Bey) + 2} 


gesetzt. Hier kann z beliebig in @ und 2 in der vollen n-Ebene variieren. 


Mit (48) ergibt sich eine von (8b) wesentlich verschiedene Lésung fiir (8 a) 


bei welcher das Innere des Anziehungsgebietes von z © und das Innere 
des Anziehungsgebietes von z = 0 jeweils nur auf sich abgebildet werden: 
| . , it , Fit |log 
F (n. 2) je i 1} it "Wu i, 
(49) 
k; jk 4 , | 
4 -~"*it_, {*it| —log a 
F (x, z) = f, ¢ I, 
3. 


Nachdem in 1. und 2. der Nachweis fiir die Existenz ,,besserer Iterierten“ 
erbracht ist, hat es einen Sinn, den Bedingungen I—III, die in gewissen Fallen 
(siehe III, A,2 und ILII, B) Einschrankungen im Existenzbereich zulassen, 


eine weitere Forderung beizuordnen: 


Bedingung IV: Wird eine RreMannsche Flache X durch F(z) auf sich 
abgebildet, (invariante Fliche!), so muB F (n,p) (p beliebiger Punkt von ZX) 
iiber der vollen n-Ebene und F (no, z) (nq beliebiger Punkt der n-Ebene) fiir alle 
z CE meromorph bzw. (bei ganzem F (z)) regular oder verzweigt sein. 


Hier erhebt sich die Notwendigkeit zu einigen Definitionen: Geniigt ein 


F (n, z) lediglich den Bedingungen I—III (s. zum Beispiel III, A, 2) so bezeichne 


“*) Gesprochen: ,,it k von 2* 
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ich es als ,,Torsolésung™ ; wird auBerdem Bedingung IV erfiillt (s. zum Beispiel 
III, A, 1; III, C, 1, 2) so ist F (n,z) eine ,,Hauptlisung™. 


Ziel der Theorie sind die Hauptlisungen. 


x * 
* 


Offenbar gilt: 


Satz 5. Wird eine gegeniiber F (z) invariante R1EMANNSche Fliche & durch 

die Funktion 
d = D(z) 
genau (nicht notwendig eineindeutig) auf R{d} > 0 derart abgebildet, daB die 
Gleichung 
(50) | D (F (z)) =D(z)+i 
| oder D (F (z)) = k D(z) (k positiv) 

erfiillt ist, so stellen die Funktionen 


| F (n, z) = D_, jit_,|it (D (z)) + nj} 


(51) 
| bew. P (n,2) = D_, {Fit {Fit (D (z)) + n\} 


Hauptlosungen dar. 

Mit diesem Satz tut sich eine Fille von Lésungen auf: Wird zum Beispiel 
ein einfach zusammenhingendes Gebiet hyperbolischen Typs durch eine 
Funktion eineindeutig und fixpunktfrei auf sich selbst abgebildet, so ist 
d = D(z) identisch mit der konformen Abbildung des Gebietes auf R{d} > 0; 
bei geeigneter Normierung wird eine der Gleichungen (50) erfiillt, womit eine 
der Lésungen (51) zutrifft. Dieses Ergebnis ist offenbar nicht nur auf die 
(rationalen oder ganzen) F(z), sondern auch auf andere Funktionengattungen 
iibertragbar. 

Satz 5a. Direkte Anwendung des Satzes 5 ist méglich: 

1. vermittels der it-Funktionen bei 

Z, (falls D +> oo), 

Z, (falls D + oo), 

X, (siehe III, C, 1), 

Tip (falls R{s'} = p ganz zu ty gehdrt; p = positive Zahl), 
Tis. v- 

2. vermittels der *it-Funktionen bei: 

Z, (auBer dem parabolischen Spezialfall T, und dem Fall, daB D +> ), 
I, (auBer dem parabolischen Spezialfall I, und dem Fall, dak D + oo), 
ZX, (siehe III, C, 2), 

g? 

Zio (falls sich keine positive Zahl p angeben lapt; daB R{s’} => p ganz 

zu ty gehért), 
An 
213, c 


Pee) 


Fir J, und &, werde der analytisch einfachste Fall ausgefiihrt, bei welchem 
€ und D (siehe II, C,3) zwei zur reellen s’-Achse parallele Geraden sind 
3 {C} = w,, 3 {D} = w, < @,. Das dementsprechende Gebiet I, (bzw. TZ.) 
wird durch 
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x log S(z) i ( ) 
| =, —, = (wm, + om, 
D(z) e 1 — %, | Log F’(f) 2 » te < + 


auf KR {d} > 0 abgebildet; es ist hiermit: 


j log S (z) | 
7 <@ 
| Log F’(f) | 


21 


/ t o,- 


de : ; 
w, + os) Log F’( * Log F’(/) log {*Fit_, [Fit (D(z) +n]! 
(52) F (n. z) S_,le2 1 2) 1 Ue 7 4 f) lo | i{ }} . 


2 

bang. 
Damit sind neben (35) weitere Hauptlésungen gefunden, die sich an die Existenz 
abstoBender bzw. anzichender Fixpunkte knipfen. Ist F’(f) nichtpositiv, 
so handelt es sich bei T, bzw. I, um spiralig von f ausgehende Flachen; ist 
F’ (f) positiv, so geht T, bzw. T, ,,glatt’* von f aus. Enthalt (bei abstoBenden 
Fixpunkten) T, einen Punkt von %, so stellt (52) eine GroBlésung dar, andern- 
falls handelt es sich um Bereichlésungen. 


4. 


Zum SchluB l48t die Kombination der in III, B und III, C, 3 angegebenen 
Methoden eine weitere Mannigfaltigkeit von Loésungen zu: 

Satz 6. Unter den Voraussetzungen des Satzes 5 stellen die Funktionen 
F (n, z) = D_, jit_; |g_1 {g (it D(z)) + n}}} 


(53) 
| bew. F(n.z) = D_, jtit_s [gs \g (Fit D(z)) + n}|} 


mit g(z)=2z+ P(z) (P(z) eine villig beliebige periodische Funktion der 
Periode 1) Lésungen dar. 


Definition la. Das Gebiet 
O<Ri{z}, 0<Bi{z}<~, <|r— 


wird durch die (einzige) analytische Funktion y = It (x) konform auf den 
Streifen , 

0<R{y} < 
abgebildet, wobei (siehe Fig. la und 1b): 


x O+-+y=+iw, tr=+0>y —iwo, r=>=—+ >~Yy 











Fig. la u. b 
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Unmittelbar folgt: 


Satz 7. Die Gesamtheit der it-Funktionen ist identisch mit der Menge der 
Funktionen 


y = it (x) = It (x) + p(z) 


wobei p(x) in R{x} > 0 analytisch oder verzweigt ist, allenfalls aber nur endliche 
Werte annimmt, die Periode i besitzt und x = it_,(y) den in Definition 1 ge- 
forderten Bedingungen geniigt. 


Definition 2a. Das Gebiet 


R {x} > 0, SB {x} > 0, xr—+% 


und l < iZzi< | k bei k >] 
bzw. yk <|z\<] bei O< k= 1 


wird durch die (einzige) analytische Funktion y =*It(x) konform auf den 
Streifen 


. l 

0<Ri{y} <> 
und Biy}>o bei k>1 
bzw. Siy}<0 bei O< k=! 


abgebildet, wobei die drei auf den Koordinatenachsen liegenden Ecken dieses 
Gebiets entsprechend Fig. 2a, 2b bzw. 2c, 2d auf die drei Ecken des Bild- 
yebietes iibe rge hen. 


r 
ry 6 
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Satz 8. Die Gesamtheit der *it-Funktionen ist identisch mit der Menge der 
Funktionen 


y = *it (x) = * It (x) + p (Log (z)) 
wobei p(x*) in |B{x*}| < = analytisch oder verzweigt ist, allenfalls aber nur 
endliche Werte annimmt, die Periode Log k besitzt -und x = *it_, (y) die in 
Definition 2 geforderten Bedingungen erfiillt. 
Uber die Eigenschaften der It-Funktionen und eine Methode ihrer numeri- 
schen Bestimmung, insbesondere auch iiber den Zusammenhang mit den 
Modulfunktionen, wird eine spitere Arbeit Auskunft geben. 
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Die Cartesischen Produkte und die Multiplikation 
von Maffunktionen in Booleschen Algebren. 
Teil I1?). 

Von 
Demetrios A. Kappos in Erlangen. 


Im vorliegenden II. Teil der Arbeit wird zunachst (§1) der Begriff des 
Integrales in Booleschen Algebren eingefiihrt, wobei wir die benutzten Orts- 
funktionen (im Anschlu# an eine andere Arbeit?)) als Grenzwerte von Funda- 
mentalfolgen von Treppenfunktionen (einfachen Ortsfunktionen) erklaren. 
In §2 werden dann Ortsfunktionen von zwei Veranderlichen eingefiihrt und 
in § 3 der Satz von Fusrnt bewiesen. Die in § 1 benutzte Definition der Orts- 
funktionen ist, nebenbei bemerkt, besonders geeignet zur Definition der zu- 
falligen Variablen in der Wahrscheinlichkeitstheorie und natiirlicher als die 
sonst iibliche Erklarung*). Bei der Darlegung der Inte grationstheorie kann die 
Angabe der Beweise vielfach unterbleiben, soweit sie ndmlich genau so ver- 
laufen, wie im (speziellen) klassischen Fall der Booleschen o-Mengenverbiande 
(o-K6rper) *). 


§ 1. Das Integral von Oritsfunktionen. 


Es sei R ein vollkommener Boolescher Ring (o-B-Ring). In & sei eine 
MaBfunktion » definiert, die totaladditiv, reduziert und normal ist. Fiir ein 
Element a¢ R sei y(a) << + o. Die Teilmenge R,<R, die aus allen Ele- 
menten von R besteht, die Teile von a sind, ist wieder ein o-B-Ring und 
zwar mit dem vollen Element a. Da die MaBfunktion @ in R, totaladditiv, 
reduziert und beschrankt ist, so ist R, vollstindig*). Auf R, erklaren wir die 
Menge ©’ aller einfachen endlichen Ortsfunktionen und dann durch Funda- 
mentalfolgen und Klassenbildung die Menge €* aller allgemeinen endlichen 
Ortsfunktionen®). Wir wollen das Integral fiir diese Ortsfunktionen erklaren: 

I. Es sei zuerst eine einfache Ortsfunktion 


f=S(a;>a), Ya=a, aja;j=o, i+j, a+0, OSa,< +, 


die also nicht negativ und endlich ist. Es existiert dann die Summe: 


(1) Os > agp(a)sS+o. 

1) Der erste Teil dieser Arbeit: Kappos, D. A.: Die Cartesischen Produkte und die 
Muliiplikation von MaBfunktionen in Booleschen Algebren, Teil I. Math. Annalen 120, 
43—74 (1947). Im folgenden kurz zitiert: KOI. 

2) Kappos, D. A.: Ein Beitrag zur Carathéodoryschen Definition der Ortsfunktionen in 
Booleschen Algebren. Math. Z. 51, 616—634 (1949). Im folgenden kurz zitiert: KO. 

3) Kappos, D. A.: Zur mathematischen Begriindung der Wahrscheinlichkeitstheorie. 
S.ber. bayer. Akad. Wiss., Math.-nat. Kl. 1948, 309—320. 

‘) Vergleiche den Aufbau der Integrationstneorie bei O. Nrkopym: Sur une générali- 
sation des Integrales de M. J. Rapon, Fund. Math. 15, 131—179 (1930). 

5) KCI, §11. 

6) KO §5. 
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Definition I: lst (1) eine endliche Zahl, so bezeichnen wir die einfache Orts- 
funktion { als summierbar iiber a fiir wm und schreiben 


(2) I (f) ffdgq S” a; p (aj). 
a 


Die Zahl { fd q nennt man das Integral von f iiber a fiir . 
a 

Man bestiatigt leicht, daf dieses Integral unabhangig von der Darstellung 
der Ortsfunktion f ist. 

I (f) besitzt folgende Eigenschaften: 

1. 1(0) =0 und I (f) > 0, falls f > 0. 

2. 1 (f, + fe) = 1 (fh) +7 (h)- 

3. I (af) al (f), wobei x eine positive reelle Zahl. 

4. Aus f>q folgt I (f) > I (g). 

5. Sind zwei einfache Ortsfunktionen f,, f., summierbar, so sind die Orts- 
funktionen f, + fe fy fe f, Uf, auch summierbar, nicht aber immer die Orts- 
funktion f, fo. 

6. Ist O<e< fi, wobei & und A reelle Zahlen bedeuten, so gilt 
e- g(a) <1 (f) <4-qpla). Hine beschrinkte einfache Ortsfunktion ist also 
immer summierbar. 

II. Es sei eine beliebige endliche einfache Ortsfunktion: 

g S (6; > Bi), ), 5; a, - 0 <p < + co, 


Man kann g als Differenz zweier nicht negativer endlichen einfachen Orts- 
funktionen g*, g~ darstellen, nimlich: 
g=9 g , wobei g* gu, g 0uU (—g). 
Es gilt dann |g g*+g =gU(—g). 
Definition II: Sind g*+ und g~ beide summierbar, so bezeichnen wir g eben- 
falls als summierbar und setzen: 


I(g)= fgdp=fgidp—Jfg dg. 
a 


a a 

Mit ©% bezeichnen wir die Menge aller einfachen summierbaren Ortsfunktionen. 

Die Elemente von &% haben die Eigenschaften 1.—6. und zwar 3. fiir eine 
heliebige Zahl «. Es gilt auBerdem: 

7. L(A +fel) SIA!) + Lf)- 

8. L(f)—1)) <1 (ft —fe)- 

Satz l. Es sei f;, f€€ i =1,2.. und limf, =f7); dann ist 
lim J (f,) = J (f). 

Beweis: Zu beliebigem ¢ > 0 gibt es ein N (e) derart, dab |f,—f| <« 
fir alle n > N. Wegen 8. und 6. folgt J (f,) —J(f)| s1(f,—f\)<egv@ 


fiir alle n > N; w. z. b. w. 


It. Es sei {f;} eine Fundamentalfolge mit f;<¢ Es, i = 1, 2, .. . Zu beliebigem 


e > 0 existiert dann ein N (e), so dab |f,,— f,| < ¢ fir alle m> N, n> N; 
wegen Eig. 8. und 6. gilt daher: 


l (fm) — 1 (fn) S 1 (fm — fyi) < € v (@) fiir alle m> N, n> N; 


7) s. Konvergenzdefinition KO § 5. 
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d.h. lim J (f,) existiert und ist eine endliche Zahl. Die Fundamentalfolge {f;} 
a-—> 2 
gehdrt einer Restklasse r von Fundamentalfolgen von Ortsfunktionen aus ©’ 
an; durch t wird eine endliche allgemeine Ortsfunktion f ¢ €* erklirt. Die 
Elemente jeder anderen Fundamentalfolge {f;} aus dieser Restklasse r gehéren 
fast alle 8) zu ©, sind also einfache summierbare Ortsfunktionen. AuBerdem 
existiert auch lim J (f,) und ist gleich lim J (f,). Wir kénnen diesen Grenzwert 
n—> oO n—> co 
als das Integral der allgemeinen Ortsfunktion f ¢ €* erklaren, weil dieser Grenz- 
wert die Eigenschaften 1.—8. erfillt, also lim J (f,) = I (f) setzen. Dies gilt 
n x 
wegen Satz 1 auch im Fall f € &s. Wir haben also: 
\: Fiir jede Fundamentalfolge {f;} mit f;€ Gs i = 1,2,... existiert der Grenz- 
wert lim I (f,); diesen Grenzwert definieren wir als das Integral derjenigen all- 


gemeinen Ortsfunktion f ¢ €*, welche durch die der Fundamentalfolge {f;} ent- 
sprechenden Restklasse in ©’ erklart ist. Das so definierte Integral von f ist unab- 
héingig von der Wahl der représentierenden Fundamentalfolge {f;} der Klasse. 


Definition III. Hine Ortsfunktion f < &* heiBt summierbar, wenn die 
Restklasse der Fundamentalfolgen, durch die { erklart wird, eine Fundamental- 
folge {f;} mit f;¢ Es + —1,2,... enthalt. Dann setzen wir 

[fdgq I (f) lim J (f,) lim f fd « 


n 
a ux nai—oc a 


t 


Satz 2: Eine Ortsfunktion f ¢ €* ist dann und nur dann summierbar, wenn 
wei f’, f' € Es existieren, so daB f' <f <f"’ gilt. 


Beweis: Nur dann: Ist nimlich f summierbar, so gibt es eine Funda- 
mentalfolge {f;} mit f;€ Es, i=1.2,..., derart, daB |f—f,! < e, also bei 
heliebigem 0 und passendem n = n(e): 

d f : : 1. ¢ 
f in f I, ’ 
gilt 


Dann: Ist namlich f’ <f s f’’; f¢ ©; f’, f’ € Es, so kann man eine Fun- 


damentalfolge {g;} finden, die deijenigen Restklasse angehért, durch welche f 


definiert wird und die Eigenschaft besitzt, daB f’ <9; <j’ fir i=1,2,.. 
Alle solchen q;, 3 1,2,..., sind aber summierbar; nach (A) existiert 

daher lim J (g,) und ist gleich / (/ Damit ist der Satz bewiese1 

Zu bemerken ist noch, dal} die fiir d mente von €% geltenden Eig 
schaften 1.—8. auch fiir beliebige summierbare Ortsfunktionen erhalten 
hh ibe n 

\uBerdem gelten allgemein: 

(x): Wenn f,, f.,... eine Fundamentalfolge aus lauter summierbaren Ele- 
menten von (&* ist, so ist lim f, j summierbar und es gilt lim I (f,) I (f,)- 

a > x td > 


(8): f € ©* ist dann und nur dann summierbar, wenn \f| summierbar ist. 


Die Menge aller summierbaren Ortsfunktionen bezeichnen wir mit @§. 
Man kann einfache Ortsfunktionen und daher auch jede Ortsfunktion 
f < &* auf ledem nicht leeren Element 7 < a definieren. Man erklart dic 


d.h. mit Ausnahme von endlich vielen 


L6* 
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einfache Ortsfunktion f = S (a; a) auf x durch f = S* (a; 2 > a,)*). Die 
Ortsfunktion f € &* ist, falls iiber a summierbar, auch iiber x C a summierbar. 
wenn zx nicht leer. Man kann also das Integral als eine Elementenfunktion be- 
trachten, indem man f festhalt und nur das Element x ¢ a andert; wir setzen 
dann 

p(x) = ffdg fir x¢R, x +0 und y(o) =0, 


z 


so ist y(z) fir alle Elemente des o-B-Ringes R, definiert. 
Es gelten dann fiir w(x) die bekannten Satzé '): 


(y): Aus lim @ (a,) =0, folgt lim y (a,) = 0. 


(6): p (x) ist totaladditiv und endlich. 
(y*): Aus (y) folgt die p-Stetigkeit™') von yw (2). 
(e): Ist eine Elementenfunktion w(x) totaladditiv, y-stetig und beschrankt, 
so gibt es eine Ortsfunktion f ¢ €* derart, daB w(x) = [ fd gilt. 
=z 


Das Integral I (f) = {fd q@, bei festem a als ein Funktional betrachtet, 
a 


ist in €§ stetig beziiglich der Konvergenz, welche wir in &* eingefiihrt haben !*) 
und welche der gleichmaBigen Konvergenz entspricht. Bei algebraischer 
Konvergenz™) der Integranden f, gilt ferner: 

Lebesguescher Satz von der gliedweisen Integration: Konvergiert 
die Folge f,, fz,... mit \f;; <g, i= 1,2,..., f,€ E* und g € E§ algebraisch, 
also lim alg f, = f € €*, so ist f ¢ €§ und lim f f,dg = ffdg. 

a 


nm—> co 


§ 2. Ortsfunktionen von zwei Veriinderlichen. 


Es seien R, bzw. R, vollkommene Boolesche Ringe. Wir nehmen an, dab 
in R, bzw. R, eine totaladditive, reduzierte und beschrinkte MaSfunktion 
Y, baw. py erklart ist. Es sei K die Menge der Cartesischen Produkte mit 
Koordinaten aus den beiden Ringen R, und R,, L die Boolesche Algebra, zu 
welcher man K erweitern kann, und L die kleinste vollkommene Boolesche 
Algebra, in der L enthalten ist™). Es sei a¢ K<L, also a=a, Xa, mit 
a, € R,, ag¢€ R,. Wir betrachten die Zerlegungen: 


=) 


(1): a, =ay +4. +-°-* = 3 a; von a, in R, mit a,;4,; = 0, fiir i +); 
i=1 
o 
(2): a, =ay, + 4g. +--+ = J) ag; von a, in R, mit a,,4,; = 0, fir k +1. 
f=3 


Dann ist 
(3): a=a, Xa, =(3'a,;) X (45) = oy %i X49; 2» jj, wobei a;; = a4; X Ag; 
' } %7 


ist, auch eine Zerlegung von a in L. Wir nennen sie eine xy-Zerlegung von a. 


*% KO §2. 

10) s. etwa Nrkopyy, I. c. *). 

1) m(z) wird hier als totaladditiv, reduziert und normal vorausgesetzt. 
12) KO §5. 

18) KO §7. 

4) KCI, Kap. II und § 12. 
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Eine einfache Ortsfunktion auf a‘), die der xy-Zerlegung (3) von a ent- 
spricht, namlich 


(4): Jey _ S (aj; > %;5) mit — «w< ai < +. oo 


~ T ’ 


nennen wir eine endliche einfache Ortsfunktion von zwei Verander- 
lichen. f,, hangt von den Zerlegungen (1) von a, in R, und (2) von a, in R, ab. 
Die Menge aller solchen Ortsfunktionen, die wir auf a fir alle xy-Zerlegungen 
erklaren kénnen, bezeichnen wir mit €;y. 


Sind a= J’ a;;, a= 3) a,, xy-Zerlegungen von a =a, X Gz, so ist 


ioe _ 7% pO ag , _ 
{D): a- > Q;; An» = . 14 41 X Aq; Mey 6) 

ebenfalls eine xy - Zerlegung von a, denn es ist O45 1 y = a bzw. 
>'* a,; 42, =a, eine Zerlegung von a, bzw. a,. Die Menge €,, ist daher 
abgeschlossen fiir die Operationen +, ., U, 7, die man mit Hilfe der Zer- 


legung (5) erklart !7). 
Wir betrachten nun beliebige Zerlegungen von a = a, X a, in L, naimlich 


oo 
a= )'a; mit a; beliebig in L, i = 1,2,..., und bezeichnen mit ©’ die Menge 
1 


im 
aller endlichen einfachen Ortsfunktionen, die solchen Zerlegungen entsprechen, 
und mit &* die Menge aller endlichen allgemeinen Ortsfunktionen, zu der man 
&’ vermége Bildung von Fundamentalfolgen erweitern kann"); dann gilt offen- 
sichtlich €,y < ©’ < €*. Wir bezcichnen ferner mit €2, bzw. €° die Teil- 
menge von €,, bzw. von @’, die xy-Zerlegungen bzw. beliebigen Zerlegungen 
von @ = a, Xa, mit endlich vielen Gliedern entspricht; dann gilt €2, < ©°. Wir 
wollen zeigen, daB €2, beziiglich der algebraisehen Konvergenz !*) in &* dicht 
are a i ; " (1) 2 
liegt, d. h. zu beliebigem f € ©* existiert immer eine Folge -4 2), 77h 
s te ( , - . 
2, derart, daB lim alg fz} =f gilt. Wir brauchen dazu folgenden Hilfssatz: 
n—->x 

Fricuetscher Satz iber Doppelfolgen™). Es sei f, ,., v,o = 1.2, 3,..., 

eine Doppelfolge aus €* und es gelte f = lim alg (lim alg f,,,), dann gibt es 


in der Doppelfolge eine einfache Folge jf, o,; n =1,2,3,..., derart, dag 


=n 
f li als , ist 
im gf, On . 


Eine unmittelbare Folgerung aus diesem Satz und der Definition der Ele- 
mente in @* ist 

Satz l. @® liegt beziiglich der algebraischen Konvergenz in €* dicht. 

Beweis: Es sei f € ©*; aus der Definition der Elemente in @* folgt zuerst 
die Existenz einer Fundamentalfolge f,, f.,... aus © mit limf, =f, also 
auch lim alg f, =f. Es sei nun 


, Y (n) (nm) 
le s (a; » Hj 


) n 5 a 

6) KO §5. 

16) Der Stern neben Z soll andeuten, daB bei der Bildung der Summe nur solche Kom- 
binationen der Indizes zu beriicksichtigen sind, fiir welche Qj; Gur + o ist. 

17) s. Definition dieser Operationen KO § 1. 

18) KO §5. 

19) s. Definition der algebraischen Konvergenz KO §7. 

20) H. Haun: Theorie der reellen Funktionen. Berlin 1922, 8.561. Da in © der 
Ecororrsche Satz gilt, (s. KO §7), kann man hier mit unwesentlichen Abainderungen 
den Beweis von Hauw iibertragen. 
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(a) & ( ( . ° 
Man setze a = by¢ + bot + -+- + Ore + Detig nk 1,2,3,.... wobei 
: A 
(nm) (nm) (7 7» (nm) 
b.) a,” fiir » = 1.2.....k4 und bp 2,.—a— ¥’a;” und dann 
A k 1,k va 
i I 
k+1 ( ‘ 
. n) hh) 
hi S (b;; . Dik) 
i 1 
- gla (nm) ‘ ( 
wobei Bix a; fiir i 1,2,...,k und Bro ia = 9. 
Dann gilt offensichtlich 
A - alg hi, wobei hi, (5° 


und daher 
} lim alg (lim alg h,,;). 


n—> CO kx 


Es existiert also nach dem Satz von Fr&cner in der Doppelfolge 
9 


h,. n, k 1,2,3,..., eine einfache Teilfolge hy y. v = 1, mit 
lim alg hy x f; w.z. b. w. 


Nun werden wir zeigen: 

Satz 2. €{, liegt beziiglich der algebraischen Konvergenz in © dicht. 
Dann folgt aus den Sétzen 1 und 2 und Anwendung des Satzes von FRECHET: 
Satz 3. (©, liegt beziiglich der algebraischen Konvergenz in ©* dicht. 
Es bleibt also Satz 2 zu beweisen. Vorausgeschickt sei der folgende: 


, mit a;€ K < L eine Zer- 
legung von a = a4, X a, mit endlich vielen Gliedern, dann gibt es eine x y-Zerlegung 
von a: 


Hilfssatz l. Es sei a a, +a,+°°'+4a 


ye 1 

f ° v’a ; 5 : if 2 SY" « , ty 

I): a het 7 i) mit Pi) "1i $9j ay —_ sii a — 82; 
i,j i=1 i=1 


derart, dap jedes a; als Teilsumme von (1) darstellbar ist. 
Beweis: Es ist nach Voraussetzung a@ = aj X a), Q; =; X dg; mit 
a,,@,;€ R, bzw. ay, a,;¢€ R,: auBerdem gilt: 


@, = 44, + yg +°°* +4,, bzw. ay = Gy, + Gog + °° +e, 
Nun kann man*!) paarweise fremde 8,;, 89. . - -, 8y,, DZW. 821, 82 Sy, 
bestimmen derart, daB 
(II,): a, = 48 + 4412 Sno Se 
bzw. 
(II): G, = 8, +8, +° + 8, ¥= 2" 


gilt und da jedes a,; bzw. a,; als Teilsumme von (II,) bzw. (I1,) darstellbar 
ist. a= 3'S;; mit $;; = 8; X 8; ist dann eine xy-Zerlegung und jedes Q; ist 
t, 
offenbar ale Teilsumme dieser Zerlegung darstellbar. 
Folgerung: Jede einfache Ortsfunktion f = S(a; > «;), welche einer Zer- 
legung a=a, +a, +°*- +4, von a=a, X a, mit a;¢ K entspricht, kann 
als eine Ortsfunktion von zwei Verdnderlichen in ©}, aufgefapt werden. 


21) KCI, S. 55—56 beim Beweise des Satzes 7. 
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n 


Man bilde namlich nach Hilfssatz 1 zu a = 3'a; eine xy-Zerlegung 
i=1 
a= 3'38;; und setze f,, = S (3;; > o;j) mit o;; =«4,, falls $;; Ca, gilt; dann 


P 22 
Ist f len ). 
Beweis des Satzes 2: Wir miissen zeigen: Zu beliebigem f € €° existiert 


: () 2 ' , (n 
eine Folge | ad ... aus ©}, derart, daB lim alg feo .. 
n— © 
u 


Fall l. Es sei f S (a; > a) mit 4,20, a, =O und a;¢ L, aber 
1 


7 


ay b, b. bse P | b,, wobei b,¢ L< a y are se le 
y= 
kénnen wir annehmen, dab 6, Cb, ¢--- gilt. Wir setzen dann a=b, +5, 
mit b,b, =o fiir y= 1,2,3,.... Da b, baw. b, =a—b, in L liegt, so gibt 
es eine Darstellung 
b, x; | ry) poser 4 “% bzw. b, yy” : yy? eee ot yi,” y Re Ba «a5 


(v) . “—— , : . , - 
mit 7? baw. yj’ in K fir alle i=1,2,...,0,; 7 =1,2,...,4,; dement- 
sprechend ist 


(») (r) (v) (v) 


: (v) (rv) 
O=t +fo +++ +% +1 


Ue’ +°*°° + Ya, 


eine Zerlegung mit Gliedern in K. Wir kénnen daher nach Hilfssatz 1 eine 


s wall : 
ry-Zerlegung a ¥’3”) bilden und dann setzen: 
. —_ t) 


(v Ysa” ( — (vy) | (v A”) -F 
fsy=8 (3:7 > oi)), wobei o;) =, wenn 3;? 2 oi; 0, wenn 37 © D,, 
— . (1 (2 “1, 4s (n 
so erhalten wir eine Folge fz) : | <--- aus &{,, und es gilt lim alg fee f. 


n—> co 


Fall2: Essei f = S (a; > «,) mit «, >9, a, = 0, wobei a,, a, jetzt beliebige 
i=1 
Elemente in L bedeuten. 

Aus der Definition der Elemente in L*) folgt die Existenz einer Folge von 
Elementen 6,,6,,... aus L mit lim @ (a, + 6,) =0. O.B.d.A. kénnen wir 


annehmen, da limalgb, =a, ist, denn in {6,} ist eine Teilfolge enthalten, 


n—> co 
, : js a : : ; , 
die algebraisch konvergiert™). Wir setzen vj” b, +6, +°--; dann gilt 
co 
(l ( ( rs - . , . 
vi. vs” --+ und a, Il vs. Wir kénnen weiter (nach Weglassen endlich 
n=1 
, (1 a . ‘ . 
vieler vy’) annehmen, daB a 2 v;” fiir alle i = 1,2,... gilt, und setzen: 


(1) (2) 


: 3 (1) (2 ‘ 
a=v,° +0,’, wobei yp” so gewahlt ist, daB v,) 0, =0, n =1,2,... 


Nun betrachten wir die einfachen Ortsfunktionen: 


i, =8 (v,? > B) mit, Bf, =a, 8, =9 x2=1,2,... 
1 


22) s. Definition der Gleichheit von Ortsfunktionen KO §1. 

3) KCI § 12. 

24) KCI § 14, Satz 14: Wir bemerken, da die in KCI, 8. 69 FuBnote *) erklirte ge- 
wohnliche Konvergenz (in Zeichen lim) mit der hier als algebraische Konvergenz bezeich- 
neten (in Zeichen lim alg) identisch ist. 
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j, erfallt die Voraussetzungen des Falles1. Es existiert daher eine Folge 
ml) < f% <--- aus Ef, derart, dab 

; (n,o 
(a): lim alg f7;° = f,.- 


0—>0o 


Da aber 


(B): lim alg f,, = f 


n—> co 


ist, so haben wir aus («) und (/): 


n,o 
f = lim alg (lim alg fre ). 
n-—> co ec 
(n,@ ‘ — . 
In der Doppelfolge fz;°’, n, 0 =1,2,3...., existiert aber nach dem Satz von 
FRECHET eine einfache Teilfolge i *%) »y =1,2,..., so dab limalg fee ey) — f 


v—> oo 


Damit ist Satz 2 auch im Falle 2 bewiesen. 


n 
Fall 3. Es sei ein beliebiges Element f ¢ ©°, nimlich f = S (a; + «,) mit 
9 1 
a,€L,i=1,2,...,n. O.B.d.A. nehmen wir an, daf alle «;>0, denn sonst 
kann man f in zwei nicht negative Elemente zerlegen, namlic 4 f=ft—f 


Wir betrachten jetzt die Ortsfunktionen fa; sg (6; + ps), 6a i, 9... 8; 


i 
(i) x - i i 
mit py a;, Bs’ =0, wobei 6,” = a;, bs’ =a —a;; dann gilt: 


f fa, lat*** the 


Da fiir jedes Element f,., i =1,2,...,”, die Voraussetzungen des Fal- 
t 


n 


‘ ao abe . @,1) i.2 (0 
les 2 gelten, so existiert eine Folge f;,’,fry,... aus ©, der art, daB 


. n 
° 1,#) . re ’ . (o,¥ 
lim alg f;y fa., t =1,2,...,n. Wir haben aber f = 3 f, =limalg ( fe”) , 
pp—>co : e=1 ° se emt 
. Av) . iv) y Ae.) . ° . ¢ e 
lim alg fy, wobei fr, = D fry € €Zy. Damit ist Satz 2 bewiesen. 
v¥—> CO ° | 


§ 3. Satz von Funini fiir Doppelintegrale. 


Es sei f,, ein Element aus €2,, d. h. eine einfache Ortsfunktion von 
zwei Veranderlichen, namlich f,, = S (a;; > «;;), welche der xy-Zerlegung 
von a a, X a,: 

n Mm 


: = j -_ hy . 
a= 3’ a;; mit a;;=4,; X a; und a,= 3’ a,;, a= J ay; 


— 


i 1 j 1 
entspricht. Es sei ferner m(a)< +. Dann ist f 


f,-, summierbar tiber a fit 
gm **); denn es existiert 


l fey dg >, %i7 F (a; ;) e 4 Xij Pr (Ai) Po (495). 
a ij 


ij 
Wir betrachten die Ortsfunktionen 
m 
(1) fy, S (ag; > ais), 2 area’ 
j=1 


*6) Die MaBfunktion ¢ ist in KCI, Kap. III als Produkt der Mafifunktionen ¢, und 9, 
erklart. 
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die auf a, € R, definiert sind und 
n 
(2) fe, = S(a,, > a3), 7 =1,2,.-.,m, 
, i=1 
die auf a, € R, definiert sind. Es sind alle fy, tiber a, fiir p, bzw. alle f,, tiber a, 
i ss j 
fiir g, summierbar. Wir setzen 


(3) ffy.d Ge =€a; *=1,2,....n. baw. ffze.dq, 53, 9 = 1,2,...,m, 
~~“ =" 


und bezeichnen die einfache Ortsfunktion 


n m 
(4) f, = S (ay; > &9;) bzw. f, = S (ag; > &,;), 
i=1 f= 
die iiber a, fiir p, baw. iiber a, fiir y, summierbar ist, als den x- baw. y-Schnitt 
fir f,, **). Es gilt 


- 


(9) S feyl¢ Shred = Styl Pe 
a a, a, 
Benutzt man fiir den x- bzw. y-Schnitt die Bezeichnung: 
fr S fey@ Pe bzw. ly a. Sfryd@ GM: 
a, 4, 


so kann man (5) folgendermaBen schreiben: 
(5*) Steyl@ - S{S teyt Go} 4 Q = SiS hey l Phd Ge- 
a a, @, a & 


Es sei nun eine Ortsfunktion { ¢ €*, die iber a = a, x a, fiir p summierbar 
ist; dann existiert nach Satz 3, §2 eine Folge f2>, -4 ... aus &, derart, daB 
lim alg fz -f ist. Nach dem Lebesgueschen Satz von der gliedweisen Inte- 

n— oc 
gration (§ 1) haben wir dann 
(L) lim f[ {od q f lim alg {Pd gp=Jffdg. 
a a 


no a n—> co 


-O. B. d. A. setzen wir voraus, daB f>0 und fee < = » fir alle n = 1,2,... 
gilt. Wir bilden fiir jede Ortsfunktion fe, n =1,2,..., den x- bzw. y-Schnitt 


fe” bzw. ”. nach (5) und (5*) gilt 
r An r y(n) - s(n) 6 
(I) J frpdgq Sfe’do,=JS fy’ to, mn ae 
a a, a: 
oder in anderer Schreibweise: 
~ s(n) r ~ ,(n) ° - s(n) F ‘ 
(I*) J heyd ye = JS feyt pd GH = StS hey@*@ G3dg,, n=1,2,... 
a @ 4G a & 
(A): Es existiert lim alg f”” baw. lim alg fy” und ist eine iiber a, fiir g, baw. 
iiber a, fiir g, summierbare Ortsfunktion. 
: ee ; ; +1 (n) — n+l _ 
Beweis. Es ist einerseits {” < i ) baw. og <= \n=1,2,... Fir 
zwei Ortsfunktionen fd ) namlich existieren Darstellungen mit gemein- 
samer ry-Zerlegung, etwa: 


26) Diese Bezeichnung nach Havupr-Aumann, Differential und Integralrechnung. 
Berlin 1938, Bd. III, 8. 92. 
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(nm) (n) (nm +1) ” (n+ 1) 
27 = 8 (aj; > af?) und 72,” = 8 (a, > af*) *), 
y )- <n+1) (n +1) on”) 
und da nach Voraussetzung a feo , So ist a; — >0O fir alle 


i und j und dementsprechend 


J fy, dg. — J fy dg, =0 baw. Str ‘dg, — fiz dy, =o, 
a, 
d. h. ( sff*” baw. ff <ff*" 
Andererseits folgt aus (1) und (L), daB die Integrale von f;’ bzw. fy” iiber 
fiir m, baw. iiber a, fiir gy, fiir alle n = 1,2,... beschrinkt, namlich nicht 
gréBer als das Integral { fd q@ sind. Nach dem Integral-Monotonieprinzip *%) 
a 
konvergiert dann f;” baw. fe" algebraisch gegen eine summierbare Ortsfunk- 
tion iiber a, fir m, bzw. tber a, fir ~,. Damit ist (A) bewiesen. 


Wir setzen 


(II) lim alg f;”? =f, bzw. lim alg fy" Fans 
n 


> x n—> Co 
und wir nennen wieder f, bzw. f, einen x- baw. y-Schnitt fir f. 

Durch Grenziibergang aus (I) bzw. (I*) und Beriicksichtigung von (L) 
und (II) erhalten wir die gleiche Formel [vgl. (5)] wie fir f,, ¢ €° allgemein 
fiir f € E§, oamlich: 

(F) fid¢ (f,.dg, = f fyd oe 


a a a; 
oder in anderer Schreibweise 


)* r F f rer » 
(F*) Jidq Siffdosdg, = f{f[fdpsdgy. 
a a, Gs a 

Aus diesen Uberlegungen entnimmt man einen Satz, der dem von Fusrni 
fir Doppelintegrale (auch Verwandlungs- und Vertauschbarkeitssatz) bei 
Punktfunktionen entspricht und folgendermaBen lautet: 

Satz von FuUBINI: Es set Pp bzw. Po eine Maffunktion, die wm we llkomme nen 
Booleschen Ring R, bzw. R, definiert, totaladditiv, reduziert und normal ist. Es 
sei ferner ~ die ProduktmaBfunktion, die man aus gp, und gy, in L erkliren kann 
(L sei der kleinste vollkommene Boolesche Ring, zu dem man die Menge K de 
Cartesischen Produkte aus R, und R, erweitern kann*)). Es sei auperdem 
a= a, X a,, a,€ R,, a,¢ R, ein Element aus K < L mit g (a) + co und f 
eine Ortsfunktion, die iiber a fiir p su mmierbar ist. Dann existiert eine Ortsfunk- 
tion f, bzw. f, auf a, bzw. a,, die wir auch mit { fd, bzw. J fd p, bezeichnen 

ay 
und x- bzw. y-Schnitt fiir f nennen und welche iiber a, fiir op, how, iiber a, fiir @. 
summierbar ist, und es gilt (F) bzw. (F*). 


”) nicht 


27) Wie man leicht bestitigen kann, hingen die x- bzw. y-Schnitte von einer iy 
von der Wahl der xy-Zerlegung der Ortsfunktion pa ab. 

28) Haupt-AumMANN s. FuBnote **), 8.79. Dieses Prinzip lat sich auf Ortsfunktionen 
leicht ibertragen. 
*) KCI § 12. 
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Bemerkung: Den Satz von Fusrni kann man auch fiir summierbare 
Ortsfunktionen iiber ein beliebiges Element a¢ LZ formulieren; denn man kann 
immer eine Ortsfunktion f* auf e = e, x e, *°) erkliren, welche summierbar 
iiber e fiir @ ist und, als Ortsfunktion auf a betrachtet, gleich f ist, dagegen 
auf e-—a gleich Null ist. 


30) Hier bedeutet e das volle Element von L, welches wegen der Vollstandigkeit von 
R, bzw. R, existiert. 


(Eingegangen am 20. Februar 1948.) 


Berichtigungen zum ersten Teil dieser Arbeit. 
[Math. Annalen 120, S. 43—74 (1947)]. 

Seite 46, Zeile 20 von unten, Ax. 6*: lies ,,2 © (a ‘ b)* statt ,,a o (a oe b)*. 

Seite 64, Zeile 17 von oben, Formel (1): lies ,,a > a® D>--- statt 
al) C a‘2) Creeks 

Seite 69, Zeile 5 von unten ohne FuBnote: lies 
0 =lim [gp (v,) — ¢ (a)] = lim ¢ (v, + 4) statt ,,lim (v,) = ¢ (a). 

© ko 


Seite 70, Zeile 3 und 5. von oben: lies ,,@ (v, + a,,)* statt ,,@ (v, + a,)“. 
Seite 70, Zeile J1O—11 von unten: streiche ,,d. h. lim @ (a,,) = @ (a)*. 
Seite 71, Zeile 9 von oben, zweite Zeile von Satz 15: lies ,,q-totalkonver- 
giert statt ,,q-konvergiert“. 
Seite 71, Zeile 10 von unten, zweite Zeile von Satz 16: streiche 
»lim @ (a,) = ¢ (a), also“. 
Seite 71, Zeile 4 und 5 von unten: lies 
»p-lim v, = g-limd, =a. 
Nun ist d, Ca, C v,, also g-lima, =a.“ 
Statt slim ¢— (v,) = lim @ (d,) = ¢ (a) 
Nun ist d, Ca, ¢ v, also p (d,) < y (a,) S y(v,), d.h. lim 9 (a,) = pp (a).“ 
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Die EinschlieSung von Eigenwerten normaler Matrizen. 
Von 


Heutmutr WIELANDT in Mainz. 


1. Eigentliche Spektren. Kennt man zu einer normalen Matrix L zwei nicht 
proportionale Spalten y, z mit der Eigenschaft L y = z, so lassen sich iiber ihr 
Spektrum verschiedene Aussagen machen; z. B. gilt der in einer vorangehenden 
Arbeit!) bewiesene Satz, daB jede Halbkugel einer gewissen, durch y und z 
bestimmten Riemannschen Zahlenkugel mindestens eine charakteristische 
Wurzel A, von L enthalt. Es ist das Ziel der vorliegenden Arbeit, simtliche 
Einschrankungen des Spektrums zu ermitteln. Wir nennen die komplexen 


Zahlen A,,..., A, ein mit dem Spaltenpaar y, z vertrigliches Spektrum, wenn 
es eine normale Matrix LZ mit den Eigenschaften 
(1) Ly =z, det (AE—L) =(A—A,)...(A—A,) 


gibt, und stellen uns die Aufgabe, alle diese Spektren anzugeben. 
Zunichst ist klar, daB mit y, z genau dieselben Spektren vertraglich sind 
wie mit Y, Z, falls 


(2) y=cUy, Z=cUz, U unitér, c+0 
‘ 
ist. Denn setzt man L = ULU~-, so ist auch L normal und es gilt 
(3) Ly =Z, det (AE —L) =(A—A,)...(A—A,). 
Ist y ={m,---, M,}, = ={0,---.¢,}, so bilden fiir die Transformations- 


gruppe (2) der Spaltenpaare (y,z) die Verhaltnisse der drei Momente 


n nn 

P 7. 1) 12 

(4) Moo 4 9, ma = 2 tS Mn o 
l 


¥ =P 


-I. 


5 
T 


ein vollstandiges Invariantensystem. Daher sind mit zwei Spaltenpaaren 
sicher dann genau die gleichen Spektren vertriglich, wenn die Verhaltnisse 
Moo ? My, : My, in beiden Fallen iibereinstimmen. Wir folgern hieraus das 
Kriterium: 


Satz 1. Dann und nur dann sind },,.... 4, ein mit y, z vertrigliches Spek 
trum, wenn das Gleichungssystem 


n 
o 4 ’ P m ’ o m 
(5) \' p ] >” pA = >” p, | 4, |? 3 
— ’ —— ’ ’ ” — ’ ’ 
: Moo : Mon 


durch reelle Zahlen p,=> gelist werden kann. 

Beweis: Ist (5) lésbar, so erfiillt die Diagonalmatrix L mit den Diagonal- 
elementen 4, zusammen mit den Spalten 7 = {y p, }, = 1) p, 4,} die Forde- 
rung (3), also sind A,,..., 2, vertraglich mit 7, Z, und da die Momentenverhalt 

') H. Wietanpt, Ein EinschlieBungssatz fiir charakteristische Wurzeln normaler Ma- 
trizen. Arch. Math. 1, 348—352 (1949). Verwandte Satze sind tibrigens gleichzeitig von 


A. G. WALKER und J.D. Weston verdffentlicht worden: Inclusion theorems for the 
eigenvalues of a normal matrix. J. London math. Soc. 24, 28—31 (1949). 
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nisse iibereinstimmen, auch mit y, z. Wird umgekehrt Vertraglichkeit voraus- 
gesetzt, so transformieren wir eine die Forderung (1) erfiillende normale Ma- 


~ 


trix LD unitar auf die Diagonalform EL =ULU~— und definieren ¥, = durch (2); 


es ist ¢, =A,7%,. Da bei unitarer Transformation die Momente ungedndert 
bleiben, gilt 


Z| 7}, |? =m, 27, (74, =m, ~|7,[*]4,|? = my, 


also ist p, =|%,|*/ mg eine Lésung von (5). 


Ordnet man jeder komplexen Zahl A= /' +72” in einem raiumlichen 
rechtwinkligen ’ A” 2’"’-Koordinatensystem den Punkt P(A) = {7’, 2”, |A)*}, 
ferner dem Spaltenpaar (y,z) den Momentenpunkt M = {Re mg,/moo, YM Mg,/mMoo, 
M,/Moo} zu, so ergibt sich *) die folgende geometrische Deutung von Satz 1: 


Satz 2. Dann und nur dann bilden },,..., 4, ein mit y, z vertrigliches 
Spektrum, wenn der durch y,z bestimmte Momentenpunkt M zu der konvexen 
Hiille der Punkte P(A,),..., P(A,) gehéort. 

Die das Spektrum darstellenden Punkte P(A,) liegen auf dem 
(6) Rotationsparaboloid B: A" = 4% + 7% =| A/*. 

M liegt nach der Cauchyschen Ungleichung stets im Innern von §. 

Aus Satz 2 ergibt sich der folgende Trennungssatz: 


Satz 3. Zwei mit demselben Spaltenpaar vertrigliche Spektrea x, ..., *,, 
und A,,..., 4, kénnen in der GauBschen Ebene nicht durch einen Kreis oder eine 
Gerade im strengen Sinn getrennt werden. 

Beweis: Die Kreise (Geraden eingeschlossen) werden durch lineare Glei- 
chungen zwischen 2’, 2” und |A|? gekennzeichnet, also auf dem Paraboloid $ 
durch ebene Schnitte dargestellt, Gabe es einen Kreis, der die x, von den A, 
trennt, so gabe es eine Ebene, die die P (x,) von den P(A,) trennt. Héchstens ~ 
einer der beiden von ihr begrenzten offenen Halbriume enthalt M. Das zum 
andern gehérige Spektrum erzeugte also cine konvexe Hiille, welche M 
nicht enthalt. 

Aus dem Trennungssatz ergibt sich ein neuer Beweis des Quotientensatzes'): 


Satz 4. A,,...,A, seien ein mit y ={n,}, = ={C,} vertragliches Spektrum, 
und es seien alle n,+0. Dann enthalt jeder abgeschlossene Kreisbereich der 
GauBschen Ebene, der alle Quotienten x, = C,/n, enthdlt, mindestens ein A,. 

Beweis: x,,..., %, sind mit y, z vertraglich (man wahle fir L die Diagonal- 
matrix, welche y in z iiberfiihrt). Lagen alle A, auBerhalb des betrachteten 
Kreisbereichs (der auch eine Halbebene sein darf), so-kénnte man diesen 
noch etwas vergréBern, bis seine Begrenzung die x, von den A, im strengen 
Sinne trennt, entgegen Satz 3. 


2. Uneigentliche Spektren. In!) war der Quotientensatz in einer allgemeine- 
ren Form bewiesen worden, némlich ohne die Einschrankung 9, + 0. Wollen 
wir mit dem neuen Beweis die gleiche Allgemeinheit erreichen, so miissen wir 
offenbar uneigentliche Spektren einfiihren, in denen der Eigenwert © auftritt. 
Hierfiir spricht auch ein anderer, wesentlicherer Grund. Unterwerfen wir den 


i’ 2" 2'"’-Raum einer projektiven Abbildung, welche 8 und M in sich tiberfihrt, 


2) Vgl. T. Bonnesen und W. Fencuet: Theorie der konvexen Kérper (Ergebnisse 
der Mathematik und ihrer Grenzgebiete, Bd. 3, H. 1), 8—9. Berlin 1934. 
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so geht nach Satz 2 jede ein mit y, z vertragliches Spektrum reprasentierende 
Punktgruppe P(A,) in eine ebensolche iiber, da die konvexe Hille mittrans- 
formiert wird; vorauszusetzen ist hierbei allerdings, daB die Bilder aller P (A,) 
ins Endliche fallen. Wollen wir die Tatsache ausniitzen, daB die erwaihnten 
projektiven Abbildungen eine Gruppe Gy bilden, so miissen wir uns von dieser 
Einschrankung frei machen, also auch den uneigentlichen Punkt P (co) von §, 
d. h. den Eigenwert 2 = © in Betracht ziehen. Dieser kann natiirlich nicht 
bei Eigenwertaufgaben der Form La = Az auftreten. Es wird eine Erweite- 
rung des Begriffs der Eigenwertaufgabe notwendig, die in einer anschlieBenden 
Arbeit *) eingehend dargestellt werden soll. Fiir unseren augenblicklichen 
Zweck geniigt die folgende etwas formale Definition der Vertrdglichkeit eines 
uneigentlichen Spektrums: 

y, z seien zwei nicht proportionale Spalten mit je n (endlichen) komplexen 
Zahlen als Elementen, und A,,..., 4, seien n Zahlen der komplexen Vollebene, 
unter denen m = 1 den Wert © haben, etwa 4,,...,A,,- Die n Zahlen A, sollen 
genau dann ein mit y, z vertrigliches Spektrum heifen, wenn das Gleichungs- 
system 


BUT +H,°9 + Pma1* 1 Foo +9,°] I 
' 4 | = 
(7) p,°9 oe Pm’ 9 + Pm+1° Am+1 eA T Pn’ 4n as = 
00 
P,° | a Pai T Pm +1°|Am +1)" ii P,*|Anl” a 
Moo 


durch reelle Zahlen p, > 0 gelést werden kann. 

Die Definition ist so gefaBt, da& sie den fiir die Uberlegungen des vorigen 
Abschnitts grundlegenden Satz 1 ersetzt. Daher bleiben die Satze 2 bis 4 in 
Kraft. (Die konvexen Hiillen sind stets im Innern von §% zu bilden.) Beim 
Quotientensatz kann jetzt die Voraussetzung 7, + 0 gestrichen werden. (Ist 
n, = ¢, = 0, so kann fiir den Quoticnten x, eine beliebige Zahl gewihlt werden.) 

Der Satz, daB die projektive Transformationsgruppe Gy die mit y, z ver- 
traglichen (auf $$ gedeuteten) Spektren nur untereinander vertauscht, gilt 
nun ohne Ausnahme. Hierauf beruht es, daB auch die EinschlieBungssitz 
ihre durchsichtigste Form durch Einfiihrung der uneigentlichen Spektre1 
erhalten. 


3. Ubergang vom Paraboloid zur Kugel. Die Gruppe Gy ist der Anschauung 
weniger leicht zugiinglich als die ahnlich definierte Gruppe Gg derjenizen 
projektiven Abbildungen, die eine willkiirlich gewahlte Kugel 8 samt ihrem 
Mittelpunkt in sich tiberfiihren; denn Gg besteht aus den Kugeldrehungen. 
Diese einfache Gruppe tritt an die Stelle von @y, wenn wir durch cine 
projektive Abbildung ® § in R und zugleich M in den Mittelpunkt von & 
iiberfiihren, was bekanntlich auf unendlich viele Arten méglich ist. Deuten 
wir die Zahlen A der Vollebene vermége @ { P (A)} als Punkte von §, so sind wir 
sicher, dab jedes mit y, z vertrigliche Spektrum bei jeder Drehung von & 
in ein ebensolches tibergeht, so dab wir drehinvariante, geometrisch einfache 
Formulierungen der EinschlieBungssitze erwarten kénnen. 


Zunachst tibertragen wir das zentrale Ergebnis, Satz 2, von 8 auf &: 


Hauptsatz 5. Lin Spektrum ist dann und nur dann mit y, z vertraglich, 
wenn es, auf der Kugel R gedeutet, eine konvexe Hiille erzeugt, die den Kugel- 
mittelpunkt enthalt 
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(Hierbei, wie auch im Rest der Arbeit, sind eigentliche und uneigentliche 
Spektren unterschiedslos zugelassen.) Fiir manche Anwendungen sind die 
folgenden, offenbar gleichwertigen Fassungen bequemer: 


Satz 6. Ein Spektrum ist dann und nur dann mit y, z unvertrdglich, wenn 
es, auf der Kugel & gedeutet, in eine offene Halbkugel eingeschlossen werden kann. 


Satz 7. Ein Spektrum ist dann und nur dann mit y, z vertriglich, wenn 
jede abgeschlossene Halbkugel von & mindestens einen der es darstellenden Punkte 
enthalt. 

Die notwendige Bedingung von Satz 7 liefert einen zweiparametrigen Ein- 
schlieBungssatz. Um ihn numerisch zu verwerten, mu8 man den zu A=27' +42” 
gehérigen Kugelpunkt @{P(A)} leicht bestimmen kénnen. Man hat die Ku- 
gel § und die projektive Abbildung ® von $ auf & giinstig zu waihlen. Am 
einfachsten wiire es, wenn diese Wahl so geschehen kénnte, daB @ {P(A)} 
(anstatt auf dem Umweg iiber %) unmittelbar durch eine stereographische 
Projektion der 4-Ebene, die wir mit der 2’2’’-Ebene identifizieren wollen, 
erhalten wird. Nehmen wir einmal an, eine solche Wahl sei méglich. Wir 
bezeichnen dann den in der A-Ebene gelegenen Mittelpunkt von & durch die 
zugehorige komplexe Zahl o, den Radius mit 6 und das durch stereographische 
Projektion auf & entstehende Bild von A mit S(A); es ist S(A) = @O{P (A)}. 
Zur Bestimmung von o betrachten wir den Siidpol S (0). Er ist der zweite 
Schnittpunkt von & mit der Geraden durch S (co) = ® { P(co)} und 9 = {MH}, 
entsteht also durch die Ahbildung ® aus dem zweiten Schnittpunkt von % 
mit der Geraden durch P (oo) und M; dieser ist P (mg ,/my.). Wir erhalten 


D { P (mg,/Moo)} = S (0) = O{ P(0)}, mMq/Moo = 0- 


Zur Bestimmung des Radius 6 betrachten wir die Endpunkte o,, 6, des- 
jenigen in der A-Ebene gelegenen Kugeldurchmessers, welcher auf der Ver- 
bindungslinie 09 senkrecht steht. Es ist 6; = S(o;) = @®{P(o;)} und @ @P{M}, 
also liegt M auf der Verbindungsgeraden von P(o,) und P(o,). Da diese beiden 
Punkte dieselbe dritte Koordinate 2’ = |o;|? o|? + 6? haben, gilt dies 
auch fiir M, d.h. es ist |o|® + 62 = m,,/moo. Demnach kommt fiir eine Ab- 
bildung der angenommenen Art nur die 
mis 


o|*) 


(Ss Kugel R: Mittelpunkt 0 — , Radius 0 


™Moo Moo 


in Betracht. Ihr Mittelpunkt ist die Projektion von M auf die A-Ebene 


Da es tatsichlich eine projektive Abbildung ® von % auf diese Kugel & 
gibt, fiir die O{P(A)} = S(A) und O{M} = 0 ist, ist leicht zu sehen. Wit 
definieren sie zunaichst nur fiir die Punkte von 8 durch die Gleichung 
@D {P(A)} = S(A) (dh. wir projizieren $ senkrecht auf die A-Ebene und diese 
dann stereographisch auf &). Sie kann zu einer projektiven Abbildung des gan- 
zen Raumes auf sich erginzt werden, weil sie die ebenen Schnitte von 8 auf die 
ebenen Schnitte von & abbildet (beide entsprechen den Kreisen und Geraden 
der A-Ebene). DaB hierbei ® {M} o wird, ergibt sich daraus, dai M dex 
Schnittpunkt der Geraden P (co) P(o) und P(o,) P(o,) ist, waihrend o der 
Schnittpunkt der beiden Bildgeraden S (co) S(o) und S(o,) S(o,) ist. Zu- 
sammenfassend erhalten wir die folgende Erginzung zu den Satzen 5 bis 7: 


Satz8. Als Kugel R kann die Riemannsche Zahlenkugel (8) gewitihlt werden. 
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Diese Wahl wollen wir weiterhin beibehalten. Fiir sie war schon in det 
vorangehenden Arbeit die Bedingung von Satz 7 als notwendig erkannt worden: 
dies ist der zu Beginn der vorliegenden Arbeit erwaihnte EinschlieBungssatz. 
Sein Erfilltsein ist, wie wir nun wissen, nicht nur notwendig, sondern auch 
hinreichend fiir die Vertraglichkeit eines Spektrums mit y und z. Insofern 
werden bei ihm die gegebenen Voraussetzungen vollstandig ausgenutzt. Es 
erhebt sich die Frage, ob es noch wesentlich andere EinschlieBungssaitze geben 
kann, welche nur die Kenntnis von y und z voraussetzen. 


4. Aufstellung stimtlicher EinschlieBungssdtze. Unter einem EinschlieBungs- 
satz verstehen wir die Angabe einer Teilmenge € der komplexen Vollebene B 
mit der folgenden Eigenschaft: © enthalt aus jedem mit y, z vertriaglichen 
Spektrum ‘mindestens einen Wert. Wir stellen uns die Aufgabe, zu gegebenen 
nicht proportionalen Spalten y, z diese EinschlieBungsmengen € simtlich zu 
bestimmen. 


Wir fiihren die Uberlegung auf der Kugel & durch und beginnen mit de1 


Ermittelung der Komplementirmengen ®% — € ws. Diese sind dadurch 
gekennzeichnet, das sie kein mit y, z vertrigliches Spektrum vollstindig 


enthalten. Nach Satz 5 besagt dies: Die konvexe Hiille von je n Punkten aus 
 enthalt den Kugelmittelpunkt nicht. Nun ist die Vereinigungsmenge all 
dieser konvexen Hiillen bekanntlich*) die konvexe Hiille von %, falls n > 4. 
Daher ist im Falle n > 4 eine Teilmenge § von ® genau dann Komplement 
einer EinschlieBungsmenge, wenn die konvexe Hiille von § den Kugelmittel- 
punkt nicht enthalt. 

Beispiele solecher Mengen § ergeben sich, wenn man von einer abgeschlosse- 
nen Halbkugel von & einen offenen, auf ihrer Begrenzung gelegenen Halbkreis 
und dann noch einen der beiden Endpunkte dieses Halbkreises wegnimmt; 
die Restmenge kann man passend eine genaue Halbkugel nennen (ihr Komple- 
ment ist zu ihr kongruent, also von derselben Art). Die konvexe Hiille einer 
genauen Halbkugel enthalt offensichtlich den Kugelmittelpunkt nicht. Daher 
sind die genauen Halbkugeln und ihre echten Teilmengen Beispiele fiir Mengen 
® der betrachteten Art. 

Hiermit sind aber auch schon alle Mengen § gefunden. Denn wenn die 
konvexe Hiille von § den Mittelpunkt o nicht enthalt, gibt es einen abge- 
schlossenen Halbraum, der } enthalt und dessen Begrenzungsebene e durch 
o geht*); d.h. § liegt auf einer abgeschlossenen Halbkugel. Aus dem gleichen 
Grunde liegt der Durchsechnitt von ¥ und e auf einem Halbkreis, ohne aber 
beide Endpunkte dieses Halbkreises zu enthalten. Also liegt § in einer genauen 
Halbkugel. Wir fassen zusammen: } ist genau dann Komplemeni einer Ein- 
schlieBungsmenge, wenn % in einer genauen Halbkugel liegt. Durch Ubergang 
zu den Komplementen ergibt sich 


Hauptsatz9. Im Fall n= 4 ist eine Teilmenge von SX dann und nur dann 
EinschlieBungsmenge, wenn sie eine genaue Halbkugel enthdlt. 

Die genauen Halbkugeln sind demnach die minimalen EinschlieBungs- 
mengen, d. h. diejenigen, von denen man keinen Punkt mehr weglassen kann, 


%) Vgl. Bonnesen-FENCHEL?), S. 9. 
*) Man schlieBt die konvexe Hille von § ab und wendet den Satz von der trennenden 
Ebene zweier konvexer Kérper ohne gemeinsame innere Punkte an. (Vgl. BONNESEN- 


Fencue.?), S. 4-5.) 
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ohne die EinschlieBungseigenschaft zu zerstéren. Sie liefern die optimalen 
EinschlieBungssatze, die ohne Heranziehung neuer Vorkenntnisse nicht ver- 
schirft werden kénnen. Abgesehen von dem fiir die Praxis belanglosen Unter- 
schied zwischen genauen und abgeschlossenen Halbkugeln ist also das Haupt- 
ergebnis der vorangehenden Arbeit!), wonach jede abgeschlossene Halbkugel 
EinschlieBungsmenge ist, nicht mehr zu verbessern. 


In der A-Ebene sind die minimalen EinschlieBungsmengen, wie sich aus de1 
stereographis« hen Projektion ergibt, Kreisbereiche, deren Begrenzung zZwel 
Diametralpunkte des Kreises |A—o 6 enthilt. |A—o|< 6 ist die Ein- 

hlieBungsmenge kleinsten Durchmessers, liefert also, wenn man den abso- 
luten Fehler als MaBstab nimmt, den scharfsten EinschlieBungssatz. Hierdurch 
ist die Naherungsformel A =~ o ausgezeichnet. Der Radius 6 erscheint hier 
ils das natiirliche Mas fiir die Gite der angesetzten Naherungslésung y (mit 
lem Courantschen Unabhiangigkeitsmaf haingt er nicht in einfacher Weise 
zusammen). 

In den Fallen n = 2,3 gibt es auber den in Satz 9 genannten EinschlieBungs- 
mengen noch andere. Wahlt man z. B. fiir § die vier Ecken eines regelmaBigen 
R einbeschriebenen Tetraeders, so enthalt die konvexe Hiille von je zwei oder 
drei Punkten aus } den Kugelmittelpunkt nicht, daher ist © RX — ¥ Ein- 
schlieBungsmenge. € enthalt aber keine genaue Halbkugel. 


5. Verwertung zusdtzlicher Vorkenntnisse. Wei man von der normalen 
Matrix L mehr als nur Ly =z, so kann man i. a. kleinere EinschlieBungs- 
mengen angeben. In manchen Fallen gelingt es wieder, die Vorkenntnisse 
volistandig auszunutzen, so immer dann, wenn man von vornherein eine echte 
leilmenge B' der Vollebene B kennt, in der das ganze Spektrum enthalten 
st. (Ist z. B. DZ unitar, so ist %’ der Einheitskreis | A| 1.) Eine Teilmenge 
© CY’ heibe eingeschrinkte EinschlieBungsmenge, wenn sie aus jedem mit 
y, z vertraglichen und ganz in %’ gelegenen Spektrum einen Wert enthalt. 
Es gilt 


Satz 10. Die eingeschrinkten EinschlieBungsmengen sind die Durchschnitte 
mn B&B’ mit den EinschlieBungsmengen: © = B' n€. 


Beweis: € sei eine EinschlieBungsmenge im Sinn des vorigen Abschnitts. 
Dann ist © =B’n€ eine eingeschrinkte - EinschlieBungsmenge; denn ist 
A,,.-.,4, ein in B%’ gelegenes mit y, z vertrigliches Spektrum, so liegt ein A, 
n &, also in ©’. Ist umgekehrt ©’ eine eingeschrankte EinschlieBungsmenge, 
so bilden wir & & + (B — WB’); es ist © =VnE. E ist EinschlieBungs- 
menge: Ist /4,,..., 4, ein beliebiges mit y, z vertrigliches Spektrum, so liegt 


a 


entweder ein A, in 8 — B’, also in ©, oder alle A, liegen in B’, dann liegt ein 
4, in ©’, also in &. 

Die minimalen eingeschrinkten EinschlieBungsmengen k6énnen als die 
minimalen unter den Durchschnitten 8’ ~ © hestimmt werden, wobei € die 
minimalen EinschlieBungsmengen durchlauft. 

Dies wollen wir in dem fiir die Anwendungen wichtigen Sonderfall der reellen 
Spektren, d. h. der Hermiteschen Matrizen, niher ausfiihren. Hier fallt 
Mo, = LL, 7), H, reell aus, daher auch 0; die reelle Achse B’ stellt sich auf & 
als ein GroBkreis f durch S (:0) dar. Die Durchschnitte von f mit den genauen 
Halbkugeln sind die einseitig abgeschlossenen Halbkreise von f. Diese stellen 
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also die minimalen eingeschrankten EinschlieBungsmengen ©’ dar. Auf die reelle 
4-Achse. projizieren sie sich als einseitig abgeschlossene Intervallinnere und 


J(c) 








a 


Fig. 1. Konstruktion der minimalen EinschlieBungsintervalle (u, u’). 


-AuBere, deren Enden u, u’ wegen des rechten Winkels in S(co) (vgl. Fig. 1) 
der Gleichung 
(9) (o —u) (u’ — o) 62, uu’ tl 

6 - Moo U mo, 
geniigen. (Dies gilt ibrigens nicht erst von n = 4 an, wie Satz 9, sondern auch 
schon fiir n = 3, weil das Bild von B’ auf & in diesem Falle eben ist; vgl. den 
Beweis von Satz 9.) 

Setzen wir zusatzlich als bekannt voraus, daB das ganze Spektrum in einem 
gegebenen offenen Intervall (a, 5) liegt (z. B. in (0, co) fiir positiv definites L), 
so verkleinern sich die eben bestimmten EinschlieBungsmengen weiter auf 
ihren Durchschnitt mit (a, 6). Minimal werden, wie man leicht feststellt, die 
folgenden: 

l. diejenigen Intervalle [u,u’], fir die ax u<u' <b gilt, 

2. deren Komplemente in (a, 6), 

3. (a, b’) sowie (a’, bd). 

Schriankt man L auf reelle symmetrische anstatt Hermitesche Matrizen 
cin, so ergibt dies keine zusitzliche Verkleinerung der EinschlieBungsmengen5). 

Ein Zahlenbeispiel: Von einer reellen symmetrischen Matrix L irgend eines 


Grades n> 3 sei bekannt, daf ihre erste Spalte {2,3,0,...,0} =z ist. Was 
kann man tiber ihr Spektrum sagen? Hier ist y ={1,0,...,0}; man findet 
Mo = 1, my, = 2, my, = 13, 9 = 2, 6 =3. Also enthalt jedes einseitig abge- 
schlossene Intervallinnere und -duBere, dessen Enden der Gleichung (2 — u) 
(u’ — 2) = 9 geniigen, mindestens eine charakteristische Wurzel von L; an- 


dererseits tritt jedes eigentliche Spektrum, das alle diese EinschlieBungsbe- 
dingungen erfiillt, auch wirklich bei einer passenden Matrix L mit der vorge- 
schriebenen ersten Spalte auf. Die EinschlieBungsmenge kleinsten Durch- 
messers ist das Intervall [o — 6, 9 + 6] = [— 1,5], der absolut zuverlassigste 
Naherungswert seine Mitte: 2 ~ 2. Setzen wir nun zusitzlich L als positiv 
definit voraus, so ergibt sich als EinschlieBungsmenge kleinsten Durch- 
messers das engere Intervall (a, b’) = (0, 2), also ist fiir die jetzt zugelassenen L 


5) Das folgt aus der leicht zu erkennenden Tatsache, daB sich eine ganz entsprechende 
Theorie unter Beschrinkung auf das Reelle durchfiihren laBt, wie dies in der ersten, nur 
in wenigen Exemplaren verbreiteten Mitteilung iiber diesen Gegenstand geschehen ist; 
vgl. H. Wrecanpr: Zur EinschlieBung von Eigenwerten. Bericht 44/J/20 der Aerodynami- 
schen Versuchsanstalt Gottingen (1944). 











Die EinschlieBung von Eigenwerten normaler Matrizen. 241 


der absolut zuverlissigste Naherungswert 2~ 1. Dieses Beispiel mége zu 
den folgenden allgemeinen Bemerkungen iiberleiten, bei denen wir uns der 
Einfachheit halber auf reelle symmetrische Matrizen beschranken. 

6. Bemerkungen zur numerischen Berechnung von Eigenwerten. Hat man 
zu der reellen symmetrischen Matrix LD fiir eine Naherungs-Eigenlésung y 
die Iterierte z Ly bestimmt, so steht man vor der Frage, nach welchem 
Verfahren man aus diesen niherungsweise proportionalen Spalten den Nahe- 
rungs-Eigenwert 2 bestimmen mu, um die fiir die Iteration aufgewandte 
Arbeit méglichst vollstandig auszunutzen. Sichere Aussagen kann man nur 
iiber Verfahren machen, zu denen EinschlieBungssitze vorliegen. Die Frage 
richtet sich also auf den giinstigsten EinschlieBungssatz. Einen EinschlieBungs- 
satz, der in dem Sinn besser als jeder andere wire, da} die von ihm angegebene 
EinschlieBungsmenge in jeder anderen enthalten ist, kann es nicht geben; 
daB unendlich viele minimale EinschlieBungsinter- 
Dagegen kann es fir spezielle Untersuchungszwecke 
einen giinstigsten EinschlieBungssatz geben. Sucht man z. B. die 
Existenz einer méglichst kleinen charakteristischen Wurzel nachzuweisen, 
SO wahlt man dic 


denn wir haben gesehen, 
valle vorhanden sind. 


sehr wolil 


am weitesten links gelegene EinschlieBungsmenge A < 0. 
Strebt man mdglichst hohe absolute Genauigkeit an, so kommt nur das kiirzeste 
EinschlieBungsintervall [o — 6, o + 6] in Betracht. Sucht man eine még- 
lichst hohe untere Schranke fiir die kleinste charakteristische Wurzel unte1 
der Voraussetzung, dai man eine oberhalb 0 gelegene untere Schranke wu fin 
die zweitkleinste kennt, so.wahlt man das durch (9) gegebene Intervall [w’, w]. 

Damit sind drei der in der Praxis iiblichen EinschlieBungssatze (vgl. dis 
Zusammenstellung in Abschnitt 1 der vorangehenden Arbeit')) als optimal 
fiir jeweils einen Zweck erkannt. Der vierte dagegen, der Quotientensatz, 
gibt i. a. kein minimales EinschlieBungsintervall an. Sein Wert fiir die Praxis 
beruht darauf, dafi im Falle der Existenz einer durchweg positiven Eigen- 
lésung x 


{ff}, wenn aufberdem alle », > 0 sind, gerade die zu x gehérige 
charakteristische Wurzel A in dem angegebenen Intervall [a,6] liegt; also 
mit, Sicherheit die kleinste, wenn man wei, daB die zu dieser gehérige Eigen- 
lésung positiv ist, wie es z. B. bei Schwingungsaufgaben vorkommt. (Diese 
bekannte Verschirfung des Quotientensatzes folgt sofort aus 


er - a 


(A—a)2 &, 0, &,(¢, —an,) =>9.) 
Aussagen in der Richtung, daB ein gewisses Intervall frei von charakteristi- 


1en Wurzeln ist (wie sie fiir die Anwendungen besonders erwiinscht wiren) 


t 


kann man allein aus der Kenntnis zweier Spalten y und z Ly nicht gewinnen; 
denn die fragliche Wurzel brauchte an y nicht merklich beteiligt zu sein. Stehen 
andererseits irgendwelche Vorkenntnisse in dieser Richtung zur Verfiigung, 
so kann man sie nach Satz.10 vollstandig ausnutzen. 

Die Ergebnisse dieser Arbeit iibertragen sich ohne besondere Schwierigkeit 
auf die Eigenwertaufgaben der Analysis; dies erkennt man schon daran, daf} 
n keine Rolle spielt. Eine einheitliche Durchfiithrung in voller Allgemeinheit 
(z. B. auch fiir Aufgaben der Form Ma = AN2) kann erst nach sorgfaltige1 
Abgrenzung des Begriffs der selbstadjungierten Eigenwertaufgabe folgen ®). 

Zusatz bei der Korrektur: Der erste Teil der hier beriihrten Arbeit ist gegenwartig 
im Druck: Zur Abgrenzung der selbstadjungierten Eigenwertaufgaben. I. Raiume end- 
licher Dimension. Math. Nachr., Berlin, 2, 328—339 (1949). 





(Eingegangen am 4. April 1949.) 
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Zur Theorie der Zeroringe. 
Von 


Tinor Szevte in Debrecen (Ungarn). 


Es sei & eine beliebige additiv geschriebene Abelsche Gruppe. Ich nenne 
einen Ring!) R einen auf & aufgebauten Ring, wenn seine additive Gruppe die 
Gruppe @ ist. Offenbar laBt sich auf jeder Gruppe © ein Ring ,,von trivialer 
multiplikativen Struktur” — iblicherweise Zeroring genannt — aufbauen, 
in dem jedes Elementenprodukt gleich Null ist. Man sieht leicht ein, daB sich 
auf einer endlichen @ immer auch mindestens ein Nichtzeroring aufbauen 
laBt?), und man kénnte auch fiir unendliche Gruppen & ahnliches erwarten. 
Das ist aber nicht der Fall, denn es gibt unendliche Gruppen @, auf denen sich 
nur Zeroringe aufbauen lassen. Eine Gruppe von dieser Eigenschaft nenne 
ich im folgenden der Kiirze halber eine Nilgruppe. 

In dieser Arbeit wird die Struktur der Nilgruppen untersucht. Die Haupt- 
resultate sind die Bestimmung simtlicher Nil-Torsionsgruppen und der Be- 
weis der Nichtexistenz von gemischten Nilgruppen*). Auf die Strukturfrage 
der torsionsfreien Nilgruppen hoffe ich noch zuriickzukommen. 

Ein typisches Beispiel fiir Nil-Torsionsgruppen liefert uns die von PRUFER‘) 
eingefihrte ,,primire Gruppe vom Typ (p®)*, die ich mit 3 (p®) bezeichne 
(p = Primzahl), definiert als die durch die unendlich vielen Elemente 
fi» Ca, Sg---, von der Eigenschaft 
(1) 1+9, pl, =90, pl, =f, pls =ly-.-. 
erzeugte additive Abelsche Gruppe*). Nach einer miindlichen Bemerkung des 
Herrn Prof. L. Répei l4Bt sich 83 (p®) auch durch folgende schéne Eigenschaft 
charakterisieren: 3 (p™”) enthdlt zyklische Gruppen 3 (p*) aller Ordnungen p* 
(e 1, 2,3,...), aber keine echte Untergruppe von ihr hat diese Eigenschaft *). 


1) Es sind nicht nur kommutative Ringe gemeint. 

2) Das folgt unmittelbar aus der Giltigkeit dieser Behauptung fiir die zyklischen Gruppen 
(Restklassenringe!) und aus dem Fundamentalsatz der endlichen Abelschen Gruppen. 

%) Unter einer J'orsionsgruppe versteht man iiblicherweise eine Abelsche Gruppe mit 
lauter Elementen endlicher Ordnung. Im entgegengesetzten Falle, wenn nimlich alle 
Elemente (+ 0) der Gruppe von unendlicher Ordnung sind, spricht man von einer tor- 
sionsfreien Gruppe. @ ist eine gemischte Gruppe, falls sie weder torsionsfrei, noch eine 
Torsionsgruppe ist. Die Menge simtlicher Elemente von endlicher Ordnung in einer ge- 
mischten Gruppe & ist offenbar eine Untergruppe, die ich im folgenden die in G enthaltene 
Torsionsgruppe nennen werde. 

*) H. Pritver: Untersuchungen iiber die Zerlegbarkeit der abzihlbaren primdren Abei- 
schen Gruppen. Math. Z. 17, 35—61 (1923). 


5) Man kann 8 (p) als die additive Gruppe der durch die rationalen Zahlen 
Pp 


reprasentierten Restklassen modulo 1, und auch als die multiplikative Gruppe der pé -ten 
komplexen Einheitswurzeln (¢ 0, 1, 2, 3, ...) realisieren. 

6) Die Richtigkeit der Bemerkung von R&pE1 ist keineswegs trivial, denn es gibt Abel- 
sche Gruppen, z. B. die (unendliche) direkte Summe: § (p) + 3 (p*) + 3B (p®) + +++, die 
simtliche 8 (¢¢) enthalten, ohne auch 3 (p®) zu enthalten. Die Richtigkeit der Bemerkung 
laBt sich so zeigen. Enthilt die Abelsche Gruppe & alle Gruppen 3 (pe) (¢ eS oe i 
so gilt dasselbe offenbar auch fiir die Untergruppe p  (bestehend aus allen Elementen 
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Das rechtfertigt auch die Bezeichnung 3 (p*). Nun zeige ich, daB 3 (p®) eine 
Nilgruppe ist. Dazu geniigt es offenbar, folgendes zu beweisen: Es gilt in 
irgendeinem auf 3 (p®) aufgebauten Ring fiir jedes Paar C,,,, ¢,, von erzeugenden 


Elementen der Gruppe: ¢,,-¢, =0. Nach (1) ist aber C,, = p" Emin, folglich 


- - 


Cn on = BP ema On = Cmte PC, =0, da p* Cl. = 0 ist. 

Wir wollen nun simtliche Nil-Torsionsgruppen bestimmen. Dazu ist der 
folgende Begriff von grundlegender Wichtigkeit. In vollstaindiger Analogie 
mit der Theorie der kommutativen Kérper soll die Gruppe & + 0 algebraisch 
abgeschlossen genannt werden, wenn alle Gleichungen (mit einer Unbekannten) 
in & lésbar sind. Da jede solche Gleichung auf die Form né y (y € G, 
n ist eine natiirliche Zahl) gebracht werden kann, ist @© dann und nur dann 
algebraisch-abgeschlossen, falls n®@ = @ (n = 1, 2,3,...) gilt7) 8). 

Nun kénnén wir das erste Hauptresultat dieser Arbeit so aussprechen: 


Satz l. Die algebraisch-abgeschlossenen Abelschen Torsionsgruppen sind 
gerade alle Nil-Torsionsgruppen. 

Zusatz. Eine Torsionsgruppe ist dann und nur dann algebraisch-abge- 
schlossen, wenn sie die direkte Summe von Gruppen 3 (p?°) (in beliebiger Mdchtig- 
keit) ist®). 

Ich will jetzt den Satz 1 beweisen. Es laBt sich zuerst sehr leicht zeigen, 
daB jede algebraisch-abgeschlossene Torsionsgruppe & eine Nilgruppe ist. 
Es seien nimlich a, B beliebige Elemente von &. Da & eine Torsionsgruppe 
ist, gilt nm 8 = 0 fiir eine natiirliche Zahl n. Da andererseits & eine algebraisch- 
abgeschlossene Gruppe ist, gilt fiir ein passendes Element § von @ die Glei- 
chung n& =a. Bildet man nun das Produkt von « und # in irgendeinem auf 
(§ aufgebauten Ring. so erhaélt man: «a. fp =né&.fB =§&.n fp =O. 

Es soll noch gezeigt werden, daB man auf einer algebraisch nicht abge 

hlossenen Torsionsgruppe @& immer einen Nichtzeroring aufbauen kann. 
Statt dessen werde ich mehr, naimlich den folgenden Satz 2 beweisen: 


Satz 2. Ist & eine beliebige nicht-torsionsfreie Gruppe und ist ihre Torsions- 
ruppe = algebraisch nicht abgeschlossen, so ist & keine Nilgruppe. 

Den Beweis dieses Satzes griinden wir auf folgendes 

Lemma. Hat die Gruppe & eine Untergruppe 9, die keine Nilgruppe ist, 
und hat & auBerdem eine Untergruppe N von der Eigenschaft H CN, GMN= H. 
vo ist & keine Nilgruppe. 


mit £¢ @). Ist auBerdem noch & eine minimale Gruppe von dieser Eigenschaft, so 
muB p & (% gelten. Dann erscheint aber jedes Element von @ in der Form p & (§ € &), 
folglich laBt sich eine unendliche Folge ¢,, ¢,, ¢3,... von Elementen in @ bestimmen, 


die von der Eigenschaft (1) ist. Wiederum wegen der Minimaleigenschaft von @ mub dann 
(% mit der durch diese Elementenfolge erzeugte Untergruppe 3 (p®) tibereinstimmen, 
w. z. b. w 

7) n ® soll die Menge aller Elemente n & (& € G) bezeichnen. 

8) R. Barr [Abelian groups without elements of finite order. Duke Math. J. 3, 68 bis 
122 (1937)! nennt die algebraisch-abgeschlossenen Abelschen Gruppen ,,komplett*. Ich 
behalte aber die obige Bezeichnung bei, denn die Abelschen Gruppen weisen in dieser 
Hinsicht eine vollkommene Analogie mit der Steinitzschen Theorie der kommutativen 
Kérper auf, was ich an einer anderen Stelle naiher auseinandersetzen will. 

%) Vgl. L. Zipprn: Countable torsions groups. Ann. of Math. 36, 86—99 ( 1935). Theorem 
4.3, S.89. Auch diesen bekannten Satz, der uns einen volligen Uberblick der Struktur 
der Nil-Torsionsgruppen ermdglicht, werde ich im folgenden vollstandigkeitshalber be- 
wersen 
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Um zunachst dieses Lemma zu beweisen, sei H ein auf der Gruppe 
aufgebauter Nichtzeroring. Um MiBverstandnisse zu vermeiden, bezeichne 
ooo das Produkt von zwei Elementen 9, o in H. Wahlen wir ferner eine feste 
(nach Voraussetzung sicher vorhandene) homomorphe Abbildung & + & 
(£€@, F€ H) von G auf , wobei & > 0 gleichwertig mit &¢€® ist. Insbe- 
sondere folgt dann fiir die Elemente § von §: & +0, da § in N enthalten ist. 
Definieren wir nun fiir die Elemente der additiven Gruppe & eine Multiplika- 
tion durch &.7 E 7- Somit erhalten wir einen auf & aufgebauten Nicht- 
zeroring. Die Richtigkeit der beiden Distributivgesetze folgt aus derjenigen 
fir H und aus der Homomorphieeigenschaft der Abbildung £ + &. Das Asso- 
ziativgesetz ist trivialerweise erfillt, denn jedes Produkt &.7 Fon liegt 
in §, folglich gilt nach obigem immer: (6, &,) &; = §, (€, &;) = 0. Damit ist 
unser Lemma bewiesen. 


2 


Nun kénnen wir auch den Satz 2 leicht beweisen. Betrachten wir eine 
Gruppe & von der im Satz 2 angegebenen Eigenschaft. Dann gibt es eine 
Primzahl p mit pT + T, denn aus der Giiltigkeit der Gleichung qT =f fiir 
jede Primzahl q folgte offenbar »T =T (m = 1, 2,3,...), im Widerspruch 
mit der Voraussetzung, daB & algebraisch nicht abgeschlossen ist. Dann be- 
deutet aber pT +T zugleich auch p G + G. Folglich hat die Faktorgruppe 
@/p G mehr als ein Element, und sie zerfallt (als eine Abelsche Gruppe mit 
lauter Elementen (+ 0) von der Ordnung p) in die direkte Summe von (zykli- 
schen) Gruppen der Ordnung p. Daraus folgt, da& G/p G und zugleich auch 
die Gruppe & eine Untergruppe ® vom Index p enthalt. @ mu auBerdem 
auch ein Element 2 von der Ordnung p enthalten, denn entgegengesetztenfalls 
hatte T nur Elemente von zu p primen Ordnungen, woraus pT = TF folgte, 
im Widerspruch mit pT +T. Gehdrt nun 2 nicht zur Untergruppe M, so hat 
die durch az erzeugte Untergruppe {2} von & kein Element + 0 gemeinsam 
mit M, mithin gilt die direkte Zerlegung: & fo} +. Daraus sieht man, 
da8 & keine Nilgruppe ist'®). Ist andererseits a ein Element von ®, so kommt 
das obige Lemma mit § = {z} zur Geltung, und das vollendet den Beweis 
der Satze 2 und 1. 


Um nun die Richtigkeit des Zusatzes zum Satz 1 zu beweisen, zeigen wir 
zuerst, daB jede ditekte Summe von Gruppen 3 (7?) algebraisch-abgeschlossen 
ist. Dazu geniigt es, n 8 (p™) = 3 (p™) (n = 1, 2, 3,...) zu beweisen, denn 
die direkte Summe von algebraisch-abgeschlossenen Gruppen (in beliebiger 
Michtigkeit) ist offenbar auch selbst algebraisch-abgeschlossen. Die Richtig- 
keit von n 8 (p®) = 3 (p®) ist nach (1) fir n = g¢ klar. Da andererseits alle 
Elemente in 3 (p®) von p-Potenzordnung sind, so ist auch m 3 (p®) = 3 (p™) 
(p+m) offenbar richtig. Fir ein beliebiges n = ~*m (p+m) folgt hieraus 
in der Tat n 3 (p®) = m p* 3 (p®) = mB (p”) = B (pp). 

Nehmen wir umgekehrt eine algebraisch-abgeschlossene Torsionsgruppe 
Zt (+ 0). FT enthalt Elemente von Primzahlordnung. Es sei also ¢, ein Element 
in T von der Primzahlordnung p. Aus pT =f folgt die Existenz einer un- 
endlichen Folge ¢,, C,, ¢3,... von Elementen in & mit der Eigenschaft (1). 
Diese Elemente erzeugen eine Untergruppe 8 (p™) in Z, die nach dem eben 
Bewiesenen algebraisch-abgeschlossen ist. Nach einem wichtigen Satz von 


1°) Die direkte Summe des auf N aufgebauten Zeroringes und des auf {2} aufgebauten 
Nichtzeroringes (d.h. des Primkérpers von der Charakteristik p) ist nimlich kein Zeroring 
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BAER") ist jede algebraisch-abgeschlossene (echte) Untergruppe einer Gruppe 
ein direkter Summand der Gruppe. Ist also in unserem Fall 3 (p®) + &, so 
gilt die direkte Zerlegung T = 3 (p®) + ZX’, wobei (wegen der Abgeschlossen- 
heit von Z und $§(p™)) auch T’ eine algebraisch-abgeschlossene Gruppe ist. 
Durch wiederholte Anwendung dieses Verfahrens erhalt man mit Hilfe eines 
transfiniten Induktionsschlusses eine Zerlegung der Gruppe TF in die direkte 
Summe von Gruppen 3 (p?°) (w.z.b.w.). 


Endlich beweisen wir noch den 


Satz3. Eine Nilgruppe ist entweder torsionsfrei oder eine Torsionsgruppe™). 

Betrachten wir eine beliebige gemischte Gruppe ®&. Es soll gezeigt werden, 
da & keine Nilgruppe ist. Dabei kénnen wir uns nach Satz 2 auf den Fall be- 
schrinken, daB die in 6 enthaltene Torsionsgruppe fF algebraisch-abgeschlossen 
ist. Dann folgt aus dem erwahnten Satz von BAER die Giltigkeit einer direkten 
Zerlegung 


(2) G6 =T+U 


mit torsionsfreier U. Auf Grund dieser Zerlegung l4Bt sich auf © ein Nicht- 
zeroring aufbauen. 

Die Konstruktion dieses Ringes beginnen wir mit dem algebraischen Ab- 
schlieBen der Gruppe Ul. Da U eine torsionsfreie Gruppe ist, kann dies sehr 
leicht nach dem wohlbekannten Muster der ,, Quotientenbildung”’ durchgefiihrt 
werden. Betrachten wir namlich die Menge aller Paare (a, a) mit «¢€ Ul und 
natiirlichen Zahlen a und definieren wir in dieser Menge eine Gleichheit und eine 
Addition durch 


(ax,a) = («’, a’) ist gleichwertig mit a’a =aa’ 


(a, a) + (a’,a’) =(a’a +a’, aa’). 


Es ist klar, daB hiermit die Menge & der verschiedenen Elemente (a, a) zu eine 
torsionsfreien Abelschen Gruppe gemacht wurde. & enthalt eine zu WU iso- 
morphe Untergruppe, bestehend aus allen Elementen («, 1), die mit 1 iden- 
tifiziert werden kann. Somit wird Y& zu einer Erweiterungsgruppe von UW. An- 
dererseits ist U algebraisch-abgeschlossen, denn § = (a, na) ist offenbar eine 
Lésung der Gleichung n & = (a, a) in Y. Es soll ausdriicklich betont werden, 
da diese Lésung wegen der Torsionsfreiheit der Gruppe Y& die einzige ist. 

Von nun an sei %, ein beliebiges, aber festes Element von U. Die eindeutig 
bestimmte Lésung der Gleichung s & = ra, (8 ist eine natiirliche Zahl) soll 


im folgenden kurz mit — a, bezeichnet werden. Man sieht unmittelbar, dab 
S 
r ‘ r ; — . 
%» nur von der rationalen Zahl — abhangt. Die Menge simtlicher Elemente 
8 


r ° . . + ° . 
a» ist offenbar eine zu + isomorphe Untergruppe von &, wobei mit R* 


die additive Gruppe aller rationalen Zahlen bezeichnet wurde. Diese Unter- 
gruppe von & soll selbst auch mit R* bezeichnet werden. Da K+ offenbar 


11) R. Baer: The subgroup of the elements of finite order of an abelian group. Ann. of 
Math. 37, 766—781 (1936). Theorem 1.1, 8S. 766. 

12) Die Existenz von torsionsfreien Nilgruppen kann durch das Beispiel der additiven 
Gruppe aller rationalen Zahlen mit quadratfreien Nennern sichergestellt werden. 
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eine algebraisch-abgeschlossene Gruppe ist, folgt aus dem schon wiederholt 
verwendeten Satz von BAER die direkte Zerlegung 


(3) A—Rt +B. 

Insbesondere erhalt man also fiir die Elemente von U und folglich fiir die 
. ° ° ° ° r 

Elemente von & nach (2) die eindeutig bestimmte Darstellung — a, + f, bzw 


rT -, 7 . 
(4) y t+ Ly p y€ @, TEX, aEeRt, p B}. 


a x 


Sei nun 3 (p®) eine feste (nach dem Zusatz zu Satz 1 sicher vorhandene) 


sa» sgr-:- 


Untergruppe der algebraisch-abgeschlossener Gruppe T und sei &, 
t der Eigenschaft (1). 


ein festgewahltes Erzeugendensystem von 3 (p®) mi 


. So « . & » . e ® : 
Dann ist io als die Lésung § der Gleichung d & = c ¢, fiir jede rationale 
tf 


E, (mit p+ed) laBt sich 


( 


Zahl ; mit p+d offenbar eindeutig definiert. 


. C »& . . . . & 

andererseits durch y Se+l (d. h. durch die eindeutig bestimmte Lésung & 
f 

der Gleichung d § =c€,.,,) definieren. Auf Grund dieser Verabredung ist 


xf, als ein Element von @ fiir jede rationale Zah] x eindeutig definiert. und 
zwar gilt 
(5) (x + y) Ce x Ca + y C3 


Nun kénnen wir eine Multiplikation in © folgendermaBen erklaren. Ist y’ 


neben (4) ein weiteres Element von & mit der (4) entsprechenden Darstellung 
, , J »” 
y T + Xe + p ., SO sel 
, wT. 
Y ; Y s 3” vi 


Die so definierte Multiplikation gehorcht nach (5) offenbar dem Distributiy 
gesetz und sie ist trivialerweise assoziativ, denn jedes Produkt yy’ liegt in Z, 
folglich gilt immer (yy’) y” y (yy) = 90. Wir haben also einen Ring auf 
der additiven Gruppe & aufgebaut. Dieser Ring ist kein Zeroring, da nach de1 
Definition der Multiplikation « 


to + & 0 ist. Damit ist Satz 3 bewiesen. 


0 >1 


( Eingegange n am 4. Dezember 1948.) 
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Das Problem der eingespannten rechteckigen elastischen Platte. 


Erster Teil: 
Die biharmonische Randwertaufgabe fiir das Rechteck. 


Von 


Kurt Scuroéper in Berlin. 


Einlcitung. 


Die Frage nach dem Gieichgewicht und den freien Schwingungen einer 
allseits eingespannten, urspriinglich ebenen, homogenen elastischen Platte 
fihrt auf die Lésung der Differentialgleichungen 


a @ , o¢ Ae 

(1) \Ag= sat? amg tay =m 
und 

(2) AAg=dg, 


wobei die Funktion g mit ihrer Ableitung nach der inneren Normalen m4 am 
Rande S der Platte verschwinden soll: 


op 


on }8 


=. 





(3) [pls = 0, 





Hierbei bedeuten @ (xz, y) die Durchbiegung und f (2, y) abgesehen von dem 
Proportionalitatsfaktor 
12 (m? — 1) 
m* EF d* 

die Belastung der Platte pro Flacheneinheit, wenn d die Plattendicke, Z der 
Younasche Elastizitatsmodul und m die Querkontraktionszahl des Platten- 
materials ist. 

Nach bekannten Satzen kann die Aufgabe unter geeigneten Regularitits- 
voraussetzungen iiber f (x, y) auf die Bestimmung einer ,,GREENschen Funk- 
tion’ der Gestalt 


l 
I (x, y; &,n) = — rlogr + yp (a, y; &, 
(4) (x, y3 &,n) = <P logr + yp (x, y3 &m) 
(r? = (x — &)* + (y—7m)*) 
zuriickgefiihrt werden, wobei die mit ihren Ableitungen bis zur vierten Ordnung 
im Innern der Berandung stetige Funktion y (x, y; &,) eine biharmonische 
Funktion darstel]t, also der Gleichung 


oy oy ay 

5 / = +2 1 - 0 

0 d i= , her 2 r 

(9) 1A ¥ oO x4 02x? dy* a y* 
. : oy , ee 

geniigt, und die Randwerte von yw baw. - mit denen von - hd log r 

con 7 


1 ¢ ‘ “_ . , 
bzw. — —— ——(r*logr) iibereinstimmen: 
Sa On 














248 Kurt ScHrRODER 








. | l nm } cy ] | I i - | 
(6) [y]s r-logr| , - | -(r?logr)| . 
* S72 s cn is | Sar cn \s 
Da die Funktion r? log r selbst — abgesehen vom Punkte x E, y ” 
der Differentialgleichung (5) geniigt, so ist die GREENsche Funktion ab- 
gesehen von diesem Punkt — ebenfalls eine Lésung von (5), die wegen (6) 


den homogenen Randbedingungen (3) geniigt. Die Funktion @ stellt di 
Durchbiegung einer eingespannten Platte an der Stelle (x, y) dar, die im 
. " "i ee re? Ed? ae 
Punkte (&,7) durch eine Einzelkraft von der Grob 12 (m? belastet wird 
z2 (m- ) 

Die Probleme (1) und (2) mit den homogenen Randbedingungen (3) sind 
also auf das Problem (5) mit den inhomogenen Randbedingungen 
7 P [ey] 
{ L Wis g (8s), — h (s 


a S 


suriickgefiihrt, wobei g und h gegebene Funktionen der Bogenlange s von S sind 

Diese allgemeine Aufgabe (Existenz- und Eindeutigkeitssitze) wurde 
unter geeigneten Voraussetzungen tiber den Rand und die Randwerte g (s) 
und A (s) schon von verschiedenen Autoren behandelt'). Die explizite Be- 
stimmung der Lésung ist dagegen bisher nur in wenigen Fallen gelungen, 
so z. B. beim Kreis und bei einfach zusammenhangenden Bereichen, die auf 
einen Kreis mit rationalen Funktionen konform abgebildet werden kénnen?). 

Trotz verschiedener Versuche*) ist es insbesondere nicht gelungen, den 
praktisch wichtigen Fall der rechteckigen Platte, abgesehen von gewisse1 
Naherungsansatzen bei speziellen Belastungsfallen*) mit unendlichen Reihen, 
mathematisch cinwandfrei und \ tindig zu behandeln. 

Fiir diesen Fall soll nun im folgenden die strenge Lésung angegeben 
werden. Verf. kann zeigen, daB bereits von LAURICELLA5) im Anschlu® ar 
Matuizu®) benutzte Reihenentwicklungen bei Erweiterung der Ansatze und 


) In einer in der Math. Z. erschienenen Arbeit des Verf., Zur Theorie der Randwert 


iufgaben der Differentialgleichung AAU 0, Math. Z. 48, 553—675, findet sich eins 
volistindig durchgefiihrte Behandlung des Problems unter Benutzung der Integra! 
gleichungstheorie Auf diese Arbeit sei auch hinsichtlich weiterer Literaturangabe! 


verwiesen, 

2) Vgl. E. Atmanst: Sulla ricerca delle funzioni poli-armoniche in un’ area pian 
semplicemente connessa per date condizioni al contorno. Rendic. del circ. mat. di Palerm 
13, 225—262 (1899): T. Boge1o: Sull’ equilibrio delle membrane elastiche piane Att 
R. Accad. Sci. Torino 35, 145—165 (1900): N. Muscueuiviii: Applications des int 
vrales analogues a celles de Cauchy A qu Iques problémes de la physique mathématiqu 
Tiflis 1922 

} 


Val. besonders G. Lavuricet.a: Sur l’intégration de léquation relative a léqu 


libre des plaques élastiques encastrées. Acta math. 32, 201—256 (1909): H. Harpe 
Uber das Gleichgewicht rechteckiger Platten. Gétt. Nachr. 1914, 37—62: A. E. Lover 
Biharmonic analysis especially in a rectangle at ts applications to the theory of elast 


city. Proc. London Math. Soc. 29, 189—242 (1929): A. C. Dixon: Mehrere Arbeiten in 
den Proc. London Math. Soc., 1921—1929, zusammenfassender Bericht mit dem Titel 
The problem of the rectangular plate, in J. London Math. Soc. 9, 61—74 (1934) 

*) Vul. hierzu die bei A. E. Love: A treatise on the mathematical theory of elasticity 
4. Aufl., Cambridge 1927, und A. Napat: Die elastischen Platten, Berlin 1925, angegeben 
Literatur, der wir noch H. Scumipt: Zur Statik eingespannter Rechteckplatten, Z. angew 
Math. Mechan. 12, 142—151 (1932), und S. levcur: Eine Lésung der biegsamen recht 
eckigen Platten, Berlin 1933, anfiigen 

5) LauRICELLA: Siehe 8. 248, Anm. 3. 

6) E. Matnuiev: Théorie de lélasticité des corps solides, Paris 1890, Sec. parti 
Kap. X. Hier werden die Reihenentwicklungen fiir die Lisung eines anderen, mathe 
matisch aber vleichartigen Problems benutzt 
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Verfeinerung der Beweisfiihrung geeignet sind, das Problem (5), (7) fiir die 
rechteckige Platte zu lésen. 

Unter der Voraussetzung, daB auf dem Rande des Rechtecks die Funktion 
g (s) durchweg stetig ist, die Funktionen g’(s), g’’ (s), g’”’ (s), h (s), h’ (s), h”’ (s) 
bis auf Sprungstellen an den Ecken des Rechtecks existieren und stetig sind, 
kann die in einem spater noch naher zu prazisierenden Sinne (vgl. Kap. X) 
eindeutig bestimmte Lésung als unendliche Reihe angegeben werden, deren 
Koeffizienten sich explizit durch Iteration aus unendlichen Gleichungs- 
systemen ermitteln lassen. Die Voraussetzungen hinsichtlich der Ableitungen 
g’’ (8), g’”’ (8), h’ (8), h”’ (s) an den Ecken lassen sich sogar noch etwas mildern 
(vgl. S. 262). 

In einem zweiten Teil dieser Arbeit soll auf Anwendungen der hier be- 
nutzten Reihenentwicklungen in praktisch interessierenden Belastungsfallen 
eingegangen werden. 


I. Eine aquivalente Fragestellung. 
Die vier Eckpunkte £,, F,, Z,, E, des Rechtecks mit den Seitenlingen a 
und 6 sind bei Zugrundelegung eines seitenparallelen cartesischen Bezugs- 


systems 2, y, dessen Ursprung mit dem Mittelpunkt des Rechtecks zusammen- 
fallt, durch 


S, = f—%, <1, 


gegeben. Sein Inneres werde mit R und sein Rand, wie bisher, mit S bezeichnet. 


E,=(<.- 3), &=($.5). m=—(—$. >) 


Die in der Einleitung bereits umrissene Fragestellung prazisieren wir 
dann wie folgt: Gesucht wird eine in R + S stetige, in R viermal stetig differen- 


. ; ° a ‘ oy Cy 
cierbare Funktion w (x, y), deren in R beschrankte Ableitungen - Y und — auch 
: Ox ey 


noch fiir alle Punkte von S mit Ausnahme der E, (vy = 1, 2,3, 4) stetig seien”), 
und die in R der Gleichung (5) geniigt. Auf S werde sie gemaB (7) gleich der 
als stetig vorausgesetzten Funktion g (s), deren Ableitungen g’ (s), g'’ (8) und 
g'"’ (8) bis auf Sprungstellen an den E, ebenfalls stetig seien. Ihre Normal- 
oder | + ) 
§ CYS 
stimme ebenfalls gemaB (7) mit der gegebenen Funktion h (s) iiberein, von der 
angenommen wird, dag sie mit ihren ersten beiden Ableitungen h’ (s) und h” (s) 
bis auf Sprungstellen an den E, stetig ist. 


’ they ey 
ableitung am Rande (d. h. abgesehen vom Vorzeichen entweder - 
( Z 








setzt man nun 


Cw cy 
(3) " : r 
‘zr cy 
so gilt in R 
cu ct 
(9) 
cy ca 


und mit 
{ 10) Z - 1 y’ 
7) Das bedeutet, daB es z. B. eine in R + S bis auf die £, stetige Funktion y, (2, 1) 


ne ~~. a : 
veben soll, die,in R mit —- iibereinstimmt. 
cz 
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wird aus (5) 
(11) 1y=0, 


so daB y eine Potentialfunktion darstellt. 
Jede Lésung des Problems (5), (7) mu8 also in R den Gleichungen (9), (11) 
geniigen, wobei die Randwerte der Funktionen u und v 


[uls 





= | und) [v]s = E ¥ 
Coz s Cy's 


abgesehen vom Vorzeichen durch die Funktionen h (s) bzw. g’ (s) gegeben sind 8). 
Man erkennt leicht, daB die Randwerte genau durch die Gleichungen 





Olvle Olle 
[uls ——— COS (8, x) + “ — cos (n, x) g' (8) cos (8, x) 4 h(s) cos (n, x) 
9 ca cn 
) lvls elvls 
[v]s 3 cos (8, y) oe — cos (n, y) = g’ (8) cos (8, y) + h(s) cos (n, y) 


bestimmt sind. 

Umgekehrt fiihrt jedes Paar von in R dreimal stetig differenzierbaren 
und in R + S bis auf die EZ, stetigen und beschrankten Lésungsfunktionen u 
und v der Gleichungen (9), (11), das den Randbedingungen (12) geniigt, auf 
eine Lésung des urspriinglichen Problems (5), (7). Denn wegen (9) gibt es 
in R eine bis auf eine Konstante eindeutig bestimmte Funktion y (z, y) 
derart, daB (8) gilt. Aus (11) folgt dann, da w in R der Gleichung (5) geniigt. 

Sind weiter P, und P zwei beliebige Punkte aus R, und € ein sie ver- 
bindender, ganz in R verlaufender Weg (Bogenlinge t), so kann man fiir y 
auch 

> "(ey ov 4, ) 
J = } + ’ 
y(P) = | (S2a2+=% dy) + p(Po) 
€ 
"/Ow Ow 
| o¥ cos (t, x) + Y cos (t, y)) dt + wp (Po) 
" Ox Oy 
(t) 
schreiben. LaBt man P, und P gegen die auf S gelegenen Punkte mit der 
Randparametern 0 und s, und € gegen ein sie verbindendes Randstiick kon- 


ow ‘ 
8) Da z. B. ee auf dem Randstiick 
ez 


a a b 
9 z«< > Y > 
- ' oy ; _ 
existiert, es sei allgemein |— y (s), und in R +S abgesehen von den £, eine 
|@z's 
stetige Funktion ist, und da weiter fiir zwei beliebige Werte x und zx, aus dem Intervall 
a a 2 iy b b 
5 <2<-> und fiir Werte y = yp mit a <yn<s 
r 
“@wplE,yn) ,. 
Y (2, Yn) | rs @5 + Y (ro Yn) 
Cs 
To 
. . , . >: , . 
gilt, folgt fir y, > = wegen der gleichmafSigen Konvergenz im Intervall < x), x > 
§ 
q (8) J y (s)ds + g (8), 
&o 
so dab, wie behauptet, y (s) = g’ (s) ist. 
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vergieren, so erhalt man in der Grenze nach dem Satz von ARZELA-LEBESGUE 


bei Beachtung von (12), da die Ableitungen ~ und a in R beschrankt sind: 


[wls,» = f {g’ (8) cos* (8, x) + h(s) cos (n, x) cos (8, x) + g’ (8) cos? (s, y) 4 
+ h(8) cos (n, y) cos (8, y)}ds + [y]s,0 
=9 (8) —9 (0) + [y]s,o- 


Hieraus folgt aber, daB die Funktion y, falls [w]s 9 gleich g (0) gewahlt wird, 
auch den Randbedingungen (7) geniigt. 


Im folgenden soll nun der Bequemlichkeit halber statt des Problems (5), (7) 
das Problem (9), (11) mit den gegeniiber (12) allgemeineren Randbedingungen 


(13) [ujg=u(s), [v]s—v(s) 


behandelt werden. Es soll gezeigt werden, daB dieses Problem fiir Funktionen 
u(s) und v(s), die bis auf Sprungstellen an den E, mit ihren ersten beiden Ab- 
leitungen stetig sind®), und die noch einer gleich abzuleitenden Bedingung ge- 
niigen, stets eindeutig bestimmte (vgl. Kap. X) Lésungsfunktionen u (2, y), 
v (x, y) besitzt, die in R beliebig oft stetig differenzierbar, beschrinkt und in 
R S bis auf die E, stetig sind. 


Auf die den Randwerten (13) aufzuerlegende Bedingung wird man gefihrt, 
wenn man auf ein in R enthaltenes, dazu seitenparalleles Rechteck R, (Rand S,) 
den Gavussschen Satz in der Form 


c rf (ée ou ) 
J (u cos (n, y) — v cos (n, z)} ds, = | J dx dys Se 
(S;) (Ry) 
anwendet, (9) beachtet und unter Benutzung des Satzes von ARZELA-LEBESGUE 
zur Grenze fiir den Fall iibergeht, daB S, gegen S geht. Man erhdilt die Be- 
dingung 
f {u (8) cos (n, y) — v(8) cos (n, x)} ds = 0, 
(S) 


oder ausfihrlich geschrieben 


b a b a 


b ( 


(14) | o(5y¥)dy u(x, dx | v| 5 y)dy } [u(x - 5 )az = 0. 
ul a 


9° 5) 9 


Wahlt man fiir (13) die speziellen Randwerte (12), so ist (14) von allein erfillt. 


Wegen des linearen homogenen Charakters der Gleichungen kann das 
Problem (9), (11), (13) in mehrere einfachere Teilaufgaben zerlegt werden. 
Fiir die durch (13) gegebenen Randwerte schreibe man zundchst gesondert 
fiir die einzelnen Seiten des Rechtecks unter Einfiihrung der in den ab- 


a _ b ~ . oe 
7 =r —+< ys zusammen mit ihren 


9? o = 
« “ 


geschlossenen Intervallen — 


ersten beiden Ableitungen stetigen Funktionen f,, ..., fs 


®) Uber eine Erweiterung dieser Voraussetzungen vgl. S. 262. 








yx) 


a) Pea 


(15) 


b »—/f,( ) 
|“ (2 5) 1\4 fy x 
2 
‘ j i j ) 
lv(4.y) ; : : 
(u(2.3) sinh 
(11) ~ 
} a Igy ha \ uy) 
lv (5.4) 
«(2 3) [h2—hh\-? 
(111) , 
lv( y | sh Ll aa 
fos, $) —htereht-s 
1\ in 
( fits } u 
\»(s y) 
(16) . é 
a f-( 4) Pp mu) 
["{2 y) 
V) ~ 
ln (x a 
Cl ee 
Vi Fr 
| b fala « Z 
v(x, 5) 
u($.9)— Babes 
(Vil) ~ ; 
v(2.5)=" i 
je(5-9)= 
(VIET) ; 
i] Jz\ ls , 
bo (w, Sp fried + hist 





zerlegen, wobei die bei jedem 
identisch verachwinden sollen. 


u(x,t) pw. «(x.—4)=h@. ($9) 


| 

} 

} a \ a b ‘ 
)*e9) f(y). u(—t.¥)=fe. (2 5) =h, 
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fs (y); 


r(—+, y)=frly). 


Das Problem lapt sich alsdann in die acht Te ilproble me 


) r) Iola 
ul x, } : . = 
t y 4 
ilu / uy) a laly Ia(--¥) iy) 
‘ 1 
vi—5+¥) 
i :* 4 
f(z f r) f b f(a i, x f(a) 
; ula 4 ; 
f,(y4) j { a j.(y) ls(—y f(a) 
j ; u—, o-5>9) r , 
fe(a j z b J, (2 hy (-2)—-],(4 
= ula, | j 
4 ~ 
hala / y) {f a s(t Igl— tay 
: i v| y) ; 3 : 
? - 
f.(—2 j b f(a / r fo(a 
} , “ ula 4 j 
feta i, / a fa(y) +] Y aly 
lal he 4 a f-( i Is Y hel ¥y) 
4 u| > ¥) j 
L a(a i. ! fala 
ela . F ) / . 8 
v(2.——) 
/ 2 
j a j is ( i) / / 
j “| 3 ¥) j 
fal . ! b f-(2 fe r fala 
j v(t, —3) i 
hela f / a f / j y Tel 
; u| oY) i 
j j I b fela /- I fala 
i! o(x.-5) ; 
igl 4 Vr 4 a T.(y , / ‘ 
u{—5.¥) 
} ’ / r) / f-(2r) fe z Fela 
A: a uanhd : vla } : 
4 \ 2 4 


Teilproblem nicht angeschric benen vier Randwerte 


Die Addition der sich aus (16) ergebenden acht 
Lésungen fiihrt offenbar auf eine Lésung, die den Bedingungen (15) geniigt. 
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Die fiir die Lésbarkeit notwendige (und zusammen mit den erwihnten 

tegularitdtsanforderungen fiir die Randwerte auch hinreichende) Bedingung (14) 
wird bei Beachtung von (15) 


a b 
(17) | {f, (4%) -- f.(x)i da f fs (y) — fa ly)} dy 0 
a b 


> 5) 


und bezieht sich also nur auf die Randwerte des Teilproblems (IV). 

Im folgenden sollen in allen Einzelheiten die Probleme (I) und (II) unter- 
sucht werden. Bei den Problemen (III) bis (VIII) kénnen wir uns, soweit 
bei der Behandlung nicht wesentliche Abweichungen auftreten, entsprechend 
kiirzer fassen. 


Il. Das Problem (1). 
§ 1. An den Eeken verschwindende Randfunktionen. 


l. Wir beginnen mit dem Problem (I). Fihrt man die abkiirzenden 
Bezeichnungen 
f, (x) — fy, (— x) +f, (2) — f,(— 2) 


f (x) 
(18) 
fa(y) — fg(— y) + fay) — fa (— y) 
y (y) eee ey —— 


ein, wobei die ungeraden Funktionen f(x) und g(y) in den Intervallen 


a a b b 
(19) 7 =27tS5, baw —ssy: 


mit ihren ersten beiden Ableitungen stetig sind, so haben wir bei diesem 
Problem die Randwerte 


(20) u { z, : f(x), u ( x, = f (2), v( . ; y) g(y), v( 3 ; y) g(y), 


21) n(S.y)=u(—$,y)=0(z, 5) =0(2,- 5) =0 


a 
(22) i(— 5) =t(,)=9(— 5) =9(5) =9 
ist und uns von dieser einschriankenden Voraussetzung erst an einer spateren 
Stelle (Kapitel II, §3) befreien. 
Bei den iiber f(x) und g(y) getroffenen Annahmen lassen sich diese 
Funktionen in den Intervallen (19) in Fourierreihen der Gestalt 





x0 x 
Vu . Th . 
(23) f (x) S “™ sin (mx), g(y) >= sin (” y) 
m n 
1 r= 1 
entwickeln, wenn man 
24a 2exa : 
(24) m fd (u=>1), n 7 (y>1) 
a ’ i) 
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etzt. Fir die Koeffizienten erhailt man dann aus den Differenzierbarkeits 
voraussetzungen und aus (22) die Abschitzungen 


, e 
(25) Ay, : b 
m n 


wo c eine Konstante ist. 
Durch zweimalige partielle Integration ergibt sich namlich 


ym l P oe , . : 
Ele Eydé 
- = | t{=--@ in(ué)dé 
l f =e ( ey |" l ° @ {,f@ ,\) Eydé 
E s(ué E)} cos dé 
1 | lox } -_— } 7 7 | dé lon }p cos (ug 
der 
| z= a } |x l * & a Ds 
(26 = E}) sin (uw é&) | } £)\ sin («&) dé. 
I ap? lak \/ 2yu ~/I (Ms) x cap? J dé loa &) (MS) as 
30 dals 
a l * d2 a ‘ 
= } f Sil sin (wéydé& 
m 7 p* | d& |’ \ 22 >) (HS) as ue 
st. 
Macht man nun den Ansatz 
ee eo 
PD (x. y) x 5 x, Sin (m 2) cos (n y) y » By, Sin (m y) cos (m x) 
i i m 
> Yn Coj (n x) cos (ny) + S 4, Cof (m y) cos (m x) , 


l r 1 


n welchem die einzelnen Summanden biharmcnische Funktionen sind, so so!l 
gezeigt werden, dafs die sich aus dieser Reihe durch formales Differenzieren nach 
nach x und y ergebenden Reihen 


"7 o@ al — it 
si . an Sin (nx) + x Qo} (n x) } cos (n y) — 
. 4 — n” ‘ 
1 
x 
p Bm ¥ Sin (m y) sin (m x) +4 
c= 1 
2X) 7, % Sin (m x) cos (ny) — S” d, m Coj (m y) sin (m y), 
; u 1 
c® . Pp — 
(28) v 5 Bn cit (m y) y So) (m y)| cos (m x) 
ey onetl lm ‘ ‘ f 


» a, «Sin (n x) sin (ny) 
1 


ac 30 
+ Sd, m Sin (m y) cos (mx) — >’ y, n Cof (n x) sin (ny) 
u 1 v i 


bei passender Wahl der Koeffizienten unser Problem (1) lésende Funktionen u 
und v darstellen. 
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Zum Beweise dieser Tatsache zeigen wir zundchst in heuristischer Weise 
durch lediglich formales Rechnen, welche Werte gegebenenfalls die Koeffi- 
zienten haben miBten. Alsdann bleibt zu verifizieren, daB die mit diesen 
Koeffizienten gebildeten Reihen (27), (28) tatsichlich eine Lésung von (1) 
reben 


2. Die Randbedingungen (21) lassen zusammen mit 


, ma nb 
(29) sin { = } 0. sin | > 0 
erkennen, dab 
: oe weed na a w {nea \i 4 — jna 
pag Sin | =) Coj ( = ); cos (ny) + Sy, n Sin|—; } cos (ny) = 0 
1 - - - ’ l - 
und 
= I = Mm b 4 —_ mn b ~ , —_ m b 
Zz p ) : Sin | = } - Coj | * ) cos (maz p 2 ra) ,m Sin | rs } cos (m x) ) 
2 2 2? ont 2 


ein mite, so daB man fiir die Koeffizienten y, und 6,, die Gleichungen 


: | | a - na \) 7 b . mb } 
(30) y 4 ) . ) : b) 
4% Xn } n2 In Ctg { ? li Oy Pn ) m2 2m Ctg | 9 { 
erhalt. Aus (27), (28) wird damit 
- \" yy a ] a . na \ aoe | 
31) Dp x Sin (n x) i. Stg | }} Coj (n 2)} cos (n y) 
se |” \n 2n "i 2 | 
~4 oe a l b rm rb ee 
YB» Sin (my) { > 4 Ctq | - )) Co} (m y)| cos (m 2), 
ae | ™ . m* 2m . 2 ‘ { 
a0 : >. | ws . a. na ree . | 
32 X52 Coj (nx) — 6 tg | 5) Sin (n ) cos (n y) 
’ 1 © a 
~~ . | —_ l b “ 5 = . 
Bin y Sin (my) { he ak Ctq a }) Coj (m | sin (m 2x) 


_— | ” 


oe —— — De a 
33) p Py» | y Co} (my) = Ctg | — } Sin (m wy) COS (Mm X) 


=I 
~ | — l tm f/na — | , 
a, {rt Sin (nx) +z tg | . }) Co) (nm x)} sin (n y) 
yong ’ } n 2 a | 
Die restlichen Randbedingungen (20) liefern dann zusammen mit (23) 
zur Bestimmung der Koeffizienten «,, und #,, die Gleichungen 
> bn. “= -= b. mb\ .. sa 
(34) p sin (ny) = >’ B, |v Coj (m y) = Ctg | = } Sin (m y)} cos ( = 
= w=1 . - ” 
~- ] on Oe? na I , 
Yay) 6oi(%") + 25 | sin (ny) 
= n | 2 ee na 
Zin | > -) 
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Multipliziert man die erste Gleichung mit sin (n y) und 


gliedweise von bis . so findet man bei Beach 


» 


b 


> 


f sin? (ny) dy 





und 
> an . 3 — a oes inn nt 
(35) ¥'“™ sin (mz) ya, |x Cof (nx) — 5 Ctg (- = ) Sin (nx)! cos ( : -) \ 
a —a 2 2) 2 
" > l le i( mb mb l s . , 
- ; 
— Pm im | ° 2 i mb | in (ma 
fa n( az 


integriert beide Seiten 


tung von 
























(36) >? 
b - 
eS E ens . m Sin (m y) sin (n y) — n Epi (m y) cos (n 2 
(37) | y Coj (my) sin (ny) dy y : A aisle ~ J < ch kL 
a . ‘ . . m* n? 
(n® — m*) Coj (my) sin (ny) + 2 mn Gin (my) cos (n y) 
(m? n?)2 
(m* +- n® + 0) 
und 
—_ m €oj (m y) sin (n y) — n Sin (0m y) cos (n y) 
3 | Sin (my) sin (n y) d2 - a 
(38) Jo (my) (ny)ay m? ao nt 
(m? + nm? + 0) 
und also 
b _._fmb “ mb 
@ n b oj | ) 4tmn Sin ( 
- ~ — , 2 2 } nb 
(39) { yGoj(my)sin(ny)dy aah, sae cos ( . ). 
4" ‘ . . | m* + n*® (m* + n*)* j - 
b _ m b \ 
2 2n Sin ( = } b 
- =~ ° ~ n 
(40) / Sin (m y) sin (n y) dy 1" 0s ( = , 
*b m —- n- - 
daB 
b b { -({/na na l | 
-b - So (- . ) 
2n * 2n Xn jo 2 ene na 
Sin ( > 
_.f{/mb ye mb _.f{mb 
” nb Co) |- tmn Sin ( — } nb Eoj | - =) 
v2? 2 2 2 | (=) (7) 
p —— = - ; cos cos | --. 
cA, ” | m*? + n? (m? -+- n?)? m* + n? { - 3 
oder 
-({/na na I ' 
b | of( he \ 
(41) “— - 2 . na | 
Sin | 2 
; nb 4 n? m , mb ma 
-_ 1S > de —aasungguiegieetnens (in vay 
bb, 8 cos ( 2 ) & Bn (n® + m?)? in ( 2 ) cos ( 2 
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= 
~] 


sein miBte. Aus (35) folgt in der gleichen Weise 


Goi (">") . ? Sin (22) | 


(42) pm@ 


8 ma m* n _— na {nb 
aay, — 5 COs 7) iy %a (m? + ni)? om|-> cos ( > ). 
om 


1 < “ 


3. Wir wollen nun zeigen, dap dieses unendliche lineare Gleichungssystem 
(41), (42) bei Beachtung der Abschdtzungen (25) fiir die gegebenen Koeffizienten 
a, und b,, eine Lésung a,, By, besitzt, fiir die 


, _ na const init mb const 
(43) oy Sin ( = a —, Bm Sin ( > ) < 
- )n = \m 


gilt. Diese Lésung ist auch eindeutig bestimmt, wenn man sich auf solche be- 
schrdnkt, fiir die 


an fae an. te 
(44) A, Sin ( > ) < const, Bm Sin (>) < const 


ist. 
Zum Beweise setzen wir zundchst den sich aus (42) ergebenden Wert 


von #,, formal in (41) ein, wodurch unter Benutzung der abkiirzenden 
Bezeichnungen 


(45 . an ney (~*) (x) Sin? z 
5 x S cos |——}, i (2) =S———> 
o"Cgre ( 2 ) mi d Sin x Coj z+ 2 


das folgende unendliche lineare Gleichungssystem fiir die «~ entsteht: 


; na nb 8 ‘na ~ mb ma n?m 
(46) at = b,, n | = } cos = ) = n\ = > , n( = ) cos ( z 
- - - u=1 = 


2 (n® + m*)? 





. oo 30 h 3 
i 64 n("") Tv otintr v, (= m 
ab '\ 3 ae | / (m? + n®)? (m? + 7)? { 


mit 
202 


b 


Aus (25) kénnen wir dann folgern, da die inhomogenen Bestandteile 


a na nb SN na . 4 mb ma n? m 
(47) ¢,=6,9 2 } cos ( 9 ) 5 7 | 5) <o" n( Te ie 2 -) (n® + m*)* 
2 ¥ J 2 2 
sich durch 


(48) ae ee 


nach oben abschatzen lassen, wo c eine Konstante ist. 
Da fir x>0 

Sinz 
49 Cin z 
(49) n(x) < Col z 
ist, so gilt die Behauptung gem&8 (25) zunachst fir den ersten Bestandteil 
von ¢,. Wegen 

18* 
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x > x 
‘ na . mb /ma n= m : “ | 
n(**) Fann (7”) cos (™*) const n* 3 
f 4 md ' 2 2 (7 m*)* nerd n* m*=)* 
“ l = “a ‘ J 
- \" ! 
const n* - -_ 
oo” a 2 2 
1 / n u?) 
2% 
und 
a A j 7 du a : l 4 da Di 
(50) Fagen | i | ee , 
“+ (u* c*) R (x* + c*)* | 2c* (z* c*) lo 2c* 5 a+ c* 13 
. 0 0 


vilt sie auch fiir den zweiten Bestandteil und damit fiir ganz c, 


Schreibt man unter Einfiihrung der unendlichen Matrizen 


mit 


> > ao 
n*}* (m* —- r=)* 


4 ‘ . ~d : 
A, - ; n | ~ } n-T ei n\ . ) om? —___—_—__—_—— 


statt (46) in Matrizenschreibweise 

(51) a=y¥y A-a, 

so soll nunmehr gezeigt werden, da die durch Iteration entstehende Reihe 
(52) x Y A-y A?-y At -y 

konvergiert und also eine Lésung von (51) darstellt, und daB fiir diese Lésung 


const 


_* 
Ln 
| n 
gilt. 
Setzt man 
a 22 202 A (A 
&. a . r = O Gia Cc ) 
b b b = é ’ 
b 
mit 
47 ¢! Th 
A, yp » ; 
i - 1 ft at at (i "@- 


so geniigt es zu zeigen, dah wegen 


la* ¢ée. a4 (A: ¥), (A?- y), (A®- y), 


? 
die rechts stehenden Reihen fiir alle y = 1, 2, . . . konvergieren, wobei (A” - y), 
das y-te Element der einkolonnigen unendlichen Matrix A*-y bedeuten soll, 
und daB die Abschatzungen 


(53) a as (A-y), (A?-y), 


, 
hestehen, wo C eine von v unabhangige Konstante ist. 
4. Zum Beweise dieser Behauptungen benétigen wir folgenden Hilfssatz: 
Fiir jedes reelle nicht verschwindende c gilt 
20 5) 
(54) 8 s’ B = 


=<, (p* -+- c*)* 3c 


yt 1 
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Bei dem Beweise des Hilfssatzes unterscheiden wir die beiden Fille 0 < ¢< 2 


und ¢ > 2 (wir kénnen ja von vornherein c > 0 voraussetzen). 


c<2. Die fiir x > 0 definierte Funktion 


Sei also zundchst 0. 


f (x) (72 c2)2 
hat wegen 
3 2* r pa aS 12 x (2? c*) 
f (x) (x2 c2)3 J (®) (x2 c2)4 
r 


x =0 bis x =c verliuft ferner die Kurve y = f (x) 


Maximum; von 
Da man nun s zerlegen 


konk iv und von dort ah konvex gegen die r- Ac hse 


kann in der Form 


und aa weltel 


y f (x) 


lt, haben wir in diesem Fall die Abschatzung 
| 2 | 
(| + c*)* ' (4 +- c?)* 9(4 + ¢ 


Der rechts stehende Ausdruck ist aber tatsichlich kleiner als a8 Denn fiir 


hinreichend kleine ¢ ist das sicherlich der Fall, wiirde es aber fiir andere c-Werte 


nicht zutreffen, so miiBte es ein ¢, geben, so dab 


| » 1 » 
l+c2)? * (442)? * 2(44+¢3) ~ 3e2 
las ist aber unmdglich, da die letztere Gleichung mit 
cé 4cé 33 c4 40 c2 64 = 0 


hbedeutend ist. 


Es bleibt also der Fall e>2. Man zerlegt jetzt s in 


lei 


00 


Ie} 1 j 

4 cl _ 4 
3D) s » M + : 5 I ; 
= pe tt |) i hee w=[e] +1 wrerT 


wobei [c] die gréBte ganze Zahl unterhalb c sein soll. 


Wir stellen nun fest, daB 


sein mub. Denn aus 
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wiirde 

e(y3—1)sey3 
oder 

wit y3 
y3—1 
also 
l 
[c]) —=c—e=se s* ie... 


folgen. Das widerspricht aber [¢] => 2. 
Versteht man weiterhin unter yu, eine positive ganze Zahl. fiir die 
f (uo) = f (#) 
fir alle ~« =1,2,... gilt (4% muB gleich einer der beiden Zahlen | = | oder 


tyes 
ce ] 


rT 


l sein), so gilt fiir die erste Teilsumme auf der rechten Seite von (55) 


3 
gen des konkaven Kurvenverlaufs von y = f (x) im Intervall 0< x<a 


Ww 
fe] —1 ry le) 
> 7 é zx ie l ' / zx tes L 7 a 
a (e+ a J (@+er°° 5 f (Ho) J @rer® 5 f( o) fi{ |) 

0 He 

fe] :, 

x le} 
iz — ee ; 
0 


Da die dritte Teilsumme durch 


x 


Jeo nd . 
» E < | ~ dx 
w= Te +1 (mu? + c*)? J (#@+eceyf 


[e] 
nach oben abgeschatzt werden kann, hat man insgesamt, wie behauptet: 


= 


& ae (1 , le 

. : (x? + c?)? 2 ([e]? + ¢2)2 ~ Ded ({ej? 4. ¢2)2 
(1+ Sr) 2 31+ G+") 

ga | 4 [c}* ) = 2c? 4ic}* 


0 
Lf... OS 02 5 
ra : 3) 64 & ~ Be?’ 


wenn man noch beachtet, daB wegen 


d (x + 1)*) aos — a — 423— 32? _9 (2 >0) 
dz a f x 
, , ({c] + 1)* ,.. : 2+ 1>* 9. 
der kleinste Wert von YO far ¢>2 gleich le on ist. 
[c]}* 23 8 


N. B. Die Abschatzung (54) kénnte natiirlich noch etwas verbessert 


. , l , ~ 
werden. Verf. kann aber nicht sehen, da® sogar ——; eine obere Schranke der 
z 


linken Seite von (54) ist, wie es von Marutev, allerdings ohne Beweis, be- 
hauptet wird. 
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Da nun nach der Schwarzschen Ungleichung 


= Ve _$ We. | = | a 





7 > -— <= SS 
" (pu? + c?)? ons we + c2 Ti + c2 a (yu? + c?)? ont (se? + c?)? 


a 


ist, so erhalt man bei Beachtung von (50) die auch fiir die weiteren Uber- 
legungen wichtige Abschaétzung 


(56) y Vu fe 3 8 x 1 3 
; pe (+e 4 of | 32 + 4 , 
wobei 

es / 8 

(57) é= V an 


eine Zahl ist, die zwischen 0 und 1 liegt. 
5. Um nun mit (56) die behauptete Abschatzung (53) zu beweisen, zeigen 
wir, daB 


(58) (At- y), < " 62t (¢(=1, y>1) 
: 


gilt, wobei c eine von ¢ und » unabhangige Konstante ist. Alsdann ist nimlich 


\ il ee ae ee : = Fee 
C. (A-y), + (A?-y), < y> | § fs) ) yo x 


Da aus (48) folgt, da®B a fortiori 
- 
(59) 6,1 < (y>1) 
\» 
gilt, wo die Konstante c von » unabhiangig ist, so ist bei Benutzung der Be- 
zeichnung 


At= (AQ), Ag=A,, (¢>1) 
(58) bewiesen, falls man zeigen kann, daB 
4 ] l ’ 
(60) > Ae < 6?# 
e=1 ' Ve \v 


fir alle 4 >1 und y=>1 gilt. Den Beweis von (60) fiihren wir induktiv, 
indem wir zunachst die Richtigkeit fiir # = 1 nachweisen. 


Es wird namlich 


fe ee Dei call 


5 
a *e Vo 2 =~ (yu? 4. g? y2)2 wae (yu? + e? 9)? 


u =1 
Da aber nach (56) 





oc 
." Vo 1 Ve _ f 5 
— 7 2 p2\2 4 —_— 2 2 3 5 
e=1 (Ht ee") e=1 (“ 4 o*) e* pw? 
e % 
ist, kann man fortfahren 
co 4g oO 
4 l ee . 2 1 4 r of , x I ax 1 
big a ae ae eee 


vo 2 3 a 2 2,2): ~ 2 3 5 5 
o=1 Vo a 63 gat OOM a t 3 ! $ 
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also 


Ist nun (60) fiir ¢ 1 bereits bewiesen, so ergibt 
ms nie § a ~~ abhnDh l 
‘ _ ‘ ‘ A; A 
a's lo ot Out | 
s" A“ I | §2 : 


’ lo - 


6. Wir fiigen noch folgende Bemerkungen an: 


folgende nicht zu gebrauchen ist. 
Da 


den gegeniiber (25) schwacheren Ungleichungen 


nun die benutzte Abschatzung 


b. 
| m 
ergibt, so sieht man, daB die Differenzierbarkei 


? 


der Funktionen f (x) und g (y) noch etwas get 


genugen. 


Denn man erhalt alsdann fiir die einzelnen 


d ee 
dé ee :)) sin (4 ¢) ynst | 


da wegen 


59) nach ( 


tsvorau 




























sich die Richtigkeit fiir ¢ aus 


\ at l) yw ry ] 

‘=! my | 

A2t 

Wire man mit der gegeniibe: 


(59) mehr besagenden Ungleichung (48) und unter Benutzung von (50) statt 
(56) in die Abschatzung eingegangen, so hitte man statt (58) auf 
(A! Y) 
schlieBen kénnen, womit man aber noch nicht die Konverger 
c (A- ¥), A* 

nachweisen kann. 

Die gegeniiber (59) schwichere Voraussetzuns 

c ( (y 1) 

laBt wohl bei Benutzung v: 54) statt (56) die Konvergenz dieser Reihe 
erkennen, liefert aber eine von vy unabhaingige Majorante, so daf} sie fiir das 


$7) und (56) sich auch aus 


Ln 


etzungen hinsichtlic] 


nildert werden kénnen 


Es geniigt vorauszusetzen, daB f(x) und g(y) in den abgeschlossener 
Intervallen (19) stetig sind, wihrend ihre ersten beiden Ableitungen lediglich 
in den offenen Intervallen (19) stetig sind und dort auberdem Abschatzungen 
der Form 

f’ (x) = g’ (y) — 
v(3) VG) 

™ const : a 

f(x) a ; yg’ (y) — ; (Os k< #2) 
(() —2*) (5) —#) 


Summanden in (26) 


const il 
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sin (2 4 1lé Ee . 
- 1 +2 ¥’ cos (29 &) 
sine 
e=1 
zunichst 
sin (2 4 1lé 
u Ms S1+2yn 
sin € 
und also 
sin (2 ys &) sin (2 4 1) € —sin (2p &) sin(2u+1)é 
sin & sin & . sin & 
sin (3 &) 
2 .- 2u | 
sine ’ 


t, so daB fiir alle w= 1 


Sve 


sin (a 


sin & 


gilt. 


Aus der bekannten Beziehung 


an 
. t 2 
sin ( } 
| ~ dt 
2a ph t 
sin ~ 
e o 
0 
- 
*"/sin(wé&)\*? ,, 
I | BS ) dé = 70 ph 
sin & 


U0 


folet dann weiter bei Benutzung der ScowaRzschen Ungleichung 


"Td? | eo AD aa : sin (u 5) \* 7s 
£ < £ c oa ‘onst - 
| ae flow €) in é| dg I | sine ) dé —_ | 
» daB tatsachlich 
Am const 
™ m? 


7. Es soll jetzt noch gezeigt werden, daB die durch (52) gegebene Lésung 
des Gleichungssystems (51), die ja wegen (53) sicherlich beschrdnkt ist: 

(a), <% (x unabhingig von rv) 
auch die einzige beschriinkte Lésung darstellt. Gabe es namlich zwei beschrankte 
Lésungen @ und @: 
so miBte 


a—a=A-:(a—a) 
und als 


a—a-=- At-(a —a) (¢=>1) 
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sein. Aus 


folgt dann 


co 
(a —%),|<2% Y' A?. (t¢>1) 

e=1 

Da aber, wie wir gleich beweisen werden, 
oo 
> = (t) 43 t ; - 
(61) y AY. (, a) ott (<1) 
; Y 


gilt, so folgt aus der vorletzten Ungleichung fiir t + o, daB im Widerspruch 
zur Annahme 

@=x¢ 
ware. 


Nach (54) ergibt sich zunichst die Richtigkeit von (61) fir ¢ = 1 aus 


oo 2.4 oo 3 oo 
vA 4° ¢ 2 —_— e 
vo 2 _ 2 2y2)2 2 2 n2)3 
e=1 all pny (+ My OS, (ow? + 0%)? 
4? e@ ; 2 1 y2 es 7 fe 43 
n* ee ew 9x* 


Aus der Richtigkeit von (61) fiir ¢t 1 folgt aber 


all — (t—1 
, (f) ’ , —i) 
Ae = > L Ave A 











—_— 
o l e le 1 
42 ef : ‘. At) G2 " 13 
¢ aw ew ws TOL TH 2 G2)? (72 +. 22 02) 
w emi eul rn (8° + &* o*)* (t* + &* 0°)? 
Pet Ate 3 a . 0 
2 va 2 2 gt) 2) 2 p2)2 
Je cai Tee; Phe” (t e* o*)* 
4? et 2 x At-) ge " tT 
me Set me =, (t* + e* 0°)? 


fet 4 Sye-y_ # {8 \t—1 43 \t 
nm 98m, ”° (On? \9at)] 9 2 


8. Nachdem wir nunmehr wissen, daB das Gleichungssystem (46) eine 
eindeutig bestimmte beschrankte Lésung a; besitzt, fiir die sogar 


const 
* 
a |< 
\n 


gilt, kénnen wir nach (45) die zugehérigen a, angeben, die der Ungleichung 


on. &O _ const 
a, Sin |—-}|< Va 


geniigen, da cos (*") = cos (va) = (— 1)” ist. 


Berechnet man zu diesen «, nach (42) die zugehérigen B,,, so besteht fir 
sie wegen (25), der letzten Ungleichung und wegen (53) die Abschaitzung 


| Bm Gin ("") “ const, tm \n const 
Bu S - + cons ; = < 
2 m tm (m?* + n*) \m 


g 
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die so berechneten Werte «,, und £,,, die offenbar das Ausgangsgleichungs- 
system (41) und (42) lésen, geniigen also, wie behauptet, den Ungleichungen (43) 
und stellen auch nach Punkt 6 dieses Abschnittes die einzige beschrankte 
Lésung dar. 

Da das Gleichungssystem (41), (42) hinsichtlich der «, und ,, gleich gebaut 
ist, hatte man natiirlich auch zuerst die B,, und dann durch Einsetzen die 
x, bestimmen kénnen. 


9. Ks soll nunmehr verifiziert werden, dap die mit diesen Koeffizienten ge- 
hildeten Reihen (32) und (33) fiir u und v tatsdchlich das Problem (I) in dem 
hier betrachteten Falle lésen. 

Zunichst erkennt man, daf} diese Reihen und die aus ihnen durch beliebig 
oftmaliges formales Differenzieren nach x oder y hervorgehenden Reihen in 
jedem ganz in R enthaltenen, abgeschlossenen, seitenparallelen Rechteck, 
und damit auch in jedem ganz-in R enthaltenen abgeschlossenen Bereich, 
absolut und gleichmaBig konvergieren, so dafs in jedem solchen Bereich die 
Funktionen u und v beliebig oft nach x oder y differenzierbar sind. Dazu 
braucht man nur zu beachten, dali wegen 


e ne = - j nb / g ~ [ 9 
tg ("") = Ctg (ve) < Ctg (cre), Ctg (" ) = Ctg E™) < Ctg (=) (v -1,u>1) 


. j 
é 


ae -(/na ~ e{mb . — 
die GréBen x,, Cof ( ~ und By Gof ( - ) zusammen mit den GréBen 


noe na iis mb tee ” 
a, Sin | < und By, Sin ( . gleichmaBig fiir alle » und m beschrankt 


sind, es gilt sogar genauer 


- ~-({/na const . {mb const 
(62) a, Cof ( - : By, Co} | = ) : 
= | n = | ™ 
. ’ -% _@ ‘ 
und daf daher unter anderem z. B. fiir 7 <-~ <-; Abschitzungen von 
der Form 
\: — \ oj (nm x) 
a, nt Col (nx) < const nt 
= - i cic [ma 
Gof ("5-) = > @— th) 
< const Pp we = 
\" mn \" Sin (n x) v=1 
a, ne Sin(nx) <vconst ni 
< = <_ na 
’ 1 ’ 1 + 
Zin ( = 


fiir alle t>0 bestchen. 
Da die Funktionen wu und v ihrer Herkunft gemaB [vgl. (31)] in RB offen- 
bar den Differentialgleichungen 


9 cu cv 
(9) oy Ox 
und 
(11) jy =0 
mit 

Ou am 
(10) x =e 
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geniigen, braucht nur noch das Erfilltsein der Randbedingungen geprift 
zu werden, da sich die auBerdem behauptete Beschranktheit von u und 7+ 
in R + S gleichzeitig dabei mitergibt. 

10. Wir beginnen mit den Randbedingungen (21). Wegen der Symmetrie- 
eigenschaften der Reihen (32) und (33) kénnen wir uns darauf beschrinken. 
nachzuweisen, daf fiir irgendeine Punktfolge (x,, y,) (oe => 1) aus R, die gegen 


ja j , . 
einen Randpunkt | ; ,y*) \\y* >} konvergiert 
(63) lim u(x,, y,) = 0 
gilt. 
a , 
Da firO< 2 (auf solche Werte x kénnen wir uns beschranken) wegen 
a {na = 
= €tq|—-) => x Ctg (n x) 
_ l (2ux)8 
5 Sin (2nz) nx =|2na = eee na 
f | ‘ ~ i - - ~. 
es ist ja x Uta (nz) ——— - 0 
1* az | 8 ) Sin? (n x) Sin? (n x) 
fir x > 0} 
a Gin(nz) Cv} (nz) 
2 - 0 
. (na - .-(na\ 
-—trt ‘ 
cim|—; Coj ( >| 
gilt, haben wir 
vj (n x) a Gin(nz) a Gin(n2z) vj (n x) 
x —2z 
war ee oe na - + na . {na 
: Co} ( “ Sin ( - Sin ( ’ Coj ( : } 
(64) 2 i 2 » 9 
a n(— —z2) nt. ~o le ot 
f - - ré > { re = 
> » 


wenn man noch beachtet, daB 


| 4 2nz I P Zaz 
1 und l 
a a 
2n 2n 
l r > I ¢ 2 
ist 
a 


Nach (54) ist dann zunachst fiir 0 < zr: 


(65) Xn | Cof (n x) . Ctg | — ) Sin (n x} cos (n y) 
a 
const { a nis | const 
n rie - 
n? | = 


wenn man beriicksichtigt, daB fiir alle z > 0 


l 


(66) se7* < 


gilt. Da die linke Seite von (65) aber in x gerade ist, gilt diese Abschatzung 


. a 
auch fiir alle x mit 0O< ‘2 


» 
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Da nun nach (65) 


oo 
, . a ~ na ~~ 
Zz Ge | x Cof (nx)— ; Ctg | = ) Sin (» 2) cos (n y) 
v=] 4 \ 4 
? + S gleichmaBig konvergiert, erhalten wir 


in t 


lim ~ XL, | 2, Coj (n x,) - 5 Ctg > ) Sin (n r,)| cos (ny,) = 9, 


so daB fir @ © der erste Teil der Reihe (32) fiir u gegen Null geht. 


Die einzelnen Summanden des zweiten Teiles schatzen wir in R S fol- 
gendermaBen ah: 
ie ] b mb . : 
Bm y Sin (m y) - sage Cig ( = )) Coj (m | sin (m x) 
”% yA v4 J / 
const vj (m y) const Sin (m y) b €oj (my) 
; m t 
3 _.f{mb ; - . ,fm6 © una mb 
m* (So) ) m-* Wo} Sin ( 
2 2 a 
Wegen 
o ian . -{mb\ a a mb 
, Co} (m y) Co} = y Sin (m y) Sin ( _ 
ist dann weite1 
Sin (m y) b vi (my) b C€oj(my) Sin (m y) 
t m t 
mi y _.{mb PAs mb\ ot mb 4 .{mb 
Co | = } Zin ( = Sin ( 5 Coj ( 5 
mb { Cvj (my) Sin (m y) {ib Sin (m y) 
—_—_—— + m D 
2 Pr mb _._f{mb \> y) ._.-{mb 
Sin | = Co ( - ) Co ( = 
, ' : : b. 
Beschranken wir uns zunichst auf y-Werte, fiir die 0 < y < = ist, so folgt, 
da der Ausdruck 
(oj (m y) Sin (m y) 
P: mb _.{mb\ 
Zin ( - Co} |-5 
b ° 
im Intervall 0< y< , monoton fallend ist: 
Coj (m y) Sin(my) | l 
mb . .f{mb ~ tae 
in ( : Coj { > S n( _ 
Also erhalt man 
Ps , b 
67 Sin (m y) b vj (my) mb l , (b . Je m(,, —y) 
{ 1 eee. SS < a} n — = 
pay me _.f{mb . oe mb 2 mb ( 2 y 
Coi( = Zin ( “ Zin > 
Nach (65) hat man dann insgesamt 
b mb b . const 
(68) Pm \Y sin (m y) -— ( ‘ Ctg ( . )) Coj (m Wj sin (m 2) | < ; 
: m 2 ; < m* 
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Das ist zunichst nur bewiesen fiir 0< y: ~ . Da aber der links stehende 
Ausdruck in y gerade ist, gilt (68) auch fiir alle y mit O< y ; : 
Da nach (68) die Reihe 
E Ba y Sin (m y) — = ; Ctg st }) Cof (m »| sin (m x) 
in R + S gleichmabig konvergiert, gilt wegen 
lim sin (mx,) = sin | = )=9. 


»—> 


-4 one l b.. mb — 
lim 3 Bn }Ye Sim (m ¥o) —(. + 5 Stal “S )) Gof (om y,), 
, 2 2 


sin (m x,) 0, 
>= TT : 

so dal} zusammen mit dem vorerst Bewiesenen die Randbedingung (63) 

erfillt ist. 


ll. Um schlieBlich das Erfilltsein der Randbedingungen (20) nachzu 
weisen, bemerke man, dai wegen der in R + S gleichmaBigen Konvergenz 
der u und v darstellenden Reihen (32) und (33) fiir Punktfolgen (2,, y,) baw. 
(x,, ¥,) aus R mit 

(x,, ¥) ( t 5 y*), (a9) Pa (xc*, i= 
die Limesrelationen 


~- l - b - m b a may 
lim v(z,,y,) =X Bm : Coj (m y*) — , Ctg{- ) Sin (m y*) cos (" 
- m . 2 ' 2 2 
“ l - -{/na na ! : : 
Ss” x, | Coj | : } } | sin (n y*) . 
= n | = : ~ na { ‘ 
Zin | = 
4 »e @ sa na \ ~. F nb 
lim uw (x.. 4.) = X, | * So) (x a*) = Ctg | - ) Sin (n r*)| cos { - 
> x rel . - - ' - 


’ ) l . -f/mb mb l 
p Pm | Co} ( > } ? = | ole (m a2) 


, m 2 2 = mb | 
o zin (") 


bestehen 


Die rechten Seiten dieser Gleichungen, die man, ebenfalls wegen der gleich 
- . : 2 e b . b * 
maiBigen Konvergenz, gliedweise tiber y* von = bis = bzw. tiber 2* von 


ee oF ; ; : 
bis , integrieren kann, sind aber, wie behauptet, gleich g (y*) bzw 


f (x*), da sie mit diesen Funktionen wegen der von den Koeffizienten «, und #,, 
erfiillten Gleichungen (41) und (42) gemeinsame Fourierkoeffizienten haben 


§ 2. Eine spezielle Lisung des Problems (1) mit an den Eeken 
nichtversehwindenden Randfunktionen. 


1. Bevor wir das von den einschriinkenden Voraussetzungen (22) befreite 
Problem (1) behandeln, werde vorerst eine spezielle Lésung von (1) angegeben, 


le 
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- r, - > of. , - - a a ° 
deren ungerade Randfunktionen f, (x) und gy (y) fiir x > 4 5 bew.y rt 
beliebig vorgeschriebene endliche Werte F und G annehmen: 


(69 lim fy, (2) + F, lim gp (y) + G. 


Dabei werden sich fy (x) und go (y) mit ihren Ableitungen beliebig hoher Ordnung 
in den abgeschlossenen Intervallen (18) als stetige Funktionen erwiesen. 


Wir behaupten, dal} eine solche Lésung in Anlehnung an (31), (32), (33) 


lure] 
- r r Sin(nz) 1 Gvi(n2) a Cv} (nm x) 
(70) D, SS" t iy) Leos (nw 
a |» fna\ n> (na _, na ’ 
Coj( } Coj| ) Sin ( ) 
» > > | 
. A [y Sin(my) 1 vj (my) b (oj) (my 
E >" ( Lye} ———— ee = men COS (9 2), 
— = mb m* _ mb a 5 mb 
Coj{ 5 ) Coi( ~~) Sin{ ~~) 








7 Ov) (nx) a (nz 
(71 Ue D >’ | 1)’ Ia ——_—— eS COS (7% ¥/) 
+t | na , = na . 
Coif » } sin} » } 
~ Sin (m y 1 €o} (my) b €oj\ (my) ; 
E >’ ¢- Lyd = r ; = ; sin (m x). 
, caf mb \ m So | mo Sx :{ mb \ | 
Qo) > | Vo} | = ) Sin > 
om Q ) (am y b Sin m y) 
iZ v, k s Lyd y - — a) COS (72 ZT) 
- . {mb 3 * bee 
| ‘ PS hel 
Coj| = } Sin } 
. : Sin (n x) 1 €vj (nz) a €vi (nz) 
DS (—1) Ia = ; | sin (” y) 
— | caf na \ n cal na 2 ws fjna | 
Wo) > } Cof| > } Sin | » 
er st. wohel wiedet1 
2unx 2va 
m n (i ] } 1) 
a b ‘ 
f tzt ist. wihrend die Koeffizienten D und £ die Werte haben 
- D {2(2F 1G E tx (2G 1F) 
a b (nm? b) : : a (x* 4) 


Mit den Uberlegungen von S. 265 ist zunachst klar, daB die Reihen (70), 
(71), (72) in jedem ganz in R enthaltenen abgeschlossenen Bereich absolut 


und gleichmaBig konvergieren, und da dort uw, und vy beliebig oft nach x 


oder y differenziert werden kénnen. Da auch wieder die Gleichungen (9), (10) 


und (11) erfillt sind, braucht nur noch gezeigt zu werden, daB wu, und vy in 
R +S beschrankt sind und das angegebene Randverhalten zeigen. 


2. Von den beiden Reihen, aus denen sich das durch (71) gegebene wu, 


zusammensetzt, betrachten wir zunachst lediglich die erste 
a — (oj (n x) a Sin(nz) 
(74) uy ‘ ( 1 be a -- rr 4) 
+ + ra oe = na | 

Coj ( in ( ~ } 


» 
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P a oe ~ 
Da nach (64) firO< z7< > (u, ist in bezug auf x ungerade, es geniigt also, 


diesen Fall zu betrachten) 
" nie r P P 
Uy) < (5 _ x) ae Fs - x)— ——$—$___— 


gilt, so ist die Beschranktheit von u, in R + S unmittelbar zu ersehen. 
1 











, ° a 
Weiter ist nun fiir |x 5 
0 €oj (nz) x e@Z 1 9p BF 
» . . ft = v = —_— 
x J’ (—1) Tna\ ©os (ny) xz) (—1) =. aq COS (ny) 
r=1 Coj ( ) e=1 . aie 
= = é ws 
oo n(z 4 n (z+ “) ] tant 
= 2R} 3 (—Iy (e wT ade G ” ) | 
—_— —ne 
v 1 ] € 
a a\ x0 
| x n(x = aiz+—]) ii y . | 
eR) S (—1)'(e “" be : Je "=, (—ly eer. 
v 1 
. a . ° ° - ° 
Da aber fiir x < > die in der geschweiften Klammer stehende Doppelreihe 
absolut konvergiert, kann man die Reihenfolge der Summationen vertauschen 
de ° a 
und erhalt mit 5 =e 
oo = . Coj (nz) 
(75) x» (—ly cos (n y) 
— Coj ( ar 
x a0 niz 4 aiz-4 ‘| | 
cR, d' (—ly JD (—1)'[¢ ss ¢ 25 jeiny nav’ 
v =O y=] 
22 a ) . 
z ty a0 er 
b 2 ’ , e 
zh i—e »2 (—ly = 
r= @ ; (2- > tiv) iia 
] t t 
2x 
{ r - + ty 20 2aer 
‘ b vw {. ly’ € | : 
=o S (-2-$ +éy) 
I ‘ b 2 y o* ae’ 
e a 
da ja fiir|x < , 
22 a 
b (+2- 2 iv) 2Qaer 
¢ e <li 


ist. 
Die in (75) auf der rechten Seite stehenden Reihen konvergieren nun 
sowohl in jedem Rechteck 
- b 
(76) ri< ; — é, ¥\s5 (0 < 6< > ). 


wie aus dem eben Bemerkten hervorgeht, als auch in jedem Rechteck 


lun 
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l . ™ 
(77) ris$- |yis5-4 (0<5< 5) 
absolut und gleichmaBig, da in (77) 
l l 
— +2—-~ iv) 3 = (+ s=— = + iy) j 
| ; t onaev x (1 F b c—2ner') 





Ww 


2a: (b * 
I cos b (5 5) 
fiir alle »’ > O gilt. 


Fiir irgendeine Punktfolge (x,, y,) aus (77), die gegen einen Randpunkt 
a . 
(+ =, y*) konvergiert : 


} = 
(78) (z.. #) = } = : y*) y* \< 4 _ 5) 
. @) v4 


wird also gelten?®) 














. =. Coj (n x9) ae) 
7 ; . a r cos 
(79) lim {z, > (—l!—jynua Yo 
»—> ox | ' 1 Co4 ( : 
32% . x 22aer 
iv . , 
~ 4 al. b ‘ (—1l)"— — — 
he 1 0 iy* ‘ 
] e eo 
22 x —2ner 
iy* . , é | 
1 eg 2784 b » (—ty 22 
vr =0 iy* . 
! Pa me | b , Qxer 
_ a 
iv 
b 
a > | é | — 
T 9 HK — —— 7 
- _— iy* 4 
i .t.% b 
. ° lin a 
Entsprechend findet man zuniachst fiir ' x) <= 
x ~* oo nz n 
a ’ Sin (" z) a ’ = tool 
(80 ‘ wo BP nen KR) v (—1LY ' - , 
isa (—1) 7 cos (ny) 5 anes (—1ly~—- — 
= in ( 3 1 gees 
i xc _{ ni{z- 4 n(z + ¢) iny ‘es —ner'| 
Ri » (-—1) (e 2/_—e 2 Je aw e 
2° <, r =0 | 
' 
2a | ) 
S—-— + tf 20 —22er’ | 
a R in 7) 2 a + 
2 — 22 adi | 
’ 0 : j b (2 = + ty) ner’ 
22 . 
b {- g-== + iy) ee e 2aev 
€ i 2Q2 i. a +¢ | 
= —i- 
rae ® 2 vy) —2nev’ 


10) Es gehdren hier, wie im folgenden Text, immer die oberen oder unteren Vor- 
zeichen fiir sich zusammen. 


Mathematische Annalen. 121. 19 











KURT SCHRODER 





“4 
la 4 Sin (mn 2p) e = a 
Sl) lim Ss” (— 1)———2 cos (ny) Sm 
ya : ‘ on 
a Zin ("| . * iy® ' 
. 2 lie? 





Nach (74), (79) und (81) gilt also 


(82) lim wu, (z,, y,) = 0. 


3. Aus der gleichmaBigen Konvergenz der Reihen (75) und (80) in (76) 


{ 


folgt aber, daB fiir irgendeine Punktfolge (x,, y,) aus (76), die ge 
b a 
Randpunkt (2, t -«} { r* 


ven einen 


6) konvergiert. 





j i 
‘ , * * 
83) (%or Ya) > {2 t= { a > 7 0) 
gelten wird 
. (vo) (n z*) ( 
(84) lim uy, (2,, Yq) s zy? — | w, (x*), 
Ss : in) | _,fna Sa na 
o— ’ (6 os. 
Co | e ) Sin{ 
wobei ausfiihrlich geschrieben 
22 “a 
ly =| x ‘ Qae 
~ b 2 ’ 
(So) et, (x) rie” s ( ly’ " — 
— or a 
i r 
,? 2/ 2 
- @ . Qaer 
) ” ; P 
P >” (—1) 
—_ =% a 
{ r 
, b 2 2a 
i f ‘ 
; = 1,4 Qaer 
a I, b 2 . € 
9 hut 2a | a 
| = (e—*) _,. 
l f ‘ 
22 a P 
r x ater 
h 2 ‘s ¢ 
— 2a a | 
’ % Z = I i 
¢ 4 7 ( = 


is 
An der letzteren Gestalt von w (x) kann man erkennen, dal} 
» ’ b 
(86) lim w, (2) 
22 
a 
I > » 
a 
y 


a 
ist. Denn es wird z. B. fiir x + | (w, (x) ist ungerade) 


( ‘* > | } 
lim w,(7) = lim |(rx— ‘Je’ ee 
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22 a 
j {2 a] x P 2aer 
) 2 - 
lim rie e tu 
-t 27, & 
r—> > ; b | 2} 2: 
In 
j r p ae | 
) . ; ee Se 
. | peal ( 1) 22 a | 
o r } 
b 2 Qa 
l f f 
x ver x 2ae 1) | 
a ° é ‘ 
- (— ly — (— ly *! —_$_____ —_— 0 
4 | ful 2a7e _— 2a 
> 1 | é a els 1) | 
i 
und ehense 
| 22 7} 
| } » - 
a bh , 2! ‘ oa 
lun G —$—_—_—_— — 
2? 22 a 
a - | {a 
1 b 2 Qr61 
= f ¢ 
Qa 
} U x P umer | | 
e” dy a iain es 
—_ in ae | | 
b ; 3) 2a,’ 
‘ f 
| x Zae(r’ + Ll) 
a | y’ f ‘ e oe 7 — 0 
2 | , fot —e Few +N) 
i< 
1. Weiter werde jetzt der zweite Bestandteil 
= ‘ 1) Sin (am y) (Sv) (on 4) b Cv} (m y) | ( , 
5 f { ae - — —$———er SIN (777 TF 
» at ” ..f{mb m ...{mb . mb | 
" Coj ( Coj | } in ( 
2 2 
on dem durch (71) gegebenen uy, untersucht. Da diese Reihe in dem Recht- 
eck (77) absolut und gleichmaBig konvergiert, so gilt fiir die daraus entnommen 
Punktfolge (78) 
( 
sé Me (x... ¥.) 0 
Der Bestandteil 
Rg \" ly | Sin (m y) b Coj (m y) | 
(Se Mo, ( “at — — sin (wa 
”s y+ Y .-{mb = « mb | 
" . Co} ( : S n(~; 


ist nach (67) sicherlich 


von Us, den wir jetzt zunichst betrachten wollen 
b ‘ : 
kleiner ist als 


ganz R S beschrinkt 


B. firO<sy< , 
Da (db 
j — ia y) 
, ‘ - 
| > y) = 22 /b r 
(— uv) 
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. . b 
5. Ebenso wie in 2. erhalten wir fir y . 
x ey , my 
, y3\ > (-—1) = 
l i_— mob “ne 
} ’ y 
, | ¢ , } 
. 3 ‘ \ l f af ‘ 
an 
4 ‘ 
, 
y3\—« y' (-1 : 
y ) 
4 
J+ . 
1 ‘ | 
, 2 l 27 
, 
| e * ; é 
ion ) ; é 
3S e * : 5 =e : 
> — ? t Da 
= | 0 ~ / r) 
. ? é 
hisiticihs : | 
o 
p 2 ox Tax | 
y r) 
f 6 = ‘ 


Da aber diese Reihen in dem Rechteck (76) absolut und gleichmabig kon- 
vergieren, erhalten wir fiir die daraus entnommene Punktfolge (83) 
90) lim us , (2,. ¥,) 
/ = = ] 
) a f } 
3 é a 1) 
, =) oF see . 
| e * | e * é 
Qn 
4 | a l > ‘ | 
Oi. - 2 - } 
- = ° 1 - r* - } 
| , l 5° 
22(2 i 
| - iz* p 
9bBie® ‘ 
22 - 22x (2 1) 
| e @ r 
~- i 
os —_— sin (m 2*) We 1 (ar*) 
i= = mob . 
- > a a 
Wegen der gleichmaBigen Konvergenz der letzteren Reihe in — = Y = 


gilt abet 


lim 





(91) 
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6. Fiir den restlichen Bestandteil 


‘ 
: 1 €oi (my) : 
92 — >” (-—1)" sin (m x) 
—_ — m > mb 
ial Coj | 
» 
b 
m u, erhalten wir zunachst fir | y > 
l b 
a | x j miy z miy = ~ 
93 ' I Ss’ | ])4 { ¢ ” 1. ¢ - é ale 
22 rms rT fe 


¥ (- 1" bog (1 +e * abi } 


vobei rechts die Hauptwerte der Logarithmen zu nehmen sind. 
Da aber in dem Rechteck (76) 


3! tog(1 +e 
{ 


rilt und auBerdem fiir alle yp’ l 
> 4 b 22x 2x 
i+ wy : iz * | 
log{]l +e ° ps ¢ s" é 
= fa 
a=. ! 
~ e é l 
S ¢ “Os _ an 
-—- = 
] , ] f 
nvergieren dort die Reihen (93) absolut und gleichmabig, 
lem ist erkannt, daB auch w,,, in R S beschriinkt ist. Mit dex 
te ale 
. . 
: ould 
94 lim wu Ua: Ua) —— & t I log | 1 + é 
> x =—1 ly oO 
2x 22x 
iz* _——~ 
>” (-)) ; log (1 e” é 
4 vu 
22 
r* . 
a a T I 
3 log (1 ¢ > ; > Ws 
1 In a 2 
d dahet 
~ . a 
95 lim W's » (2) ‘ 
a 
T~ + 


1)" ¢ m by’ 


| 
} 


und auber 
Folge (83) 
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Mit (90) und (94) hat man also 


(96) lim Uy (X45 Yq) lim (Uy, (o> Yn) — Me, 2 (Tar Yo)) 

> oO a oO 

~ I . a* 
6 >’ (-ly = sin (m x*) 4 w, (x*), 
ae Sin (mb) ? 2 
wobet 
- . a 
(97) lim wy (2) ; 
r+ . 


7. Nach (82) und (88) erhalten wir also insgesamt fiir jede Folge (78) 


lim Uo (2,; Yo) D lim u, (%,, y,) - E lim wu, (x,, y,) = 0. 


> CO o-oo om X 


wahrend nach (84) und (96) fiir jede Folge (83) 


(98) lim uy (x,, ¥,) = D lim u, (x,, y,) — £ lim uy (2,. y,) 
Dw, (x*) — Ew, (x*) = fg (x*) 
gilt. 


Da aber nach (69) 
in fo (x) t F 
a 


ra + 
- 9 


sein sollte, so gewinnen wir zur Bestimmung von D und EF mit (86) und (97) 
die Gleichung 


(99) D~ -E F 


Eine zweite Gleichung erhalten wir, wenn wir in der gleichen Weise wie 
u, das daraus durch wechselseitige Vertauschung von x mit y und von D mit 
E hervorgehende v, untersuchen. 








Mit 
~4 | (vj (m y) b Sin(my) | 
(100 v ‘ —lj"la — ——_———‘cos (mx 
) 1 a \ } |" sas (™ b S: Sies mb | ( ) 
Co} ( z ) Sin ( > 
und 
\" ' | Sin (nx) 1’ oj (nx) a vj (nz) | : 
Ue (—1l)"\z a — — - <r sin (” y) 
. ——$" | = na \ S 258 2 na \ | 
: smi; ) Coll; sin|-; 


ergibt sich zundchst analog zu (82) und (88) 


(101) lim v, (x, y¥,) = 0 
1—> 00 

und 

(102) lim ty (2,. ¥,) 0 


'—> x 
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und weiter analog zu (84), (96) und (86), (97) 


, , a oj (m y* 6 Sin * 
(103) lim Vy (Lys Yo) x l o}(my*) 9 Sim (my*) | =, (y*) 


; -.. {mb 2 a (me 
" | Coj ( 5) Zin ( _ )| 


und 


x 
(104) lim vs (2, ¥,) -a S* (—l) sin (n y*) + y* zy (y*) 
ou r=1 Sin (na) 2 “a 
mit 
105 li 2 Bo 
(105) ym | *1(y) -_ 
y—> _ 
und 
. . b 
(106) lim 2,(y) + —. 
atlas 4 
yt 


Wir erhalten also 


lim v9 (2,, Y¥,) = # lim v, (x,. y,) — D lim v,(x,; y,) = 0 


> oO oo @® o—>@® 
und 
(107) lim vy (x,, y,) = Elim vr, («,, y,) — D lim v, (x,, y,) 
’ > 2 , o-> © , : e-> @ “ , 


U2, (y*) — Dz, (y*) = go (y*)- 
Da aber nach (69) 


lim go(y) = +4 
b 


=> + 
os = 


sein sollte, so finden wir neben (99) als zweite Gleichung zur Bestimmung von 
D und £: 


(108) -E _ p° - G, 
2 4 


so dal, wie bereits in (73) angegeben wurde, 


D 4z@F — x@) E 42 (2G — xF) 
b (a? — 4) a (a? — 4) 


sein mub. 


8. Es soll nunmehr gezeigt werden, daB die durch (98) und (107) gegebenen 
Funktionen f, (x) und gy (y) in den Intervalien 


q b 6 
(19) — . ~¥ F~ ; bzw. —3+sy 


| 
I 
LS) 


beliebig oft differenzierbar sind. 


Da das durch (96) gegebene w,(x) offensichtlich in — ; $2s “4 beliebig 
oft differenzierbar ist, ist die Behauptung hinsichtlich f, (x) nur noch fir 
das durch (84) oder (85) gegebene w, (x) nachzuweisen. Aus (85) ist aber zu 
ersehen, daB nur die Reihenglieder mit »’ = 0, also 
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einer Untersuchung bediirfen, da der Rest Ableitungen beliebig hoher Ordnung 
besitzt, wie unmittelbar zu sehen ist 


Ausdruck, aufgefabt 


Da abe r der letztere 
im Endlichen Singularitéiten nur an 


ren die Nullstellen 2 


r 


als Funktion des komplexen 


Arguments 7, den Nullstellen der Nenner 
h ge der Zahler nicht wegheben 


besitzt. clit sicn £ 


ilso an den Stellen 


kb (A » + 2, 


regular und besitzt daher in dem 1 . etige Ableitungen 


beliebig hoher Ordnung 


§ 3. Allgemeine Liésung des Problems (1). 
Erfillen die in den Intervallen (19) zweimal stetig differenzierbaren un- 
die Bedingungen (22) 


(18) nicht mehr notwendig 


geraden Randfunktionen 
sondern ist etwa allgemein 
lim f (x) F lim g (y) Gy 
a 
o kénnen wir zunichst nach §1 dieses Kapitels das Problem (I) mit de: 


ungeraden und an den Ecken verschwindenden Randfunktioner 


109 
lésen, wobei f,(2) und g,(y) die rch (98) [mit (84), (96) und (73 
(103), (104) und (73)] gegebenen, in 18) beliebig o 
rbaren Randfunktionen der in 

Lésungsfunktionen uv, und v, sind. 
* (x, y) und 


die entsprechenden Lésungsfunktionen mit « 


den Intervallen 
\ bse hnitt ? hetr 


mit 
achteten speziellen 


differenzi 


Bezeichnet man 


r* (x, y), so hat man in 


110) “wir, y) u 
cine allgemeine Lésung unseres Problems. Dab diese Lésung in einem noch 
niher zu prazisierenden Sinne auch eindeutig bestimmt ist, soll im nachster 
Abschnitt gezelgt werden. 


Die allgemeine Lésung ist hier also mit der von der Theorie der Fourk 
reihen her gelaufigen Methode der ,,Abspaltung der Unstetigkeiten™ mit Hilf 


einer speziellen Lésung gewonnen worden. 


R, ‘ 
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$ 4. Eindeutigkeitsfragen. 

Den Betrachtungen iiber die eindeutige Bestimmtheit det Lésung (110) 
vir einen Integralsatz fiir die Lésungsfunktionen u und v zugrunde. 
bereits ym LAURICELLA™) angegeben und zur Untersuchung der Ein- 
gkeit der Lésung biharmonischer Randwertaufgaben benutzt wurde. 

Es sei allgemein R, ein einfach zusammenhangender Bereich, dessen Rand 
ius einer endlichen Anzahl von Stiicken mit stetiger Tangente besteht 
scien Funktionen « und v definiert, die dort mit ihren ersten und 


partiellen Ableitungen stetig seien und den Gleichungen 


‘ é i 
lo . 1; 1 j ‘ it) 
Cw ca x C7 oy} 
ive! Ve rst ht man unter w clic Zu cle Potentialfunktion v4 uy horige kon 
Potentialfunktion, die in R, S, den Gleichungen 
Z om Li y ct 
| 
: Ca Cy cy cz 


1d bis auf eine additive Konstante eindeutig bestimmt ist. so gilt 


i Cu é 2 | é cv \2 P 
me be i fi { a Vi dedy D {ul eV ds 


‘3 | / a Me 
i Ss 
j t Cu | Cu 
/ { } Cos (n, r) | iD) } cos (n, “) 
> ‘ ? ey 
iS 
| l u“ cv 
| { a) } cos (n r) { ) ce (uw. YW) 
? y 4 4 cy 
n die in das Innere von R, weisende Normalenrichtung verstanden. 


Der Vollstaindigkeit halber und seiner Kiirze wegen sei der Beweis von 
112) wiedergegeben. Das Integral auf der linken Seite von (112) zerlege man 
beiden einzeln weiter zu betrachtenden Teilintegrale 


( 


yd Ley Cea) + (es) + (ey) paren 


| / yee ¥ t { \° 2 iy duady. 


te Integral findet man nach einer GREENschen Forme! 

} (eu? (Ew\P, (2°, (fe ardy ai [fu An vAvidady 
) \ cy | 2 . | | . 

(R,) 


: b re (: COS (2, r) py OS (ny) | eo COS (2, XL) 4 “5, os(n.y))} das 


( Tavriesnia: Siche S. 248, Anm. 3. inshes. S. 206—209 
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Da nun nach (9) 


cj © 7 
lu Z 0 und ie — a 0 
ézx cy 


ist. so erhalt man bei Beriicksichtigung von (111) nach dem Gavussschen 


Integralsatz 


/ [ {x fur Iv}dady | |  ( lu =) n v| Ie ox) dady n 
{R,) (R,) 
if | cw éw | cs 
/ | u v dudy > ve cos (n, 2) — u@cos (n,y)} ds, 
| @y ex] : 7 J) { 
(RB) (R,) 


wenn man noch beachtet, dali nach (9) 


o o-, 0 


Man hat also insgesamt fiir das erste Integral 


LLM ey (ey + Ey + (Saray 


TR,) 
- f 1 ou ( l cu ( 
u) cos (n, x { m- } cos n, 4 
: z 2 oy y) 
(S,) 
l 1 ov s t < || j 
v -(5@ r 3 ay ) COS (m, 2) > 3 oa 


Fiir das zweite Integral kann man aber bei Benutzung des Gaussschen 
Integralsatzes schreiben 


l we cu \2 cr \2 ou cv 
[f (en) (ey 98t ef enas 
2 ey ox xr ty | ‘ 


(R) 
I sf cou cv c t c “ 

[fhe (ees)- Se t)e Sle )- (ei faees 
ee |é@y ey Cx cy C2 C2 oy ex}{ ‘ 
(R,) 

l cu cv 

u ( cos (n, ¥) cos (n, x)) 
2 cy . cy 


v( cos (n, x) = cos(n, y))} 4 


wenn mar noch beachtet, dab nach (9) 


Cu er or ou 
u “a 0 und rv +e . 0 
éy x? 
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ist. Mit dem eben erhaltenen Ausdruck fiir das erste Teilintegral zusammen 
ergibt die letzte Gleichung aber gerade die behauptete Gleichung (112). 


2. Unter R, werde jetzt speziell das Innere eines in R enthaltenen seiten- 
parallelen Rechtecks verstanden, dessen Seiten von den entsprechenden Seiten 
von R simtlich den Abstand d haben. Die im § 3 definierten Funktionen u* 
und v* besitzen nun, wie unter 3. gezeigt werden soll, die Eigenschaft, daB fiir 
den Rand R, von S, die Abschatzungen 


1 || du* év* a log d 
{ } t - s 
4) On : on is. +o \ 
und 
‘i 1 fin : const l 
(115) ;| U* $ V*i}ds; (0<a. =} 
P A d* < 


velten. wobei m die in das Innere von R, gerichtete Randnormale bezeichnet. 


Beschrankt man sich auf solche Lésungen u und v des Problems (I), die den 
in Kapitel I erwiihnten Stetigkeits- und Differenzierbarkeitsforderungen geniigen, 
und fiir die auBerdem die Funktionen 


“e— Uo» v- Vo 


(Uo, Vp ist hierbei die spezielle Lésung von Abschnitt 2) die Ungleichungen (114) 
und (115) fiir jedes in R enthaltene seitenparallele Rechteck R, erfiillen, so kann 


es auch nur eine solche Liésung geben, die also mit der in (110) angegebenen identisch 
sein mup. 


Nehmen wir zum Beweis dieses Eindeutigkeitssatzes im Gegensatz zur 
Behauptung an, es gebe zwei verschiedene Lésungen mit diesen Eigenschaften. 
Die Differenzfunktionen u** (x, y) und v** (x, y) stellen dann eine denselben 
Regularitatsanforderungen und den Ungleichungen (114) und (115) geniigende 
Lésung der Gleichungen (9) und (10) dar, deren Randwerte auf S identisch 
verschwinden. 


Wir behaupten im Widerspruch zur Annahme, daB dann u** und v** in 
R +S identisch verschwinden miissen. Man wende namlich (112) auf ein 
Rechteck R, an. Wir behaupten, da mit d -- 0 das rechts stehende Rand- 
integral und damit auch das links stehende Flachenintegral verschwindet. 
Zunichst gilt fiir alle Punkte von 8S, 
[u**] 5. | ; 
[v**]s, | 


const \d logd ’ 


denn es wird z. B. wegen [u*], = 0 


d 
**1. "out* 
[u**] 5. | - dn 
6 
{x = Abstand des Punktes (x, y) aus R von S], so daB nach (114), etwa fiir 


0 <d < 1, tatsachlich 
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d 
* log n | n 1 \\¢ 
fu**)> < const dn const | . (log n - ) 
. )n | 2 0 
v0 
< const |/d | logd 
gilt. 
Damit erhalt man aber fiir das Randintegral (112) bei Beachtung von (115) 
die Abschatzung 


> fu** [J#* 1 p** V**\ds <[\u** In Ph U**\ ds + [\v** ed V** ds 


(S;) (S,) (Sy) 
l l 
const yd logd > {0 XL « ). 
d* (d-%) 2 
wobei P und Q auf S, gelegene Punkte sind. 
Aus 
y g ; ** \2 7 ** \2 y ** ,** \2 
. j {Ou : Cr 2 ] Cu Or \ 
lim | | ( é, } i 1 . \\azdy 0 
d+o J. dy C2 2\ dz ey / i ' 
(R,) 
folgt aber, daB in R 
o u** a prt C u** Cc y** 
0 und 
cy cz coz Cy 


scin mulj. Also muB es drei Konstante a,, a), a; so geben, dah 


u** —a,zr+a, v**=a,y+4, 
ist. Aus 
[u**], = [v**], = 0 
folgt dann schlieBlich 
ay a, = a, 0, 
so dal tatsichlich, wie behauptet, in R + S 
nOO .. gt = 0 


sein mul. 


3. Es ist nun noch zu zeigen, daB fiir die Funktionen u* und v* die Ab- 
schdtzungen (114) und (115) erfiillt sind. 


Da in R nach (32) und (33) 


, eu® ~~ { - a a NGA\ oe | 
(116) ox = ay | Col (n 2) + n (x Sin (nz) = Ctg/ = ) Gof (m 2))} cos (my) + 
Y 1 ” a 


+ YBa af im y) — m( y Sin (m y) - Gtg (“5”) Gof (m 1))} cos (m z), 
“ 1 _ 


c*® » iia = t nt . 
(117) 7 ; »2 Bu Cof(my + m( y Sin (my) > Gta(")") Gol my))} eos (my + 
S “ 1 ’ - 7” 


na 
5) 


pags | Gof (n x) - n(xGin(n z)— > Ct ( 
. 2 


) Coj (n »)} cos (ny). 
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ou* 0 v* 4 | . a na | 
y , er 
(118) ~ ° = — 2 on n 4 Co} (x x) —3 tg ( 5 Sin (n "i sin (n y) - 


Dd Bmm ly Cof (m y) — - Ctg ( = ) Sin (m y)| sin (m 2) 
“ ] ” = 


ist, erhalten wir bei Beachtung der Abschatzungen (67) und (64) unter Be- 


/ 


. , : b 
schrinkung auf solche z, y, fiir die OS x < “ und 0< y< : 


9 9 


ist (was 


keine Einschrankung der Allgemeinheit bedeutet): 





c u* | 
a 
x ~ o n(>—2) 4 n 
; =< const P > € « + const 5 + 
0 u* r=1)n emt a na 
} Sin |—; 
oy 2 
a b 
a . n(— —2) a4 l m ( = —y) : 
+ const > — x) > | n € < +const » e 2 + 
4 r= p—1 )m 
~- | m b a m { : y) 
, . 4+ cons a v s * 
+const » a const ; y) 2 | me 
Pee in ( ” 
und 
= a 
ou* ov* a oe n(——2 
const x) »’ | ne (2-4) 4 
ey ¢ 2 % 3" 
- b 
b m (5 —») 
+ const | -; — y) PD | me . 
2 p— 
Nach der Scowarzschen Ungleichung ist aber 
- a eo ia , 99 ($ 
Y — 2 j — = 2% “ —n r —2 
(119) ;_!, "5 Je / 1 . \s ) lye =~") 
———e - —— n j — 
, 1 | n y 1 ’ 1 


und 





x a . f 7 a + 2 \ 
(120) v | a. ols sa J / Snes —z) / y . nl; x) a const - 
o=1 amy r 1 (V a -2) 


1 
so daB aus den vorstehenden Abschatzungen tatsichlich die behauptete Ab- 
schatzung (114) fiir u* und e* folgt. 
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Weiter werde gezeigt, dab fiir die mit u’ und v’ nach (113) gebildeten Aus- 
driicke U* und V* die Abschatzung (115) besteht. Es wird zuniachst, falls 


a b 
man --—d=a, und ; —d = by setzt, 
a] a7 
. ' . ; » f | eu® 
{|\U* V*\} ds: / w* \y b dz é | dix 
= y d) 4 Cy y by 
(S,) — Gy —44 
aq ba 
a * = ad * a 
cu ct cu ct 
| dx | dy 
, o2 CY (y=by) A C2 CY (r=4)) 
ag — ba 
by by 
‘ < . 
cr? 
| w* \(, a,) 4 y+2 | d y. 
: , ’ Ox (z=a,) 
ba - ba 


Da aber nach (116) und (117) 
2 a nix Gin (nz) a Ctg | - ) Coj (n x)} cos (n y) 


= os 2 mb\ . . 
2 >” By m | y Sin (m y)— 5 Ctg | 5 ) Coj (m y)} cos (m 2) 


fel 

ist und wegen 

o., 2& O° 9° ‘ oy - 

Z - a,, Coj (n x) cos (n y) + 2 B,,, Eo} (m y) cos (m x) 

5 vs cy r= ; Peas 
fiir w* 

w* = 2 »' a, Sin (nz) sin (ny) —2 3’ B,, Sin (m y) sin (m y) 
r f4 1 


gesetzt werden kann, hat man bei Beachtung von (119), (120), (64) und (67) 
nacheinander die Abschatzungen 


a a 
d 1 
a \ 
° - . = | n\— x) 
| oO” ly by) EE const / p é « d r 
‘ J v=] yn 
aq 0 


const | DS By Sin (m bq) sin (m x) dx 


- lu l 
a4 
a 
_ a ——— 
F loss —=) atr e 2 
const | —_—_—————- dx + const | » Bm Sin (m b,) sin (m 2) dz 
: a J |= 
v0 | — zx ay 


20 
< const + const | bs e—2md . const | logd|, 
ye 1 
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a 
ay 2 
° ‘  — a 
S ou* fla > —n\|— —2z 
/ ; dx < const | (5 — x) yr lne (2 ae. 
J | @y w=by J \2 J 
aq ° 
Re in ingle Ae Seaeelve elem ace ' 
P , © 2 D ~~: ° 
const J | » Bum {b, Coj (mby) — 5 Ctg( 5 ) in (mb4)| sin (mx)| dx 
ay ‘v= 7 * 
a 
2 
, dz F we omd 
const / ——a~—ee | COnSt > me—2™¢ < const 
J a pol 
) zx 
V3 
und 
Gy : 
ou* OC v* - n 
/ 7 a , dx < const 5 Ul = 
: Cz Y y=bg — a 
ay ; men Gals 
a 
5 i a 
a 4 —n r - 2 
+ const | (5-2) LYne (3 ldz4 
é - ’ 1 
_— 1. . a9" 
‘rs ai b mb 2 
x) L const | | > Bmm | y Sin (mb,) — = Ctg( = ) Gof (mb,)} cos (m x)| dx 
e a - : . 
13 = mn = m » 
’ ’ -md 4 ” me—2md 
x) const + const (5) po mb T bd » ; md) e-™ — d? » me ™ 
" t Sint ( M t Sin( ) n=l 
2 2 
const. 
Da alsdann entsprechende Abschatzungen fiir 
a oi gis Vin 1g 
cv f cu cv 
67 w* dy, | 5 dy, nem comme og di 
| (x= ag) @Y OX (z= ad) y | Cx OY \(r= ad) y 
b4 7 va ; b4 
sofort hingeschrieben werden kénnen, ergibt sich fiir uv* und v* die behauptet« 
Abschatzung (115). 
4. Zum AbschluB dieses Kapitels werde noch folgender Eindeutigkeitssatz 
fiir die Koeffizienten in den Reihenentwicklungen der Lésungsfunktionen (110) 
bewiesen, dessen Ubertragung auf die Lésungen der iibrigen Probleme (16) 
in den folgenden Kapiteln von Wichtigkeit sein wird. 
Ist allgemein h(x, y) eine im Rechteck R definierte Funktion der beiden 
Verdnderlichen x und y, die dort eine Reihenentwicklung der Gestalt 
4 Coj (n x) a Gin (nz) 
da h(x.y)= 3 Ay fe eee = {cos (ny) — 
1 ‘ * : 
' Co ( 5 Sin ( 5 
4 Sin (m. l Soi (m b Cvi(my , 
YB le in-(m y) Coj(my) 5b GCovj(my) | sin (mx) 
_~ a .({mb m _.{mb 5 «. Jee 
eel Coj ( 7. Co} |—-5 Sin|-5 
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mit 
2px 2va 
m , n 
a 


zulapt, wobei die Koeffizienten A, und B 
sind 


fir alle n und m gleichmaBig beschrankt 


m 


A,,| < const, B., < const 


n 
[die durch (110) gegebenen Lésungsfunktionen gestatten ja gerade Reihen- 
entwicklungen dieses Typs], so sind die Koeffizienten in dieser Entwicklung 
eindeutig bestimmt. 


Zum Beweise dieses Satzes ist zu zeigen, daf} aus 
(121) h (x,y) =90 
nur folet, daB fiir alle m und n 


A,=0 baw. B,=9 
ist. 
Da die Partialsummen der rechten Seite von (120) wegen (64) und (66) 


absolut genommen kleiner sind als 


x {@ x 
a “ nis r . l 
onst { — ) yi . ) const 3} 
2 os fod mb 
v=1 p= Sin ( 
- > 
b - m | _ y |) _ l —m| ud -\y)) 
const ( — ¥ } a - Lc¢onst >” € 2 
2 . on. =f. mm 
p=! h=1 
b 
) vi) b 
const + const log l ¢ a } < const log = - Yy 


so folgt nach dem Satz von ARZELA-LEBESGUE durch gliedweise Integration 
beider Seiten der mit sin (mz) multiplizierten Gleichung (120) iiber 2 von 


Dat en t 3 ’ . 
~ bis ne fiir alle y < = falls (121) gilt und man (30) und (40) beachtet, 
~ tmn >» {2a ma 
(122) ‘ A, - —— q/ = } cos ( a ) cos (ny) 
sant (m-* n*)* 2 . @ 
a B | Sin (m y) l vj (m y) 6 Cvj (my) | 
BY miy - = -(), 
- |" . .{mb m*..{mb 2 si (™ b 
Goi (>) Goi (“5 -) zin(—5-} 


Daraus ergibt sich aber nach demselben Satz durch gliedweise Integration 
b b 


iiber y von — - bis = 


fiir alle m. 
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Da dann aber nach (122) 
— 4mn 
a 

ry An (m* + n?)? 


Zo ( at )cos +) cos (ny) =0 
qT v - | « 


ist, so miissen auch simtliche A, verschwinden. 


a Iti. Das Problem (II). 
§ 1. An den Ecken verschwindende Randfunktionen. 
1. Mit den abkiirzenden Bezeichnungen 


fy (x) + fy (—2) + fe (x) +f, (—2% 
4 


fs (y) —fs(— 9) —faly) + ha (—y) 


, ) 
f (2) ,g(y)= z 


haben wir in diesem Falle die Randbedingungen 


6) u (x, ) =F (2), u{ x, o) =F (2), o( 5.9) =9(y), 
(123) = ™ 
v(- ; y)- — 9 (y) 
(124) u(Ssy) u(—< y)=0(z, 2) =o(2 ~ $)=0 


wobei von den in den Intervallen 
a a | b b 
—- +>. 2Zz> > unc ->5>2 Y= 9 


mit ihren ersten beiden Ableitungen als stetig vorausgesetzten Funktionen f(z) 
und g (y) zunachst wieder angenommen wird, daB 


on (125 1(- $)=1($)-0(- 4)-0(4)=6 


et, ist 
Wahrend wir fiir die ungerade Funktion g (y) eine Fourierreihe der Gestalt 
-— & 
q ( = >" — sin (n 
y= oe (ny) 
rit 
2a 
% = 
b 
und 
on > ( 
(126) b 
® n 


benutzen kénnen, l4Bt sich die gerade 
Reihe der Gestalt 


(127) fiz)= > 
w= 0 


Mathematische Annalen. 121 


Funktion f (x) in eine trigonometrische 


am 


cos (Mm 2X} 
U 


m») 
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mit 


(2u4+1)2 
m ’ {u > 0) 
a 


entwickeln, wobei fiir die Koeffizienten die Abschatzung 


Fs 
(128) a 


m 
m 


gilt. 


Ist namlich allgemein & (t) eine im Intervall 


axastsxn 


definierte stetige und stiickweise stetig differenzierbare Funktion, fiir die 
k(— x) =k(x)=0 
gilt, so laBt sie sich fiir alle ¢ dieses Intervalls in die absolut und gleichmabig 


konvergente Reihe 
k (t) » {c, cos (u + 4)¢ + d, sin (u + $) 8 
ye 0 


entwickeln, wobei die Koeffizienten durch die Formeln 


x ™ 


c - J cos (x » ) edt, d, ~ J e@sin (a t 5) tae 


x — 2 


gegeben sind. Man erkennt dies am einfachsten, wenn man zunachst durch 
die Fortsetzungsvorschrift 


k(t + 22) k (t) 

k (t) als stetige Funktion fiir alle reellen ¢ erklart und alsdann die damit ge- 
bildete stetige Funktion von tT 

L(x) =k (2r), 
die wegen 

I(r + a) =k(2742 2) k (27) = —lI (rt) 

periodisch mit der Periode 22 ist, in eine gew6hnliche Fodrierreihe 

oo 


» {e, cos (ot) + f, sin (oT)} 
- eal 


Co 


L(t) 


entwickelt und zur Darstellung von f (t) im Intervall 
tstan 


benutzt, wobei sich die angegebene Reihenentwicklung ergibt. 


2. Fiir die Koeffizienten a,, inder Entwicklung (127) ergibt sich alsdann 
bei den Voraussetzungen iiber f(x) durch zweimalige partielle Integration 
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a, 1 f S -s\ l\ 5, 
mm, I ("5 £) e08 (1 +g) Fae 
a 
l a ] l 
£ j £ . 
7m tax §) sin (4 >)é 
B+ 5 -s 
l d { a \. Po We 
—ay | ae lox é)} sine y)Eds 
ay ) 7 
] d { a | | 
z ae £ 
7 oe [ae {Css &)} 208 (™ »)§ 2 
e x(y x) 
| d { i. Ria ~ 
Bes ne | ae \! (ax &)} cos(u y) Eds 
£ *{o >) . 
l ad {  — ] i. 
sy | ae Van F)ieos(e + a) Fas 
mu =} “ 
so daB die Abschatzung (128) bewiesen ist. 
Da statt (126) und (128) im folgenden nur die schwacheren Abschatzungen 
am : by, : 
\m \n 
ch benutzt werden, so sieht man genay wie 2uf S. 262—263, dab wegen 
s{ m : 3 \( 4 (7 8 
/ - é cos tt / = H] 7m) i in| # a] 
—L ie — —__—__—__ 2u l 
ze- 8 > cos (7 7)| sin ( L) 
und 
. l 2 . l 2 
cos ( ~)é COs { >) z)| 
— —— BOE 7 — cee 8 Of 
$ jl | ‘ 
P COs 5} . Cos 5) (9) 7) | } 
0 


2: 
sin I w { >) | 
+ ]dy=22(2u+4 1) 


iiber f (x) und g (y) nur die dort angegebenen schwicheren Voraussetzungen 


gemacht zu werden brauchen. 
3. Entsprechend den Ausdriicken (31), (32) und (33) von Kapitel II erhalt 


ann ‘ : 
: man durch Differenzieren von 
tion 

20)* 

















290 Kurt Scor6OpER: 
‘. {= l a na si 
Dp -, ae Cof (nx x) — a? 2 Tq 2 Sin (n x) cos (n y) 4+ 


b 


™ 


7 ia l b . ; 
4 = Bm | s Sin (m y) — —— > Ctg ( 7 )) Coj (m y)} Sin (m 2x) 
a= = - 


nach x und y Lésungsfunktionen 


(129) u Pa a, |x Sin (n x) — ; Tq (“F-) Col (n x)} cos (my) + 
~ {a (] b mb 
& Bmi\y Sin (m y) - { =— += Ctq ( 5 }) Coj (m y)} cos (m x) 
n=O - - 


und 


~ F b mb\ .. 
(130) v= X' Bm \y oj (m y) F Ctq ( 3 ) Sin (m y)} sin (m 2x) 
—~ e l a na va , 
> ay, | x Coj (m x) ( = >. Za ( = )) Sin (n x)} sin (m y) 
, | = - 
des jetzt behandelten Problems, wenn man die Koeffizienten «, und f,, aus 
dem unendlichen linearen Gleichungssystem 


na ) na I 


2 - na 
Coj ( - )J 


nb ’ n* m in mb . ma 
= 5 ’ ot 
bb,, 8 cos = ) . Bm (om? 2)2 wom ( 5) } sin { 5) ‘ 


x, 6 Sin | 


(131) . 
mb mb ! 
Pm Jaf 2 *¢ = mb | 
sin (8) 
' ma. \ .: m* n na nb 
aa, 8 sin ( = a (mn? ny? Coj ( x ) cos ( z 
< » 1 T - 4 
bestimmt. 


Man gelangt zu diesem Gleichungssystem genau wie auf S. 256, wenn man 
noch beachtet, daB neben (37) und (38) die Integralformeln 





—_ n Co} x) cos (mx) + m Sin (nz) sin (mz) 
(132) | x Gin (nx) cos(mx)dx nSai (= 5) con dan haw oh ann 





m* + n* 
(m? n®) Sin (n x) cos (mx) —2 mn Eoj (n x) sin (mz) : - 
er =o - —— (m* + n* == 0) 
(m? + n®)? 

und 

r ‘ n Sin (mn x) cos (wx) + m Evj (mz) sin (mx) 

(133) | Coj (nx) cos (mx)dx : —— ; _— 

m-* n 


(m? + n* + 0) 
gelten. 
Um nun zu zeigen, dais dieses Gleichungssystem eine Lésung besitzt, 
fiir die 
(134) 2, Cof| 


» 


na const 


mb ) const 


/m 


und | Bm Sin ( 


\/n 








an 
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ist, und zwar genau eine, falls man sich auf solche Lésungen beschrinkt, fiir die 


na \ | an i med’ 
On Coj( - <const und |, Sin ( = ) < const 
gilt, miissen wir hier wegen einer charakteristischen Schwierigkeit, die auch 
bei anderen spaiter zu behandelnden Problemen auftritt, umstandlicher vor- 
gehen als in Kapitel II. 
Mit den abkiirzenden Bezeichnungen 


b due f ab . c 
oe a thy Gof “ cos ( 3 ), Bs, = Bm Sin = sin _ ) 


oj? z 


(135 (x)= — =a 
Sin z Co} z x 


und bei Benutzung der bereits in (45) definierten Funktion » (x) kann man 
statt (131) einfacher 


{na nb S na ~ ° n® m 
‘ - , y 
+ ne b, C > COs 9 5? 5) _ Bm 


2 2 : 3]. (m* + n®)? ’ 
(136) 
x 9 
a mb\ . ma 8 mb - m* n 
Pm = 4m 9 5 sin 2 a” 2 = (m? + n2)2 


schreiben. Wahrend aber die Funktionswerte 7 (x) fiir z >0 kleiner als | 
sind, eine Tatsache, die bei den Konvergenzbeweisen in Kapitel II wesentlich 
benutzt wurde, tritt jetzt die Schwierigkeit auf. daB die Funktionswerte € (x) 
fiir 2 0 gréBer als 1 sind, da f (x) wegen 
- 2 x Gin x Coj x 
t’ (x) = e. wis <0 (2 > 0) 
(Sin z Coj z — z)* 
fiir x + co (2 0) monoton gegen | abnimmt. 
Es gibt nun aber sicher eine solche positive ganze Zahl v,, daB fiir alle 


fiir die y>y, ist, die Ungleichung 


-( na l 32 
” 2 ) , N 


hesteht (iiber die Bedeutung von 6 vgl. S. 261). Es ist also y, so zu wahlen, dal 


(137 :( a 32 

. ) y 7 

; 6 ("1 b s 

ist. Von dem Gleichungssystem (136) lasse man alsdann die v,— 1 ersten 


Gleichungen weg und eliminiere aus dem restlichen Gleichungssystem 


{na nb 8 ./na <4 nem 2,2 
ae b | } cos ( — | 5 Br 7 — (mn = ' ), 
, " 2 2 b 2 - (m? + n®)? b 


3 mb\ . {ma 8 mb ‘. m2 n 
(138) B35, a, | = ) sin ( = )- n | > & ae 
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die £}, durch Einsetzen. Man erhalt fiir die aj (vy > ¥,) das unendliche Glei- 
chungssystem 


* -, na [nb 5 | na ~ mb . ma n® m 
an = bo ( } cos | See 2 ) Yann 3) sin( ) mt 


(139) ' 
64 na\' . ~ mb m 
) s at \n2r s n| . ~~ — 
ab 2 ——, | i. 2 (m? n?)? (m* r2y2 | 
64 na 4 , —< mb m* 
. y late § | 
x n- 7 
ab 2 ) all n | a " 2 (mm? n*)* (m? r*y2 | 
2Oonr 
(y Vy i b } 


bei dem die af mit 9 < v, — 1 inden absoluten Gliedern als additive Parameter 
auftreten. 

Aus diesem Gleichungssystem kann man aber wie in Kapitel II durch 
Iteration eine Lésung a, (vy >¥v,) mit den behaupteten Eigenschaften er- 
mitteln, die allerdings noch linear und homogen von den », — 1-Parametern 
a*% (vy < v—1) abhangt. Die Konvergenzbeweise sind dabei unter Beachtung 
von (137) wie an der friiheren Stelle zu fiihren. 


Setzt man die gefundenen Werte «{ (vy >¥,) in die »,—1 ersten Glei- 
chungen des Systems (138) ein, aus denen man ebenfalls die £,, eliminiert hat 
[durch die Elimination entsteht ein System von der Gestalt (139)], so erhalt 
man ein System von vy, — | linearen inhomogener Gleichungen fiir die », — 1 
noch freien Parameter a} (vy < vy, —- 1). Da aber die Koeffizientendeterminante, 


wie wir unter 4. beweisen werden, von Null verschieden ist. so sind die Para- 
meter dadurch eindeutig bestimmt. 
Nachdem so alle a} ermittelt sind, findet man aus dem zweiten System (136) 
durch Einsetzen Bn-Werte, die ebenfalls die behaupte ten Eigenschaften besitzen. 
DaB die mit diesen Koeffizienten gebildeten Reihen (129) und (130) wirklich 
das hier behandelte Problem lésen, verifiziert man wie in Kapitel II. Dabei 


. _ ¥ 
benutze man neben (64) und (67) fir O< 7 » folgende Abschatzungen: 
a 2 
Sin (nm x) a C€vi(nz) xia SGin(ma | 2 vj (nm x) 
(140) x 
2 na at na a . «= na r (na 
“tT Trl ‘ 
Sin | = ) Coj | 5 . Sin | ° } Covi | 5 } 
a > 
xa GSin(nz) (oj (mw x) 7 2 Cv) (mn x) 
ba - 2 
a ie na , i( na x .,jna 
- 1 5 is 
= Sin | - } Col | —> ) Co ( = 
a ) — , 
a ni z 2 a\2 n - zx 
r) « 2 n (| ) - nr?) Qe zi 
2 a 2 
a 
.- (a n\-, —2) 
5( oe x) e = 


und nach S. 267 unten 
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(141) * Coj (n x) =. Sin (n zx) 
xi, ("4 2 go ("2 
sin (**) oj (**.) 
- Coj (n x) Sin (n z) ($ , Sin (n x) 
9 
Sin ( ad ) Coj . ) r Cof ai ) 
{/@ 
a l a n(5—2) 
2 , na ; | = z) . F 
Sin ( = ) 


4. Ware nun im Gegensatz zu der pbigen Behauptung die Koeffizienten- 
determinante des endlichgliedrigen linearen Gleichungssystems fiir die », — 1 
Parameter a, (vy <¥,—1) gleich Null, so besiBe dieses Gleichungssystem 
fir den Fall, daB sémtliche a,, und simtliche b, verschwinden und es also 
homogen wird, eine nichttriviale Lésung. Aus (139) und dem zweiten System 
von (136) kénnte man dann eine nichttriviale Lésung «, B,, von (131) be- 
stimmen, die den Ungleichungen (134) geniigt. Die nach (129) und (130) 
dazugehérigen Lésungsfunktionen, die wir etwa fiir den Augenblick mit u 
und v bezeichnen wollen, wiirden also eine Lésung unseres Problems mit. ver- 
schwindenden Randwerten darstellen. 

Da fiir diese Funktionen aber, wie wir unter 5. 


zeigen werden, die Un- 
gleichungen (114) und (115) in der Form 





ou v |} log d 
(142) + - const e 
cn on (S,) | d 
und 
. — — const a 
(143 ({\O+iVisdes — 0 <«a- 
4 | j Fi 2 
(S,) 


erfillt sind, folgt nach den Uberlegungen von Kapitel II, Abschnitt 4, Punkt 2, 
daB u und » identisch verschwinden mii®ten. Da daraus aber, wie unter 6. 
gezeigt werden soll, nur folgen kann, da8 simtliche «, und simtliche B,, ver- 
schwinden, so sind wir zu einem Widerspruch gegen die Annahme einer ver- 
schwindenden Koeffizientendeterminante gelangt. 

5. Es ist 


-& join (nx) +n (x Cof (x x) — — Tq ( a ) Sin (n x))| cos (n y) 
C2 ; 1 ~ & j 


<> . b b , 
a | a }Go (my) — m (y Sin (m y) — 5 Ctg ( a ) Coj (m y))| sin (m2 ) 


| / 


ay D Bn {Go (my) + m (y Sin (m y) — - Ctg (" Cof (m »)} sin (m z) 


a 0 


“ 


a & {ein (n z)—n (= Coj (n x) — vd Tq ( "y) Si (n z)) cos (n y) 


vy=1 
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und 

ow ob = aue a na e . 

- S* x, vn} x Sin (nx) — = Tq ( = ) Gof (n x)} sin (ny) 
oy Cz cae = 4 


“4 - b PA a. 
x Buy, ™m \y Coj (m y) ; Ctg sen Sin (m n| cos (m x), 


so daB man bei Benutzung der Abschatzungen (65), (67), (140) und (141) wie 
auf S. 283 die behauptete Abschatzung (142) beweisen kann. 


Da 
zi oT 7 = — a na\ ~. 
so ‘ 2 >’ a, n {x oj (n x) z ss = ) Sin (m x)} cos (n y) 
ez Oy o—" 2 2 
4 ee mb 
2» Bm ly Sin (m y) + Cta ( ») Gof (m y)} sin (m x) 
“ 0 
ist und da wegen 
57 = n ae 2 YZ, Sin (n x) cos (ny) + 2 SX” B,, Col (m y) sin (m x) 
7 Coz cy m.° ; one : 


eine zu ¥ konjugierte Potentialfunktion durch 


x 30 
® = 2 3’ &, Col (n x) sin (ny) 4 22 Bm Sin (m y) cos (m x) 


n 1 a 


gegeben ist, erkennt man, wie auf S. 284—285, daB auch die Abschatzung 


(143) erfillt ist. 


6. Wir zeigen schlieBlich, dab aus @ 0, also aus 


4 _ awe 6 = a 
(144) > &, |x Sin (n x) . iq (*S ) Cof (nm x)| )} cos (ny) 
, 2 
oe ie ! m 
=. i ly Sin (m y) (. f Gta (™ . ) ) Gof (m y)| cos (m x) =0 
wu =0 = 


folgt, dab samtliche «, und Bm verschwinden. 
Durch Multiplikation der linken Seite von (144) mit cos (m x) und glied- 


i.) ws ; a : 
weise Integration iber x von — = bis . folgt nimlich, wie auf S. 286 bei Be- 
achtung von (132) und (133), daB 

a= na tmn , ma 
s %, Cof("5 ) , : sin ( . } cos (n y) 


= (m? +- n*)* 


a 


= b b 
> Pm 1y Sin (m y) © Coj (m y) z Ctg (", ) Gof (m y)} =0 


sein mu, so daf man durch eine nachfolgende Integration tiber y von- 
_ 6 . 
bis > erkennt, dab 


+ Baein(%?) 1-0 








Die eingespannte rechteckige elastische Platte. 


ist. 


Dd) & Coj 
1 l 


dai auch simtliche &%, 


V 


»\2 * 


( na 
n*) 


» 


4mn 


(m? 


erschwinden. 


Da also alle B,, verschwinden, so folgt schlieBlich aus 


ma : 
af 5 ) cos (ny) 
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= 0, 


§ 2. Eine spezielle Lésung des Problems (Il) mit an den Ecken 
nichtverschwindenden Randfunktionen. 


|. In diesem Abschnitt werde bewiesen, daB die durch 
- ~ Sin (n x) a C€vji(nz) ; 
(145 Uo > > 4 1)’ ha ‘ | cos (n y¥) 
— ~;,, [na 2 ("2 
cin > Co} » 
os Sin (m 4 l Soi (m4 b €vj (m y) 
Ev ( ely 4) Wo} (m y) ( ‘y) | cos (usa 
i , oat ae m ..{mb 7. mb 
I" Co} ( _ Co}(—> cm = ) 
una 
_ oj (m y) b Sin (m y) | ; 
—— s al S ’ 
(146 v,=E > (-1)) \Y ——s = — sin (m 2) 
pane Coj { in ( 
- 2 2 
— So} (m x) 1 Gin(nz) a Gin(n2z) ‘ 
yw / . | Qe Ss S | 
yg D _ ; I) } i na n . na S «ste ie y) 
” ; Sin ( - } Sin | — Co} |- 
gegebenen Funktionen uy (x, y) und v, (x, y), falls 
(24 l)a Qua 
m f (4 > 9), n (y>1) 
a b 
() u 
147 D i2(2F a@G) E 4a(2G aF) 
\ ? b (x? 4) : a (x?* 4) 
are ; 
ist, eine spezielle Lésung des Problems (I) darstellen, deren nichtidentisch 
verschwindende Randfunktionen f, (x) und gy (y) mit ihren Ableitungen be- 
liebig hoher Ordnung in den abgeschlossenen Intervallen 
a a b b 
> tS5 9 ¥Sy 
stetig sind und fiir zx = baw. y =, die beliebig vorgeschriebenen 
Werte 
h 
» (148) lim fy (xr) =F, lim gp» (y) G 
a a. 
rts yortis 


annehmen. 
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2. Fir den wegen (140) in R + S beschrankten Bestandteil 


ts — , 
7 Sin (n x a €oj(nz 
(149) u= J” (—1y {2 ee > ) cos (n y) 
. oi, ("4 2 605 ("4 
om 2 0) 2 
. = ° AL 
findet man namlich zuerst fir |x 
ox = " oo 2nev 
u,=27R f (34 oy Pa ———— ——_—______ 
v =O —( -z a iy) , 
! 2 ® 2 po 27er 
“*(-2 tiv) y e 2xer’ | 
e 2 z = ‘i. > 
= 2a : 
v =O , a (-2 > tiv) ae 
22 a . > 
z-—+iy oo . e7zmer 
«m/e 0 | 2 SS) ee 
“ | Fat 2x {z—- + iy) 
I a b ge 2760 
@, 
5 (-2-$ +iv) ox \y ‘ 2rer 
re a," JP aa 
P ' l 2? —#— gti) mew 
Fir die Punktfolge (z,, y,) nach (78) gilt also: 
4 2x 
; iy* | . iy* 
° a 
(150) lim w, (x,, y,) = = R{-* —, i = 0. 
e+ x - iv | ad 32 i ye 
I e? 1+e? 
Fiir die Punktfolge (x,, y,) nach (83) findet man aber 
: . Sin (n z* Soi 
(151) lim u, (x,. y,) = » | * sae . 25S } w, (z*), 
. tf pd 
o—> 0 tm) | Sin ( = ) Cof ( a } 


wobei sich wegen 





w,(x)=—2 
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ergibt, daf 


a 
; *~ 9 D 
(152) lim w, (zx) =— lim = he 
inn’ wc teu 
ist. 
3. Fir den zweiten Bestandteil 
© Si s Soj 
(153) u,= D (-— | mee... ' See _ : Gol (my) | cos (m2) 
“=O Go ("> - Goi (“-) . in(*") 
2 2 2 
von U, ist zundchst klar, daB wegen 
ma sf 
cos (* +) = cos (2 u + 1) 7= 0 
fiir die Punktfolge (78) gilt, daB 
(154) lim w, (z,, y,) = 0 
eco 
ist. 
Der Bestandteil 
oo Gin 5 
(155) Us,,= J (—1y {y a - we cos (m 2) 
a= - 


Gof (>) Sin (> ) 


ist zuniéchst nach den Bemerkungen von S. 273 in ganz R + S beschrankt, 
und da ausfiihrlich geschrieben 


x , 
= | b ‘ oo = 
¥—-s3 tiz ’ e 
i= —— _ a 4“ 
, Ilte® 2 e e 
a , 
~(—2—5 +i2) = Ly "Pi 
si 2 p a ) 22 Po » | 
pw’ =0 ‘(-2- 5 tia) _ u 
1 a# 2 m 
aml 
bw | (y- 3 t ia) ¢ * 1 
) } — 22 ? ST} 
M rs ‘ = (y— > tiz) satiees “ 
e - e 
n 
~ yp’ 
ea (-9- ; +iz) 5 .* 
pw’ =0 == (-—y- : +iz) - ae u’ 
l+e e 


so ergibt sich fiir die Punktfolge (83) 
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| { | » 7 me Y 


- 
P (2 4’ +1) 
— al iz* ~~ £ | 
(156) lim ty, , (25. Y,) 26K ie 5 > 3 anew 
> ox ‘== “* iz ad +1 | 
a £ 
| € é 
- ] 
> 4 ly —______ cos (m 2*) uw... (xr*) 
—< Sin (mb ‘ 
Daher ist 
(157) lim wg, , (2) 0. 
a 
Zz > + = 
Weiterhin wird 
a ~~ 1 oj (m y) 
(158) Bee s” - ly ———$_—_——— (Os (m Xr) 
ilies i m « _{mb 
Coj | = ) 
} y : ; 
a , f yy iz 
i a 1) aretg {ee 2 é } 
eee i 
0 
x b ) 
; { u iz 
s ( 1) arctg (e4 4 é i. 
vm 
denn fiir q 1 gilt 
x 
, l l | i¢ 
‘ Ly 2u+1 am q 
( ) G arctg ¢ log , 
oe su | d d 21 iq 
wobei fiir den Logarithmus der Hauptteil zu nehmen ist. 
Da nun aber in dem Rechteck (76) 
7 bo 
1 U \y—- o rts 
. a 
. u +iz he i - 
Siiarctg e¢ “ Iya log ~ _| 
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gilt, konvergieren dort die Reihen (158) absolut und gleichmaBig, und auBer- 


dem ist erkannt, daB w., , in R + S beschrankt ist. 


Fiir die Folge (83) gilt alsdann 
7 
iz* 
- . a "iz a | ie? 
159 lim ws, > (x... y,) R jarctg(ea” }} x! —. log — 
- = . , a 
ee n a 21 ize | 
] ie® 
a 
4 
enn fiir ein beliebiges reelles @ ist 
ie 3 } 1 
:' ia), — @ | ve \) ty - | %\\ _ # 
H {arctg (e'*)} =H |g; log } aa) sfa(s +4) x(¢-s)}=7- 
Mit (153), (156) und (159) erhalt man also 
R * a 
160) lim @» (%,, Yq) We, , (2*) - ; 
. * a * 
b (—ly — cos (m 2*) w, (z*), 
i. Sin (mb) } - 
wobei nach (95) 
> a 
(161) lim wy, (x) _ 
6 + 
zi— zt } 


1. Weiter ergibt sich fiir den nach den Uberlegungen von S. 269 in R + 8 


beschrinkten Bestandteil 


b Sin (my) | 

















‘ Coj (my ) 
n= Scils Ree 
=e |" - - {mo i mb j sin (m x) fiir |y|< 
. 5 + 
Cof ( 7 in ( = 
n , 
7% b 2 - “ 
\y tz) ms P ¢ 
) t a 2 ‘ s \s 
"" yS \° —_ ( 1) 22 b 22 
pan® ly -+¢2z) - ‘ 
l ¢ a é P é 
ad , 
1 b ) . = “ 
y +aiz . é 
ea \ 2 ‘ (- Ly 
pe 22 b 22 
p’ =0 (—y —+in) — ye! 
e 
bie 2 ; 
% , 
- hu 
1 b 
b | (y iz) & : é 
Silea 2 \ ; > 
2° Tz 22 . 2x 
> pw’ =0 (y +iz) - p’ 
] é S - ¢ . 
od , 
4 b z) co : = u 
y t 
ea , ¢ - ; : 
) pod 22 ‘ 2x 
nw’ =0 (-y +iz) - ul 
a 2 o e 
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so daB fiir die Punktfolge (83) 


an a 








iz* iz* 
; b e* b a” 
(162) lim ¥, (2; Yo) =+5 3 | = ¥3 3 | = -() 
o-oo - | iz* iz* 
L+e¢° b+-¢* 
gilt. 
Fir die Punktfolge (78) erhalt man dagegen 
n (y*— 2 co 4 e 
(163) lim », (z,,y,) =+ y* les 2! y* (- ly’ — >a: }- 
ec pw’ =0 ( P >) 
l e a . 
=( y* <) =) i ; oh 
pees) ¥ (-1)” —, a F 
0 , wee = uu 
e ~ € 
bf *(-3) & me 
_ _ wv é 
¥35 les © 
° ‘ l a \y- 3) € " 
ad * b os) ar - 
—ee@ y 2) i ‘ _| 
Tee 22 f. = 2x : | 
. 1 e® 2 e , 


y iy" Coj(my*) 6b Sin(my*) | 
0 


Gof ("> . ein(™") J 


= 2 (y*) 
» daB 
b 
, . a) a 

(164) lim 2(y)=+ lim ——_3,—5- =F 73, 

yt ys , ve 3) 
ist. 

5. Der zweite Bestandteil 
oo Sot in at 
a= ¥ 1} Coj{nz) 1 Sin(mz) a Gin(n z) | | sin(ny) 
y=1 


ein(**) ‘ gin(™*) * 6oi(*) “J 


von v, ergibt bei der Punktfolge (83) 


(165) lim v, (%,, ¥,) = 0. 


o--@ 
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Setzt man 





0 c.f ~: 
= 4 : o}) (m x) a Gin(n2) : 
(166) Ves} y” (— 1) - = | sin (n y) 
a } dai na 2 sac ("4 | ’ 
Sin(—; Coj | -> 
| 22 P a iy) o ° 2aer’ 
sad | b 2 _ ; - | 
—_ Qn 
‘=() r— @ 
‘ l ‘ b 2 tiv) ner’ 
Ss | ‘ 6, iy rons , 2Qaer | 
e b 4 } > te 5 a 
ya 
/ = () (2 O+iy | 
| q¢° = Plaats 
a | =a (a ~ iy) ~- oe 2%e 
Bie d ' 2 4. ok 
? | 2% (2 a iy) 
’ 
b 2 / 2aer 
l e ¢ 
2a . a iy) x ‘ 2ae,r | 
e 6 . & (—y =; 3. 
, 0 “—(—2 iy) 
b Jmey 
l a f 


so geht zuniachst aus (141) hervor, das v,,, in R + S beschrankt ist. Fiir die 
Punktfolge (78) erhalt man 


| all on ‘ 2Zae(2v’ +1) | 
(167) lim v9, , (x,, ¥,) + 2aBie s” —-— PY CPaer 
@’ < ) _ 2aeiy* —2xe(2v’ + 1) { 
> x ’ 0 ] - € € 
- l 
>’ (— 1) : ’ ‘ * 
a Y = sin (n Ze, . 
+ o, | Y Sin (na) (m y™) + 2951 (y™) 
St) dali 
(168 lim Zs, , (y) 0 
6 
9-> +> 
is! 
Weiterhin wird 
. bas 
. 1 Sin(nz ; 
(169) Ve, o > (—!1) : — ) sin (n y) 


ile 2 na 
r=1 Sir 
sin ( -) 


b 3 | a log (1 an 
© 3! S tog(14 
27 fz 0 


20 22 a 


P log (1 + gt ' ae raha sner 
‘=0 


wobei wieder die Hauptwerte der Logarithmen zu nehmen sind. 
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Nach den Uberlegungen von S. 275 ist Vv, 2 in R + S beschrankt, und es 
gilt fiir die Folge (78) 


= 7 b ~~ hae y* 
(170) lim vg, . (2,, y,) = S jlog l+e> )} } 4 t Zo, o (y*), 
>» CO ~ 
sO dal} 
- l 
(171) lim Zo, » (y) ES 
galinn 4 
aera 
ist. 
Wegen (167) und (170) gilt also 
(172) lim v, (2,, ¥,) t Za, (Y*) F Za; 2 (y™) 
P 1) I . * y* , * 
ta > | ) =~ ina) sin (n y*) + 5 t 2 (y™), 
; Sin 2 
wobei nach (168) und (171) 
me b 
(173) lim 2, (y) } 
"hs t 


Nach (145), (146), (150), (154), (162) und (165) hat man also insgesamt 


lim Up (x,, ¥,) D lim u, (x,, y,) + # lim uy (x,, y,) = 0 
und 
lim U» (24. Y.) E iim v, (x,, y,) — D lim v, (2,, y,) = 9, 


wahrend nach (151), (160), (163) und (172) 


(174) lim Uy (%,, Yq) D lim u, (x,, y,) + # lim uy (x,, y,) 
Dw, (z*) + E we (z*) = fy (2*) 

und 

(175) lim Uv, (%,, ¥,) E lim v, (x,, y,) — D lim v, (2,, y,) 


E z, (y*) + Dz, (y*) + go (y*) 
gilt. 
Da aber die Gleichungen (148) bei beliebig verschwindenden Werten F 
und G erfiillt sein sollen, so findet man nach (152), (161), (164) und (173) als 
Bestimmungsgleichungen fiir die Koeffizienten D und E 


als 


lie eingespannte rechteckige elastische Plattc. 303 


so dab, wie bereits in (147) angegeben wurde. 


ia (2F —-2G) . in(2G 4+2F 
D und # : ood. 


b (x? 4) a (xn? 1) 


6. Mit den Uberlegungen von S.277—278 erkennt man wieder, daB die durch 
(174) und (175) gegebenen Funktionen f, (x) und g,(y) in den Intervallen 
‘1 b 


a b ae — ; ' 
- r , baw. = y < 5 beliebig oft differenzierbar sind. 


Die in diesem Abschnitt angegebene spezielle Lésung des Problems (II) 
kann dann dazu benutzt werden, analog wie in Abschnitt 3 von Kapitel II, 
die allgemeine Lésung von Problem (II) herzustellen, die wieder in dem in 
Abschnitt 4 von Kapite! II auseinandergesetzten Sinne eindeutig bestimmt ist. 


IV. Das Problem (ID). 


§ 1. An den Eeken versehwindende Randfunktionen. 





‘ I, (a hy zr) fo (2X) le xr) Is (y) Ja | y) Ja ly) hs ( y) 
1 (x) — — —- q(y) - — - _—- 
4 4 
so haben wir jetzt die Randbedingungen 
b b ‘ a a \ 
(a, —) f (x). ul x, > } f(x), els. y) g (y), v| >> ¥) q (y), 
a a b b 
wis y) u | . y) vila 7 v(a >) 0 
wobei von den in den Intervallen 
a 7 b bh 
= 2 >» und a ¥s 


nit ihren ersten beiden Ableitungen als stetig vorausgesetzten Funktionen 


f(x) und g (y)**) zunachst wieder angenommen wird, daf 


- a m a 0 b 

{\—5) =f(5) =9(—5) =9(5) =9 
ist. Da dieses Problem einfach durch Vertauschung der x-Achse mit der y- 
Achse aus dem im vorigen Kapitel behandelten Problem (IJ) hervorgeht, 
kénnen wir sofort die Resultate angeben. 


Es bestehen jetzt die Reihenentwicklungen 


oe) 
; ’ m . 
} (2) p sin (m x) 
‘ l 
mut 
» 
2yun 
m (u = 1) 
a 
12) Ks wiirde wieder geniigen, die auf S. 262 angegebenen schwicheren Voraus- 


setzungen tiber f{ (x) und g(y) zu machen. 
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« 





und 
- 
Om m 
bzw 
ob. 
g(y) = Y —* cos (n y) 
, 0 
mit 
(2% l)a 
n — - (y 0) 
, 
und 
c 
b,, 5 
Durch Differenzieren nach x und y von 
~ a l a na 7 ; 
Dp Sy” a, |— Sin(nz)—(-, + 5 Ctg(~ )) Coj (nx)} sin (n y) 
_-~ in n* zn 2 
o 
. \ y . l aa mb x - 
- Pu | m Co} (m y) m* Im ~4 2 Can (me y)| Cos (mm x) 
ergeben sich die Lésungsfunktionen 
7 ‘ y na\ ~. ‘ 
ax 5a, | x Coj(n r)— 5 Cta| 5 ) Sin (n x) sin (ny) 
0 - - 
= . l 6 .._{mb\\ .. : 
- Bm {y Eoj(m y) { -_ 7 2G\ 5 )) Sin (m y)| sin (m2), 


fa 


x 


: aad S . mb — 
v= J Bm | y Sin (my) 5 2a\ ; ) Cof (m y)} cos (m x) 


x 


_ ] Cm a — 
a, |x Sin (nz) ‘= be Gig ("“)) Cof(n z) | cos (my) 


y 
— n | 
r= 


von Problem (II1), wenn die Koeffizienten a, und f,, aus dem unendlichen 


Gleichungssystem 


-.s{ea(%9)143_1 | 





: nb Fe n® m -{mb ma 
bb, 8 sin ( > >” Bus = Cof/ > } cos | 9 ). 
2 ous (m* n*)* y 4 y 4 
! 
8 - mb mb ] | 
Bua )Gin .)= oT | 
Coj( 
8 ma ~ m=? n a | nb 
aa,, cos ( 9 <,% (mn? ni)? om ~ ) sin ( ) 
< 


bestimmt werden. 
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Hinsichtlich der Auflésung dieses Gleichungssystems lassen sich wértlich 
bei Vertauschung von x mit y, also auch von u mit v, a mit 5, m mit n, a, 
mit f,, die Uberlegungen von Kapitel III wiederholen. 


§ 2. Eine spezielle Lésung des Problems (III) mit an den Ecken 
nichtverschwindenden Randfunktionen. 


Die allgemeine Lésung des Problems (III) kann mit Hilfe der speziellen 





0) Lésung 
a Sui (nz Si 
the D y ( ly a Go} (n x) : Cin (nz) | sin (ny) 
‘=o [ woi(%*) 7 ein(**)] 
2 | | 2 
E o (— 1) 5 Coj (m y) 1 Gin (my) 5 Gin (my) | sin (m2), 
ct |" .. {mb m _. (mb 2 . Tha 
Sin ( 3 ) Sin( 2 Co} > 
i’ ae S b €oj D 
=z > (—1p ly Sin =) Wo) ¥ | cos (mx) 4 
— Ya m ys * D 
x) = I | Sin( - ) Co} ( ; | 
7. \" ly - Sin (nz) : 1 €oj (nz) : “e5 losin). 
py -{/na = 
s=0 co (**) Coj ( ) Sin( - ) 
2 2 \ 2 
4n(2F + 2G) . 4n(2G —2F) 
D b (mm? +- 4) E a (n® + 4) 
angegeben werden, fiir deren nicht identisch verschwindende Randwerte 
lim fo(z7)= iF, limg, (y)=G 
Zz +5 | hema * ; 
gilt. 
en V. Das Problem (IV). 
§ 1. An den Ecken verschwindende Randfunktionen. 
1. Mit den abkiirzenden Bezeichnungen 
; lor 4. 
f(x) —hi@) + h(—*) —h (2) fa(—2) g(y) = f(y) +fs(—y) hal) —he(— ) 
4 4 A 
haben wir die Randbedingungen 
b b a a 
u(x. 5) =f(x), u(2,-—5)=—f (a), v( 5° ¥) =9(y) v(- 3°) g (y) 
a a ( b\ b 
u(S>y) =u — zy) =0(z, >=)= o(z, - 5) = 


wobei die mit ihren ersten beiden Abteilungen in den Intervallen 


b 


2 


b 
7 2 


TAN 


r< und 


WA 


9 
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als stetig vorausgesetzten Funktionen f(x) und g(y)'*) zundchst der Be- 
dingung 


#(— $)=#($)=9(- $)=9(3)=0 


geniigen sollen. AuBerdem muB nach (17) notwendigerweise die Bedingung 


a b 
(176) [ f(x)dx f g(y)dy=9 
a b 


9 ° 


erfillt sein. 
Fiir die geraden Funktionen f(x) und g(y) hat man die Reihenentwick- 
lungen 


. @ 
f (x) 5 ™ cos (m 2) 
are m 
mit 
(24+ 1)2a 
m - (u => V) 
a ‘ 
und 
p 
a 
mn m 
bzw. 
x 
, 6 
gly) Zz = cos (n y) 
r=0 
mit 
(2% l)x 
n (y 0 
b 
und 
( 
b 
" n 


~ l Gm na _ , 
@= Ja, Co} (n x) > Tq | = Sin (n x) | sin (ny) 4 
, 1 n n* an yA 
-- b mb , ; 
BI” Cot (1 . By ))¢ (m y)} sin (mx) 
= vm lm Co} (m y) | m* 2m 29 2 SU (mY) } ms 


i 


nach x und y erhalt man die Lésungsfunktionen 


x 


(177) u » a, |xSin (nz) - . Ts | he Coj (n x) | sin (n y) 


, , n| 
" » fo wet €. b me )) Si = 
=, Pm jy So} (my) — | = 5 Tq | 5) ) Sin (my); cos (m x), 


8) Vel. Anm. 12. 
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. pe b PA ais ’ 
(178) v= 3S By | y Sin (m ) he Tq ("~) Cof (my) sin (m x) + 


0 
-- {mat {| 6 oe na a — 
& Mn je Col (nm x) - = r 5 Xq | 5 )) Sin (n x) | Cos (ny) 


Man beachte bei diesen Ansatzen, dali iiber » im Gegensatz zu der 
Summation tiber ~ nur von | bis co summiert wird, so dal also der 


K oeffizient any (Mp ; von vornherein gleich Null gesetzt ist! DaB man 
b | 


das tun kann, liegt daran, daB zwischen den gegebenen Koeffizienten 
a,, und b, wegen (176) eine Relation besteht. Andererseits erweist sich 
dieser Ansatz auch, wie aus dem folgenden Text hervorgehen wird, als 


notwendig zur Bestimmung der Koeffizienten «, und f,,. 


Die Randbedingungen geben bei Beachtung von (132) und (133) fiir die 
Koeffizienten das unendliche Gleichungssystem 


= ; nob 4 n2m . -(mb ; ma \ 
1179) 0 bb, 8 sin ( 0 ) v B ; - Cof | ) sin ( )- 
2 — (m? + n2)? 2 2 
ye 0 f 

| na l — na | 

x,,6 ——- - Sin(“—) 

n 2 _{ na \ 2 | 

Coj (“> ) 


. (nb | n® m ont OL: ; m a 
bb, 8 sin | 9 a. Pa Cof ( = ) sin { - ), 


7°) ie (m? + n*)* 2 2 
180 
' | mb l =e mb | 
>,, a Sin | 
” } 2 4 mb 2 
Coj | . 
eo > 
ma 4 m* n ek Oe : nb 
aa,,+ 8 sin | Ss” a, 5 _ Coj{ sin ( 
2 — °° l- n*)? 2 2 
(y>l. wu =O) 
der mit den abkiirzenden Bezeichnungen 


me 


~-{/na nb = etc Ios ma 
an x, oj | 5 ) sin ——H B* = p Coj ( 5 ) sin ( = 
bei Benutzung von (135) 


. | Mya nab 8 ./ nea ~4 n2m 
(181) O 62 { 4 sin . ) t | J yd ps 
é . . p=0 


, a ° 
{na : nb 8 ./na > oe n*® m 
an b.¢ { sin ( ¢ ; } 5 Bn ; 23 
n 2 2 b 2) = (m* + n*)* 
(182) ; 
- ~{/mb . {ma 8 ./mb yO m* n 
Re, ee { ) sin { ¢ } An ; 22 
, : 2 2 a 4 any (m* + n®;* 
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2. Es 14Bt sich nun, dhnlich wie im Kapitel III, zeigen, dafs das 


Gleichungssystem (180) bzw. (182) eine Lésung besitzt, fiir die 


.. {na const o an m b \ const 
a, Sin | = < und Pm Sin | = } < 
- in 5 = jm 
oder auch 
const const 
On| < und | By 
)n jm 


gilt, und zwar wieder genau eine, falls man sich auf solche Lésungen 

heschrankt, fiir die 

na 2 mb 
const und | By, Sin( - 


a, Sin ( ) < const 


2 
oder auch 
an|< const und | %,| < const 
ist. 
Die Gleichung (179) bzw. (181) wird, wie wir ferner zeigen werden, mit 
den Gleichungen (180) bzw. (182) automatisch miterfillt sein. 
Versteht man unter y, eine solche positive ganze Zahl, fiir die sowohl 


~{2y,+ 1 I 32 oie sone ~{2y4%,+1 1 j 3a 
c( ex) < .=> als auch | = Pa <3°; 


gilt, so betrachte man von (182) zunachst nur das Teilgleichungssystem 


, a—1 2 
«s 2, »(na\.. (nb\ 8 ,(na\" n?m 
On bo x )sin|-3 6°\ 2 =m (m? + n®)? 
8 .(na\ Be n? m 
6°\ 2) 7" ot +P 
\ —1 2 
ae ~{mb\ . (ma 8 ./mb "5 s m* n 
B 7 Cara | 2 ) sin 2 )- a°\ 2 — Xn (m? + n2)? 
8 ‘(> ‘* ie m? n 
- P a r P 
a”\ 2 ) = ” (m2 + n?)? 


(v>%, “>%)- 


Durch Elimination der 5, (u=v,) erhalt man fiir die a{ (y>¥y,) das 
unendliche Gleichungssystem 





: avS ‘ 
na , nb 8 ./na\"™ n2m 
an b,, | —}sin|—-}— ;, ¢ > & = 
2 2 b 2 fara (m? + n*)* 
j \ j \ n=O . 
8 ./na as ~{mb\ . ma n? m 
c a sin . or 
b 9 _ m> 9 9 (m? + n?)2 
= a vy . > - J 
64 :( na ) a | 2 . ae mb m3 | 
a - = = mm + 
a6") 3.] 2” | Pla 2 } (m? + n?)? (m* + 7)? | 
64 | na ) . | : ‘* > ( mb m3 | 
x n*r y 9 = sr—eer see 
ab”\ 2 A.A . | = My 1 3 (m? + n®)? (m? + 72)? | 
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bei dem die a¥ (1 <o<»,—1) und die Bi, (0< u<-»,—1) in den absoluten 
Gliedern als Parameter auftreten. 

Aus diesem Gleichungssystem kann durch Iteration eine Lésung x} (vy > v,) 
mit den behaupteten Eigenschaften ermittelt werden, die linear und homogen 
von den 2y,—1 Parametern of (l<o<¥v,—1) und £,(0<"u<sv,—1) ab- 
hingt. Damit lassen sich auch die {},(u=>~y,) als lineare homogene Funk- 
tionen derselben Parameter ermitteln. 

Geht man mit den ermittelten Koeffizientenausdriicken in die bisher 
heiseitegelassenen 2»,—1 Gleichungen des Systems (182) ein, so gewinnt 
man schlieBlich zur Bestimmung der noch freien 2y,—1 Parameter ein 
System von 2¥,— 1 linearen inhomogenen Gleichungen, aus dem diese ein- 
deutig ermittelt werden kénnen, da die Koeffizientendeterminante, wie wir 
gleich zeigen werden, ungleich Null sein muB. 

3. Ware die Koeffizientendeterminante naimlich gleich Null, so mibte 
es genau wie in Kapitel III, Abschnitt 1, Punkt 4, eine Lésung %, 0 von der 
Gestalt (177), (178) geben, bei der nicht sémtliche Koeffizienten %, und ,, 
verschwinden, wahrend die Randwerte identisch verschwinden. 


Da hier aber die Relationen 





~ pe a, {Sin (mx) ” ( x Co (n x) — Iq ( = ) Sin (n z)) sin (n y) 
a: — 2 9 
wr; Si b mb fe . 
ps Bu |Sin (m y)—m ( y Co (my) —% Za ( 3) Sin (m v))| sin (mx) , 
av a = {~- b mb\ .. eS ; 
= a Bm {Sin (m y) +m (y Cof (my)— 5 Tq ( 5) Sin (m y))| sin (m x) 
" 0 - \ « 
D>; &, {Sin (nx)—n (x Goj (n x)— * Xo /( > Sin (n z))} sin (ny), 
= — 2, &s | x Sin (nx) — ; Tq 7) Coj (n x)| cos (n y) 
ct 4 ; = 1 Z \ 2 
s" B,, m |ySin (my) o¢ (*, = ) Co Cof (m y) cos (m x) 
— m \¥yS y 2 9 _ 
und daher 
au av ea a mm) sc . 
‘ = ay 22 x,” | Cof (nx) — 2 =q ( 2 om (nx)} sin (n y) — 
25 B Coj (m : = ("=") ean (m y)} sin (m x) 
yA —> m nly y) 5 q 2 7) y s ; 
x —+——=2 Da %,, Sin (n x) sin (ny) + 2 Z Bn S Sin (m y) sin (mz), 
. Cz cy a7 Pose = 
o 2 > & , SO} (n x) cos (ny) +2 x _, Bm Cof (me y) cos (m x) 


vr 1 7 
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gelten, so erkennt man mit denselben Mitteln, wie in Kapitel III, dab 
wieder Ungleichungen der Form 


| au an |] log d 
+ | const 
On on | \S, \d 
und 
:_ — const 
= ; 1 

fae + Viids ae (0. . >) 
(8) - 


bestehen miibten, aus denen sich aber ergibt. dal 


u=0 und v=0 
sein mussen. 
Da daraus aber folgt, wie wir gleich zeigen werden, daB samtliche 
z, und #,, verschwinden, so sind wir zu einem Widerspruch gegen die An- 
nahme einer verschwindenden Koeffizientendeterminante gelangt. 


4. Aus 
~ iad a | ‘ 
u= JS’ a,\xSin(nz)— , Igl-5 ) Coj (m x) } sin (nm y) 
l = - 


on » 8 l b mb 
‘ RQ } j t = lo Ss ( 
' Pm \Y So} (m y) = tq | 9 } ) Sin (m y)| cos (m x) ) 


folgt némlich nach (132) und (133) durch Multiplikation der linken Seite mit 


. . ° “a ° a 
cos (mx) («> 0) und gliedweise Integration iiber x von 5 bis 
7 .-({na imn ; ma 
.Y 
Ps a, Sof ( = ——— in [ }) sin (n y) 
~ (mm nm) 


a 


- | .. mb Fa 
$ Bm {y Cof (m y) ( Tq (-; }) Sin (m y)| 0, («4>0). 





' n : 
Multipliziert man diese Gleichung mit sin (ny y) sin (| y ) und integriert 
, 
; Dios. ‘ a7 ‘ 
gliedweise iiber y von = bis, . so erhélt man nach (37) und (38) 
= - {mb 4m? : ny b 
So ( } — | 0 a1) 
} i ; 
2 Pm So} 2 } (m? + n?)* 7 2 (yl ) 


so dal} simtliche f,, (42> 90) verschwinden. Aus 


> = -({na imn 
dy &, Goi (“*} 
' 2 


ma\ . ( 0 
——_——— sin sin (n4 
; (m? +- n*)* 2 y) 


folgt dann schlieBlich, da®B auch alle %, (vy > 1) verschwinden miissen. 


Bei diesem SchluB ist also wesentlich benutzt worden, dab Any Von 
vornherein gleich Null gesetzt wurde! 

Wir haben nun noch zu zeigen, daB die Gleichung (181) eine Folge des 
Systems (182) ist. 
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5. Dazu beweisen wir zunachst folgenden Hilfssatz: Hes gilt 


a 


g (m* + n*)* ~ Bn ¢() 


fos) 
v 
—— 
= > 


yu 
und entsprechend bei Vertauschung von m mit n 


: l = b l 
yo (m? +n??? — Bat ¢() 

Beweis. Fir ein beliebig reelles x gilt namlich im Intervall -a<t<a 
die Fourierentwicklung 


cos t cos 2t cos 3t 
x? + 1] x? 4. 22 x? + 3? 


2x 


bi on | 
Go} (x#) = Sin (x 2) ox2 


A 4 


so daB nach der Parsevalschen Forme] 


1 


” (ale 9 ( Sin (x2) )? ($3 - 2 @ 1 
Sol? - ( S 
E | Cof? (xt) dt = 2(S2% + (= Sinixa)) LY Gare 
oder mit 
Pe _ 
[ Coj? (xt) dt , Sin (x7) Coj (xz) +2 
auch 
x 7 we I 
» de — Ly 4 ——azae. a 
on, (* + 0°) 4x8 Ctg (x2) 4x? Gin? (x2) 2x* 
gilt. 


Durch Differentiation der Fourierreihe fiir Cof (xt) nach x erhalt man 
aber an der Stelle t=0: 





m{[d {1 G€oj (xt) ; a Sin (xm) + x2 Coj (x2) 
2|dx lx Sin(xz)/\t=0 2 x? Sin? (x 2) 
l 2x 2x 
a + 
x (x? + 1)? (2c? + 2%)? 
so dab 
“4 l a l nm l 
>’ ly? = - ~ tq (x2) + 
= | ) (x? + o?)? 4x3 Sin (x2) 42 G (* 2) 2x4 


o=1 


ist. Also hat man insgesamt 


. 4 _ 2% Goj(xn)—1 a? Coj(xx)—1 
im (®t + (2a +1)? 8x8 Sin (x2) 8x*® Gin® (x2) 


° 4 
sin ( 2 xn 1 a 1 


~ exe ~ > [xx \ Bids 
(> 


Se \ coi) * Gor (*F) 
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Damit erhalt man aber, wie behauptet, 


x « 4 a 
~ 7 l a See 2 : a al ] 
— 24 2\2 — 9 j 2 2 4 ed 2 » 
p= (m wv) p= (=< t ws 4 n? | % p= ( (=) d (2yu 4 1%) 
a 2 
a I 
Sn*® | na 
. = 
6. Da nun (176) gleichbedeutend ist mit 
x o 
+ Gy ma , b nb 
> — sin ( ) Se on sin 0, 
=f. = 2 = 2 
a 0 0 


so erhalten wir nach (182) bei Benutzung des Hilfssatzes nacheinander 


by n, 0 —~ Gn ma > ae nb 
’ si ° s sin ( 5 sin ( 
sin ) — m2 2 — 2 ” 
- ya 0 ’ 1 
~ ! l s ~ n 
‘ 3% y XS” a 
m I 
a. " m mb . Ze os ‘(m n*) 
:(m*) 
x x . 
" x* ] l 5 y y" 34 m 
— "nn na b a mm (m2 n*)* 
’ 
> (-3-) 
x x 
l l 8 a l 
>” Ba = Ss” ax n - 
—." m* m b \ e Sn | na 
. ] » 9 
— ] ! S -4 ms m 8 ~ m 
’ at ae x’ y” Be $s’ Re 
L : — ’ : 
— ~ n2 na 6 = = ™ (m? n*)2 6 = " (m? + n?2) 
’ 1 ) ’ 0% 0 ( 
-i-z 
x x x 
] ] s b I m 
> = ’ ’ 
p Vm y Br, m 4 j b f 4 ‘ $\2 
a m? mb ° *, 8Sm* _/{mb . =, (m* +- n?)? 
bad 9 a | 9 
_ «x 
5 y’ 2 m 
b — Bm (m2 2\2 ° 
n=O n° + 0) 


das ist aber gerade Gleichung (181). 


§ 2. Eine spezielle Lésung des Problems (IV) mit an den Ecken 
nichtverschwindenden Randwerten. 


Die allgemeine Lésung des Problems (IV) kann wieder mit Hilfe der spe- 
ziellen Lésung 
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x ~ . 
, Sin (n a Soj (n 
uy = D 3’ (— 1)" le *) 5 Coj (nz) | sin (n y) 4 
" } & na 2 (na | . 
in|; €oj|-—; 
> Coj (m y 1 Gin( b GS 
E >" ( 1) ly (m y) _- se in (m y) cos (m x), 
ate ert fF m _. {mb 2 «a (mo 
Sin | > Sin | —> Co} | —; 
» Sin (m b So} (m , 
vy, =E Y (— 1 ly I =o 4 Coj = | ee tin a 
u=0 Sin ( > ) . Coj ( 4 
~ Soj (x 1 Gi Sin ( 
DS (— dye fg Se een _ © Oe) aw, 
-. } eae na B: as na 2 cos (%o | . 
Sin 5 Sin 3 Co > 
D S262 a G) <i 4x (26 aF) 
b (x? 4) a (x* — 4) 


angegeben werden, fiir deren nicht identisch verschwindende Randwert« 


lim f,(2) =F, lim g,(y¥)=G@ 
4 4 e vy + b 


Man beachte, das bisher anders als in (177), (178) iiber » von 0 bis oo 


gilt. 


ummiert wird. 
Den Uberlegungen von Kapitel III, Abschnitt 2 kann man namlich un- 


mittelbar folgende Limesrelationen entnehmen. 


Sin (n 2p) a €0j(n x9) 
lim a, (2 y,) =lim 3S (—1)" Ja, . > o) | sin (wn y,) =0 
> oC sae ri‘. na y 4 Col na j c 
Sin |; of( 5 
vgl (162) n 
’ Sin(nz a Cvj(nz 
lim wu, (x.. y.) . | | * ( = ) (m 2") w, (2*) 
1 \*er Fe -_— na 2 na\| ! 
ne r=0 sin ( : Co ( ) 
mit 
a 
, " = 2 b 
lim w,(z)= lim =. = ; 
a a “"(z -=) ok 
r++ t—+ = l P b « 


9 


[vgl. (163). (164) |, 
= Coj (m yo) 1 Gin (m ye) 
> tu 20 ie die 

lim 3° (—1) {Ye i =~ Tan 
Sin |—; Sin|—; 


oc w=0 
“ 


lim u, (2,, y,) 


oo 


b GSin( 
, in (m Yo) cos (m x,) = 90, 


i(™") 
of (7 


Gq 
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3M 


- , ~~ 
. . €oj (m yo) b Sin (m yo) 
lim Uys ; (2, ¥,) lim »S (— ely : -- . cos (m rx.) 
2, a Ja Ja \ 9 a 
ser sie Gae } a mb 2 eat mb 
Sin i; Co} |-—; 
= l 
5 5° (— he cos (m 2*) + We , (2*) 
~ om Sin (m b) _ 
mit 
lim we ; (x) = 9, 
~ & 
z-—> Zz 
3 
~~ 1 Sin(my 
_ cin a) 
lium Us o(2,, ¥,) lim »* (—1)* > cos (m x.) 
ae sil aoe, oe m mb : 
Sin | 9 
a * is a 
iz 
R larctg (es }} " 
n j 
Also hat man hier 
lim Uy (z,, ¥,) =9, lim vg(z,, y,) = 0 
> oO 7 > OO 
und 
lim wp (x, ¥,) + Dw, (z*) + Hw, (z*) + fy (a*), 
lim v9 (2,, ¥,) t Bz, (y*) + Dz, (y*) + gy (y*). 
> co 


Fiir die Koeffizienten D und E findet man dann aus den Gleichungen 


b ( » 

-D EB =f, 
22 4 
ij 

E a D , G 
22x 4 


die bereits oben angegebenen Werte. 


VI. Das Problem (V). 
§ 1. An den Ecken verschwindende Randfunktionen. 


1. Mit den abkiirzenden Bezeichnungen 


fo(z) — fe(— 2) + fg lx) —fg(—z) , fs(y) —fs(— y) + fe(y) —/e(— y) 
> FY es — 
4 4 





f (x) 
liegen hier die Randbedingungen vor 


u(S : y) g (y), u | . 5° 9) g (y), v(z, ) f (2), v (2, =) t (x), 
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Werden bei den wie bisher zugrunde gelegten Regularitatsannahmen die 
Reihenentwicklungen 


os 


, a . 242 c 
5 m 7 
j(z)= 2 sin(mx), m a?) (Gm 
n=l 

und 

ao 

oe M2. J 2yna c 

g(y) = J» —sin(ny), n » |bl< 
oa? b n 


benutzt, so findet man durch Differention von 


Pp a a, = Coj (x x) — — Ctg ( > ) Sin (n x) sin (ny) 


mb 
sin (m x) 


-4 b 
» Brn \ | ” Coj (m y) = Ctg (-" >} Cof (m y) 
1 a ™ 





lu 


die Lésungsfunktionen 


~ : ] a na 
, ve Its — . - 
t= 2 a, [2 Sin (nz) ( — — 5 Stel ) ) Gof (n x)} sin (n y) 


. U Dh 
et Ly Coj (m y) Ct ( oe ; )Sin (m v)| cos (m 2), 
' 2 2 


= id l b mb 


2 Bm \y Sin (my) + (— > Stg | 5) ) Gof (m y) 


sin (mx) 4 





- On |x Cof (n x) > Ctg ( i Sin (n r)| cos (ny), 
r=] _ - 


wenn man die Koeffizienten aus dem unendlichen Gleichungssystem 
| - {na \ na 
x, b )Coj )- 
} (* na } 


9 
oo ° 
4 n* m »- Lmb 
5 Bm ; Sin| 5 ) cos 


Si 


= 


b 
bb, cos (>) . 


—— (m? 1 n?)? 


mb mb l | 
~ (**) { 
Sin|-—> 
8 (7) va m? n ein (*.*) (>) 
aa , — 9 COS , i} > cos > 
” 2 J omy * (* + 2°)” 2 \2 


ermittelt. Mit den abkiirzenden Bezeichnungen 


aa ae nb ‘ OO _{ma 
on a, Sin ( ; ) cos ( 5 ), ba = Bm Sin ( ; ) cos ( ; ), 


Bm a jot (“5 


Sin? (zx) 
z)= = - 
0 (z) Sin (x) Col r—2z 
kann dafiir auch 
s qg(na\. nb 8 ,/na —_— n® m 
a, = 6, #( ~) cos ( >) -. OA 2 ba pee 


w= 
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‘mb ma 8 ,{/mb - mn 
By a, | ) cos ( : 8 | - ) > om 


2 2 a 2 1 (m* + n*)* 
veschrieben werden. 
Da # (xr) wegen 
Is = . 
: 26m z(Sin 2 x0) 2 
? (x) < . _— 0 fiir a 0 
(sin z Vo) z — z)* 
fiir positive z-Werte mit 2 oo von beliebig grobeh Werten (x + 0) gegen | 


abnimmt, so kann dieses Gleichungssystem ahnlich wie das in Kapitel V_ be- 
handelt werden. 


2. Dazu beachte man, daB hier die folgenden Gleichungen bestehen 
u 4 { — — a - na ae ) 
> Hy, \2 Sin (m x) 4 n(x Cof (n r) » tg {—,—) Sim (m x))) sin (n y) 
r ;, ? 2 
-4 . f — = mb ce 
2 Pm \¥ Go} (m y) : Ctg | = } Sin (m y)} sin (mx). 
t 5" » fox omy i mb\ .. | 
a Pm \* Sm (m y) +m | y Coj (my) » Sta (-5—) Sin (m y) j Sin (m 2) 
Y - - 
i 1 
> a (na 
SS a,n |x Cof (n r) — ~ Ctg{-. ) Sin (m x)\ sin (ny), 
u“ i 4 i i — a - na > | 
¥ a, |Cof (nx) + n(x Sin (nx) — “* Ctg(~*) Coj (n r)}} cos (m 4) 
Ty u 2 A 
v=1 
\" > | -~ © a? b = mb ~- £ \| 
2, Pu , Lo} (am y) 4 my Sin (m y) : Stq | * ) Co} (m Y)}j COs (m t 


u=t 
und daher 


x 


t ov 4 sins Ss a ” oa } 
2)» ax, {Sin (m x) + n ( x Cof (n x) , Stag | } Sin (n x))} sin (m y) 
ray =," 2-83 
9 \? > \~: sa ol e sa mb a } 
<2, Pm ; Sun (m y) + m | y Coj (m y - Ctg | > ) Sin (m y))| sin (a x) 
u 1 ~ - 
ou a A — -. died 
z t 2 - a, Sin (” x) sin (ny) — 2 5 6B.» Sin (m y) sin (m x) 

nie ad r=] 1=1 

so dali 
wo=—2 » a, Cof (nx) cos(ny) —2 ¥ B,, Cof (m y) cos (m x) 

r=1 1=1 


gesetzt werden kann. 


Mit den Abschatzungen (64) und (67) erkennt man also genau wie in Kapitel 
Il, Abschnitt 4, Punkt 3, daB hier die Abschaitzungeu (114) und (115) 


Cu dv |] log d 
+ | < const 
an on '\|s,~ Vad 
const 


'{10\4+\|Vijds< (Q<a< 4) 
(S8,) d* 


bestehen. 





3. 
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SchlieBlich benétigen wir noch den Satz, daB aus 


uz 
mit 


— if m 6 \ 
An Wo} ( 9 < const und Bm Coj | 
oder was dasselbe besagt, mit 


> ) < const 


an|<const und | £%,| < const 


nur folgen kann, dab simtliche «, und 6, verschwinden. 


; bis 


Durch Multiplikation der letzten Gleichung mit sin (% y) und Integration 
b ; 
iiber y von = erhalten wir zunichst 


pus I 6 na — 
x He Sin (mx) + (— 5 Ctg | 5 ) ) Cojf (m r)} 


} 
-- ef mb imn nb 
s p, Sin ( ) cos ( } cos (m r) 0. 
n 9 2 ,2\2 9 
f , 2 | (m*+n 2 j 


Multipliziert man diese Gleichung mit cos (m x) und integriert iibe1 
a . ° 
bis 5. so ergibt sich 


weitel iv gl 


© von 
(132) und (133)]: 
* n x a 
tn =F Bon {é ; }. 
Da 


aber bei festem und m 


» co die rechte Seite dieser Gleichuny gegen 
Null, geht, so miissen simtliche «% verschwinden; daraus folgt aber sofort, daB 
auch siimtliche Bf, verschwinden. 
§ 2. Eine spezielle Lésung des Problems (V¥) mit an den Ecken 
niehtverschwindenden Randfunktionen. 
Die Funktionen 


: rm (mm x) l Fv) (mw ZX} a oj (m 2) 
x 1 sin (ny 
1 | (na es . {ne : os na | 
] - 
Cof (5 Coj ——} Sin - 
F (oj (m y) b 
E Dd’ (-—l)"ty 


Sin (m y) | 


cos (mx), 
sos (mo gee mb\ { 
0) sin j 
\ » 
x 


5) 
F Siu (m y) ] (So) (m y) b6 €pvj(m y) 
=H 2 ely - 4 t sin (m x) 4+ 
—f |" : f i m (ee) 7 m b 
5 5 - 
Vo) > So) = } Sin | > 
4 oj (n x) a Sin(nz) 
DS’ (-—1)' F | cos (n y) 
xe  _fnae \ eee na ‘ 
Coj ( 3 } Sin ( 9 ) 
mit 
42a(2F —a2@) . 4n(2G—2F) 
D . bat le 
6 (a* — 4) 


a (2* — 4) 
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stellen eine spezielle Lésung von (V) dar, fiir deren nicht identisch verschwin 
dende Randwerte 
lim f(x) + F, lim go (y) - G 
a 


> + y > + 
- © - @ 


wilt 
Der Beweis kann unmittelbar mit den Ergebnissen von Kapitel Il, Ab- 
schnitt 2 gefiihrt werden 


VIl. Das Problem (V1). 
§ 1. An den Ecken verschwindende Randfunktionen. 
1. Mit den abkiirzeuden Bezeichnungen 
fa (x) — fo (— 2) — fa (x) + fg (—2) 


f (x) 


Is5(y) fa ( 4) Ie (y) Ie ' y) 


g(y) 
J\y r 


handelt es sich jetzt um die Randbedingungen 


(Sy) g(y), u ( 9°) gq (y) v | x, _ f(x), v(x, | f (2) 
t{ x, : ) u ( x, : v| . y) v| > : y) 0. 


t(— $) =1($) =9(— $) =9($) —0. 


Werden bei den wie bisher zugrunde gelegten Regularitaétsannahmen die 
Reihenentwicklungen 


x 
; > Om 2un ‘ 
P(x) 5 ™ sin (mx), m » ay, 
n=l m a m 
und 
~ by, (2v¥+1)2 ‘ 
g (4) b cos (ny), m , ib, 
, v=0 ; b : n 


benutzt, so findet man durch Differenzieren von 
A x ‘ te Ok ee 
® =) a, : oj (nx) — 5 Ctg | 7 ) Sin (m 2) cos (ny) 
U at v4 


v=() 


m 


ad So ae b b = - 
t ~ Bm _ om (my) — Tq / 3 }) Coj (my) ; Sin (m x) 


die Lésungsfunktionen 
4 ai j Ye na — 
“ 5 a, | x Sin (nx) : { Etg | . )) Cof (n r) | cos (n ¥) 
many n ’ ‘ ¢ . 
’ 0 - aad 


A oe aa b = 6 
n Pa Bm Ly Sin (m y) > 24 ~: ) Coj (my) cos (mx) 
“ i = - 


4 . ji l ye mb _ 
t ~ Re y Col (my) 4 ( =q\-5 )) Sin (m y) sin (m2), 
1 m - 


4 — a - na — 
Zz a, ) a Co} (n x) ee Ctg z ) Sin (m r)} sin (ny) 
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wenn die Koeffizienten aus dem unendlichen Gleichungssystem 
sieqr es). 35. 


Lp 2} 2 na\ | 
i( 


hi = n? m - {mb ma 
‘ bb,, + 8 sin ( = )d ,.. - M ; Coj ( > } cos ( 5) ), 


- u=i ” . a 1 
> a | a {mt mob ! 
sm youl { = } r > . -f{mb | 
- al 8) D) ( > ) 
<\ 2 so a 7 
aa,, + 8 cos ( nae ) >’ a, = Me ae Sin (= } sin ( 5 } 
- /y=Q git a ne 


1 abkiirze nden Bezei hnungen 


ne al mb ue So}? 2 
7 7 j 7 ” 7\ a L - 
* =~ O*# Qa a f ~ 
»_ Gin | Sp ) cos L (x) 
a, Sut | 5 } 1 { 5 } Pm Pm @0} | > |} 9 } A Sina Goiz+z 
aus dem Gleichungssystem 
na nb » na ~4 n® n 
_* h ¢ a \ 9 \ > oe 
’ as in O | 5 ) sin 5 } = Os 5 } <, Pm ah 
»* e mob ma Ss 4 | nb — m*n 
don a, A cos A a : 
m m { 2 } 2 } n | ? . n (n n2)2 
I mt werden. 
i) 
ie a 2 Coj x (Coj x — x Sinz 
A (2) = me " : 
(om zo) z x) 
kleine x-Werte (x < 0) negativ und fiir groRe x positiv ist, so nimmt A (2) 
ni von beliebig groBen Werten (2 + 0) aus monoton ab. um dann fiir 
monoton gegen | zuzunehmen ; 
Wir kénnen daher das Gleichungssystem ahnlich wie das in Kapitel \ 
Vazu beachte man, daB die folgenden Gleichungen besteher 
‘ ie —— * ma Po ‘ 
njrocom r) +n {| xrQo}(na2 5 Stg | > SIN (NX) |} S (ny 
‘ ” y Sin mY : =4q t- 20) (7 Y)> sin (m 
~ b mb 
~ ° j ~* ~ r . i - 
Ss" Bm (2 Col (my) 3 m\{ySm(my = Tq | “ } oj} (m y) | sin (m x) 
mad ‘a Ss a= NOA\ w+ | 
> a, n ' roiling) Ste Sin (nr) } cos (ny) 
a > f 5 { 
4 = _— a = jna oa 2 } 
‘ a, } Coj (nx) 4 n| x Sin (na 5 Sta | > }) Coj (n r);sin(ny) 
YS" : a 
, Be —_ LS mb\ 2. | 
s’ 8 Sin (my) +m i yol(my) Taq | } Sin(m y) Cos (m X) 
> Bm Sit ji — 201% 
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tw 


Nm 
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Z P A — — dias | 
ge | Sin (nx) +n ( x Co (n r) tg ( )Sin (m x) )} cos (ny) - 
“a Hn | 7 "S815 { : 
9 ‘e > io ie b _ m b\ ° } . 
2S Bm | Col (my) + m (y Sin (my) — = Tg (—-) Cof (m ”))j sin (m x), 
n=) 2 2 
nm v 20 oo 
x } 2 ¥ a, Sin (nx) cos (ny) + 2 DS” B,, Coj (my) sin (mz), 
° 1 oy an" cat 
so dal3 
w =2 SY a, Coj (nz) sin (ny) + 2 >” By Sin (my) cos (mz) 
r=0 Ps | 


gesetzt werden kann 
Unter Benutzung der Abschitzungen (64), (67), (140) und (141) kann man 
also erkennen. daB die Abschaétzungen 


Ou ev!) : log d 
+ <= const 
n On| |(S,) | d 
P ‘j 7 const 
[ {\U|.+\Vijds: (0<a<}) 
° d’ 
(S,) 


erfiillt sind. 
3. SchlieBlich benétigen wir den Satz, daf aus 
uzvU 
mit 


na 


—_ iain mb 
ay, Co} | <const und Bn Sin | = } < const 


oder was damit gleichbedeutend ist, mit 
a,|<const und | BR) < const 
nur folgen kann, daf simtliche a, und f,, verschwinden. 
Das ergibt sich aber genau wie in Kapite! VI, Abschnitt 1, Punkt 3, 
da wieder 
as =e— Ba 


ein miubBte. 


§ 2. Eine spezielle Lésung des Problems (VI) mit an den Eeken 
nichtverschwindenden Randwerten. 


Die Funktionen 


oo ~ 
4 Sin (nx) | Gol(nz) a Wo) (nz) 
ug = DS (—l) P . _ n=) | cos (ny) + 
—~ . -f{na n 1a Ss na : 
— O90} 0) } Sti 
> \ > > 
co ~ ° 
, ’ Sin (my) b Col(my) 
i # s” | el y - 1 eosin ar), 
nae are mb 2 Gol mb | 
zin(™”) ai (™") 
-_ — ra a allel 
. : So) (my) 1 Sim (my) 6 Sin (my) e 
Vo BE >’ (—1ly y } — | sin (m2) —- 
rat |" a mob i mob 2. {mb { 
sini —> Zin ( - Qo) |->5 


= <— ~ 
« ‘ Uo) (nz) aoetm(nar) c 
DS (-1y |e \ sin (ny) 
fod ’ 7 ? 2a 
=o L oj (*) n(™*)J 
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mit 


(~aG 4+ 2F) . na (xF — 2G) 
D {a(2 fk EK ta (nk 
b(n i. 4 


a (m* + 4) 


llen eine spezielle Lésung von (V1) dar, fiir deren nicht identisch verschwin- 
dende Randwerte 


lim f(x) =+F, lim g)(y) =G 
a b 
zt, vty 
gilt 


Der Beweis kann leicht mit den Ergebnissen von Kapitel III, Abschnitt 2 
gefiihrt werden. 


VIII. Das Problem (VII). 
§ 1. An den Ecken verschwindende Randfunktionen. 


n abkiirzenden Bezeichnungen 
ff 7 | r)— Ie (x) fe Zr) q ’ ls 
(x . (yw) 

4 Bic 4 
handelt es sich um die Randbedingungen 


. f “ j b b 
i=, y¥)=9(y) u( 5s ¥)= gly), viz] f (x), via 


5?! ) as Y) 0, 


Da dieses Problem bei Vertauschung der x- mit der y-Achse in ein Problem 
V1) iibergeht, kann die Lésung sofort angegeben werden. 


Bei Benutzung der Reihenentwicklungen 
f (a) > Cm cos (mx), m Gat ')s On| < ; 
n=0 ” a m 
q (y¥) bx On sin (ny), n =. bai - : 
veben sich durch Diff renzieren von 
P s a, | * Sin (nx = Tq | ~—) Cof (n x) | sin (ny) 
, 2 


» (Yee ¢ mO\ ~: | 

—_ ’m loom Co} (my) v tg | » } Suit (mn y) | — 
0 . $ 

lie Lésungsfunktionen 


mx) 


~ © l to wu i } 
Ln ; & Qo} (nm r) 4 (- . rq | : }) Sin (n c)y sin (ny) 
> | Pf 

im , y Co} (my) 


= tg | =} Sin (my)} sin (mx), 


” ae mil 
Im ¥ Sin (my) 4 ( > &tal—> 
m" - - 


)) Coj (m y)| cos (mx) 


2, Ge , 2 Sin (nx) 


Tq —- } Cof (n x)} cos (ny), 


te 
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wenn die Koeffizieuten aus dem unendlichen Gleichungssystem 


= na l } 
2 | v's _,f/na | 
Co ( 5 


a,b in | 


bb nb \ 3 n?m a mb\ . ma 
bb, 8 00s (>) 2 Bm cary ane Sit (>) sin ( 7) 
pe 
-{mb mb l | 
8 a! So 
“ee ) Soi 2 = (™*\I 
sin ) 
_ 5 


x . , 
ma 4 m? n -(na nb 
aa», + 8 sin ( = ) > an — , Cof ( . } cos ( ; } 
2 4 (m* + n*\* 2 4 
1 


' 


bestimmt werden. 


§ 2. Eine spezielle Lésung des Problems (VII) mit an den Ecken 
nichtverschwindenden Randwerten. 


Die Funktionen 


x . a =: 
‘ 4 So) (nz) 1 Stn(nz) a Sim(nz) 
woz D > (—Il/ x t sin (ny) 
. =. | * na i na 2 . {na { . 
Sin | 5 Sin ( 5 } Cnj (> 


(So) (m y) 6 Sin (my) | 


sin (m2), 
a | . mb - a mb | 
0 Go \ sin = 


, S Sin (m y) 1 vj} (my) 6 vj (my) 
Vo BE > ( Lj J y + - i adh ieeed . 
ard |" - {mb m . mb os m b\ | 
P . in 
Co} 5 Coj ( ° Sin ( 5 ) 
aA { Sin (naz a oj (nx) | 
DY (-lyiz - cos (ny) 
—_ ' = na\ 4 ~ « OG 
v= I { Sin(= } Gof ( 5 ) 
mit 
D= 42 ‘nG —2F) . 4a(nF + 2@) 
b \7* + 4) : esa a (m® + 4) 


stellen eine spezielle Lésung von (VII) dar, fiir deren nicht identisch verschwin- 
dende Randwerte 
lim f,(z7)=F, lim g(y)=+G 
a b 


a y—> + 


> 
< < 


gilt. 


IX. Das Problem (VIII). 
§ 1. An den Ecken verschwindende Randfunktionen. 
1. Mit den abkiirzenden Bezeichnungen 


) fs(y) + fs(—y) —fe(y) —fe(—y) 
-g(y=— : z 


, fa (x) + fo (— 2x) —fg (x) —fg (—z 


] (2) 


4 
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handelt es sich bei diesem letzten zu behandelnden Teilproblem um die Rand- 


bedingungen 
b 


u(S, y) g (y), u(—S =; = y) —g(y), v(x, 5) = f (2), o(z, -¥3) = — f(z), 
w (x, +) w(x, — 5) o(>.y) =0(-+,9) =: 0, 


I\-3)= (=) = 9(— >) . a(5) me 


Bei Benutzung der Reihenentwicklungen 


oo 

+ a (24+ 1)2 ( 
f (x) 3s” -™ cos (mz), m= f , jel < =, 
. =, ™ a ’ m 

n=O 
oo ; 
15 (2¥+-l)a ( 

g(y) = S' —"cos(ny), n = ; » [bal < — 


v= 


ergeben sich durch Differenzieren von 


@ > Op | x Sin (mz) - a Tq (5 Re Co} ( (nx) )} cos (n y) - 
vy = @ a Zn 
- 2 \Yo: 2 b 
+ 2 Pm j= Sin (m y) om Tq *) Gof (m y)| cos (m x) 
n=0 “ 


die Lésungsfunktionen 
4 ] _ 2 _— 
u B Ln {x Cof (nz) 4 (- — > ig (> )) Sin (nz)} cos (my) — 


v=() 


3 Bs ates ie b , 
> Bm y Sin (my) — — tq ( et ) Cof (m y)| sin (m x), 


ad ~ l nb ~~? 
v 2 bea y Vo) (my) + (- — Eq (= ; >)) Sin (my)| cos (mx) — 
7] 0 
> an | x Gin (na) — <q (* ) Coj (n x)| sin (nx), 


wenn die Koeffizienten aus dem unendlichen Gk ichungssystem 


ait na\ na I 
Qn b ) Sin | 2 } U 2 na 
| Coj ( > } 


} 


, no ae n*m (mb\ . ma 
bb, - 8 sin ( . } P) Bm = =a Cof ( " ) sin ( ; ), 


n=0 

m °) m b l | 
+2 

. oi (7°) J 


2 


oo 
; ma 4 m? n na\ . nb 
= a0, — 8 sin ( = ) > 4 ; Cof( = ) sin (*>) 


ss (m* + n?)? 
oder mit den abkiirzenden Bezeichnungen 


: } b\ . 
af = a, Gof(%")sin(%*), BS = fp Gof ("5-) sin (75°) 
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aus dem Gleichungssystem 


_ =m 
a® = b,A(") sin(<) -——a(“") 5 pa —** 
- - : ad p=O . 
mb 8 . /ml - , 
Aa Ay, Al au >) a a 2 a on " n®)? 
- « - /y=0 


bestimmt werden. 
2. Das Gleichungssystem kann analog wie das in Kapitel V aufgelést 
werden. Dazu beachte man, dab die folgenden Gleichungen bestehen: 


“ 4 — _— GS =» ia a 
5 Ly 2 Co} (nx) + n(x Gin (nv) s Tq | - ) Gof (nx) )} cos (ny) 
0 = - 
~! 4 | awe 0 = me - © ) 
» Bmm \ y Sin (my) — 5 Tg{, } Cof (my); cos (mz). 
0 = ™ 
v ~4 ) - 2 j aut b —~ ml - ) 
b B» | 2 Co} (my) m jyom (my) —>2q = Co} (m y) | COs (max) 
y th 2 2 
a { — am (na — ) 
Za en” rem (nx) — = a6 | - ) Coj (mx)} cos (ny), 
0 ‘ “- -/ 
u 


a 2 l S = a — 
> a,n | x Cof (n x)- ( - rs <q |(— )) Sin (n x)} sin (ny) 


4 = ae 5 mf ed : 
s” 8 Sin (my) + m | yo) (my) - = Tq | = )) Sin (m y)} sin (m x) 


a MR )~ 
0 


und dahe: 


u ’ 4 = — 6 = na - ) 
3 > ty, | Co} (n r) + n(x Gin (n r)--= Tq | . ) Gof (nx) )}cos (my) — 
r r ou : ‘ 
’ 0 - 
7 sa Ta oe @ am mi ~s \) 
2 >” Bm | Coj (my) +m (y Sin (my) — | Tq (-; ) Col (my)}} cos (mz), 
p=O0 ” i 
u ct — » = © . 
x =P s 2 p> a, Cof (nx) cos (ny) + 2 » Bn Eoj (m y) cos (mx), 
‘ ’ ¥ 0 u=O0 
=) dal} 
w =2 » a, Sin (nz) sin (ny) — 2 ¥” 8», Sin (my) sin (m x) 
v= n=O 


gesetzt werden kann. 


Bei Benutzung der Abschatzungen (140) und (141) kann man dann er- 
kennen, daf die Abschatzungen 


(O<a< }) 


erfiillt sind. 
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3. DaB aus 


mit 


~* na ae mb 
. Sin | = <const und Bm in ( = < const 


oder 
|an|<const und _ |/},| < const 
nur folgen kann, daB simtliche «, und £,, verschwinden, 


den vorhergehenden Kapiteln aus der Relation 


ergibt sich wie in 


n 
* ' O* 
on = Pm- 
m 


; 2. Eine spezielle Lésung des Problems (VIII) mit an den Ecken 


§ 2. 
nichtversechwindenden Randwerten. 


Die Funktionen 


0 ~ © 7 ~ 5 ane : 
- Ds (—1» { . Go) (nz) : 1 Cin(nz) _ a Cin (nx) | cos (n y) eae 
—_ | " na m ho na 2 —_ na | 7 
: Sm | — ) cin | — Vo} | — ) 
- - we 
- a Sin (m y) 5b €o} (my) ; 
Ey’ (—ly y sin (mx), 
Pama | im mb \ 2 — mob \ | 
Zin (—~} Coj (—-} 
‘ E .- lye | y Vol] my 1 Sin (my) b Sin (my) | (mx) 
y { } + - cos Ns —_ 
0 a, |" a mo m mb 2. {mob | 
r Sin Sin LY 
Sin( ° } Sin( . Co} |-5 
= = ae: 
’ cin (nz) a Go) (ma) . 
D ly zr : . sin (ny) 
=. | ~;, | na 2? cn [4 | . 
~ sil —> ) Co} ( = ) 
mit 
r), D in(ixnG—2F E inxixnF —2G) 
b (x2 — 4) F a (n* 4) 


stellen eine spezielle Lésung von (VIII) dar, fiir deren nicht identisch ver- 
Landwerte 
lim f,(x) =F, lim gy (y) 
a b 


| a er 


schwindende 
q 


rt 
. 


gilt. 
Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus den Ergebnissen von Kapitel V, 


Abschnitt 2. 
ey- 
X. Ein Eindeutigkeitssatz. 


Die Kapitel II bis IX haben gezeigt, daB das Problem (9), (11), (13) stets 
eine Lésung besitzt, falls die gegebenen Randfunktionen u(s) und v(s) bis 
vuf Sprungstellen an den EZ, mit ihren ersten beiden Ableitungen stetig sind 


1) und die Bedingungen (14) erfiillen. 
Hinsichtlich der eindeutigen Bestimmung der Lésung dieses allgemeinen 
Problems erlauben die Uberlegungen in Kap. II, § 4 und die entsprechenden 
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Bemerkungen in den anschlieBenden Kapiteln, folgenden Satz auszusprechen: 
Bildet man mit Hilfe der in der Form (15) gegebenen und bis auf Sprungstellen 
an den E, als stetig vorausgesetzten Randfunktionen u(s) und v(s), die iiberdies 
der Bedingung (14) geniigen sollen, die neuen in die acht Gruppen (1) bis (VIII) 
unterteilten Randfunktionen (16) — man beachie, daB die in (16) jeweils nicht 
angeschriebenen Randfunktionen identisch Null sind — und konstruiert man 
zu jeder Gruppe die in den vorhergehenden Kapiteln benutzten acht speziellen 
Lésungen uy, (vy = 1,2,...,8), so kann es héchstens eine Lésung wu (zx, y), 
v (x, y) des Problems (9), (11), (13) geben, die bei Benutzung der Bezeichnung 
u* “u— > up, v* v— ry? 
y= y=] 
lings des Randes S, eines in R enthaltenen seitenparallelen Rechtecks, dessen 
Seiten von den entsprechenden Seiten von R sdmtlich den Abstand d‘haben, den 
Ungleichungen 


u* é v* log d 
T Ss const 
{| on on S, Vd 
. const 
f {iu*| + le*¥l}ds< : (O<a< 3) 
(S,) d 


geniigt. 


( Ringegangen am 23. Dezember 1942.) 


Math. Annalen, Bd. 121, S. 327—339 (1950). 


Uber die Nichtexistenz periodischer Lésungen 
in der Nahe der kritischen Kreise. 
Von 
Karu LATrerRMANN in Ilmenau/Thiir. 


Wir beschaftigen uns hier mit dem allgemeinen ebenen Dreikérperproblem, 
M sei die Sonnenmasse und m, und m, diejenigen der zwei Planeten, m, und m, 
werden als klein gegen M angenommen. Wir setzen noch voraus, daB die un- 
gestérten Bahnen der Planeten Kreise sind mit den mittleren Bewegungen n, 
und n,. Ohne Einschrankung der Allgemeinheit betrachten wir n, als positiv, 
d. h. m, soll eine direkte Bahn um die Sonne beschreiben. Wir werden zeigen, 
da bei gewissen Lagen der ungestérten Kreisbahnen es bei Beriicksichtigung 
der Stérungen keine periodischen Lésungen (also Lésungen erster Sorte) gibt. 

Es sind zwei verschiedene Falle I und II méglich. Bei I soll m, der der Sonne 
nahere Planet sein, bei II soll m, diese Rolle ibernehmen. Jeder dieser Fille 
setzt sich wieder aus zwei Unterfallen I¢, I und II¢, II zusammen, da die 
Bewegung von m, direkt, aber auch retrograd sein kann. Der Unterfall IIe, 
wobei m, und m, direkte Bahnen beschreiben, unterscheidet sich — abgesehen 
von der Bezeichnung der Planetenmassen — gar nicht von I¢, mithin lassen 
wir [I¢ weiterhin unberiicksichtigt. Den Unterfall II® fihrt man auf I® zuriick, 
dazu braucht man sich nur einen Beobachter zu denken, der auf der unteren 
Seite der Bewegungsebene steht, fiir ihn ist die Bahn des 4uBersten Planeten 
m, direkt und die von m, retrograd so wie bei I. Also geniigt es, n, > 0 an- 
zunehmen und m, als den der Sonne naheren Planeten, dessen Bahn direkt 
(n, positiv) aber auch retrograd (n, negativ) sein kann. Weiterhin befassen wir 
uns nur mit dem fir die Astronomie wichtigsten Fall I¢, wo also n, und n, 
positiv sind und n, > Mm, ist. 

Die ungestérte Bewegung ist periodisch, 7' sei ihre Periode. Da sich wahrend 
T die Differenz der ungestérten Langen um 2 a vermehrt, so setzen wir 

n,T =224q n, T =22(q +- 1), 
hier ist g ebenso wie n, positiv, da die Bahn von m, direkt ist. Im allgemeinen 
wird g keine ganze Zahl sein, da nach Ablauf von T' nur die Konfiguration wieder 
die gleiche wie zu Beginn von T ist. Fiir die Periode und fiir das Verhiltnis = 
ergibt sich "s 
T 22 m Qt ] 
Ny — Ne Ng q 

Selbstverstandlich wird q als endlich angenommen, auberdem muf es von 
Null verschieden sein, da sonst n, = 0 wire. 

Existieren auch bei der gestérten Bewegung periodische Lésungen, so 
fassen wir hier nur solche ins Auge, die ebenfalls J’ als Periode haben. Porn- 


‘ : a +1 n : 
CARE!) zeigte, daB wenn in — = : oder *__ — q das qeine ganze Zahl 
Ne q Ny — Ny 
1) PorncaRt: Méthodes nouvelles Bd.I, Ch. ILI, 8S. 97, 1892. Siehe a. HaPpPet, 


Das Dreikérperproblem, Kap. VIII, 1941. 


Mathematische Annalen. 121. 23 
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ist, es dann fraglich ist, ob bei vorhandenen Stérungen periodische Lésungen 
der angegebenen Art existieren. Man bezeichnet die zu einem ganzzahligen q 
zugehérigen ungestérten Bahnen als kritische Kreise. In dieser Arbeit wird 
gezeigt, daB sich an diese kritischen Kreise bei Beriicksichtigung der St6rungen 
keine periodischen Lésungen erster Sorte anschlieBen. Unter den gleichen Vor- 
aussetzungen wie hier, jedoch unter Beschrinkung auf das restringierte Pro- 
blem, zeigte bereits E. HGLDER®) die Nichtexistenz der erwahnten Lésungen. 
Es werde nun die Bewegung von 3 Massenpunkten mit den Massen M, 
»» m, unter dem EinfluB der gegenseitigen Newtonschen Gravitationskrafte 
betrachtet. Dieses Problem ist bekanntlich nach einer auf LAGRANGE und 

Jacost zuriickgehenden Transformation Aquivalent mit dem folgenden: 
2 fiktive Punkte P, und P, bewegen sich im Raume der cartesischen Ko- 


m 


ordinaten 2x, y,z. P,,» =1,2, hat die Masse A,, wobei 

P mM | . m, (M +- m,) 
(1) " M +m,’ A M+m,+m, 
ist. 


Die Lagrangesche Funktion dieses Bewegungsproblems ist 


(2) A T+U 

wobei 

‘ , A 2 2 2 A, , -2 2 -2 
(3) I +(21+4%4+ 2) -4 (22 + ye + 2) 


> 


die kinetische Energie und 


(4) U xM(™ a») 
rs Vs Vee 
die Kraftefunktion ist. Hierbei gilt 
2 2 2 2 
r} mM+Mm +21; 
, m, 2 Ms ~ 
ro : Yo D 
- (2. M 4 m, 1) (y M 4 m, 4 
(2 m, \° 
= “2 M f my, . 
(9) 
m = 
1 
ry2 (2x, | 2 M +m, ay 
( Mm 2 
1 —|92+ ym, %]) 
* a“! my, 2 
(2, 2 M m, 1 
d - . . : , 
xy Tiel Se x ist die GauBsche Gravitationskonstante. 


Man findet, wie wir noch sehen werden, mit Hilfe der sich sukzessiver Appro- 
ximationen bedienenden Methode der Integrodifferentialgleichungen mit einer 
Greenschen Funktion periodische Lésungen (erster Sorte) dieses Problems, 
wobei die Ausgangslésungen der (synchronen) Schar Keplersche Kreise sind. 
Diese Kreise sollen, ebenso wie die gestérte Bewegung, in einer Ebene liegen. 
Wiirde man kleine Neigungen fiir die gestérte Bewegung zulassen, so wiirde z 
nur wenig von Null verschiedene Werte annehmen und es wiirde sich hier 


*) Héuper, E.: Sichs. Akad. Wiss. Math.-phys. KI., Ber. ib. d. Verh. 83 (1931) 
und Math. Z. 31 (1929) (Habilitationsarbeit). 
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wie im folgenden an grundsa&tzlicher Bedeutung nichts andern. Die Kreis- 
bewegung alsAusgangsbewegung ist dadurch charakterisiert, daB fiir die Punkte 
P®. y=1,2, mit den Polarkoordinaten 


(6) a? =a’ cos O8; y8 =afsin O8; 2 =0; Of =n, t +H; 
a®, # konstant, ¢ Zeit, das 3. KEPLERsche Gesetz 
(7) n? a®* — x M 


mit den mittleren Bewegungen n, gilt. 

Wir setzen 
(8) m, = B, pu, y= 1, 2; 
u ist ein kleiner Parameter. 

Man erhalt jetzt folgende Ausdricke: 


} } u- dt nu? 4 A u? - 
, . Mii M ! M2! 
(9) 
‘ 2 Bs 
A» Pof- M ol 
und 
m B 
(10a) ; Ms; 
rt r, 
wobei ry r’ x? T y? ’ 
Ms 3. 3, B, (v2? + r2 —r?.) 
(10b) 2 Pe u- Pil 4 % iz) 1,2 
rs Tr, 2M r3 ¢ 
wobei r2 r2 + y? und r?, (x, — 2»)* + (y, — 2)? ist, 
m, Ms ~ eo 5 ‘ 
(11) ar Py Ps pe 
Ti2 i2 


Um eine etwa vorhandenc, von den erwihnten Keplerschen Kreisen aus- 
gehende Lésungsschar zu ermitteln, ist es zweckmafig, in der Nachbarschaft 
dieser Ausgangskreise in 2 Schritten in die Lagrangesche Funktion neue 
Koordinaten einzufiihren. Zuerst setzen wir 


x, = &,cos 0? — n, sin 08; » = 1,2; 
(12) y, = &, sin 0 + n, cos 08; 
2, @. 


Wir erhalten dann A = 7+ U0 A (&, 9; E, n; 4; t), wobei 


2 : ; 
A uid. - [(3 + ap) + nb (E2 + yb) + 2 n, (é,9,—n, &)] + 
2 ra 2 2 a P , F . 
(13) + yx M = +: wd, = o ((€5 + 9) + me (EF + m3) + 
1 id 1 seat 








+20, (E55, — mp §))— “Beta — Mt) 5 AP}... 


2 13 ; "he 
In die Lagrangesche Funktion in diesér Form fiihren wir jetzt Polarkoordi- 
naten wie folgt ein: 
&, =a, cos 9, = (a? + ¢,) cos = : y = 1, 2; 
(14) 7 = 
n, = 4, sin O, = (a) + ¢,) sin - : 


23* 
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i A (¢,, 6,3; C,, 6,3 “3 2) geht dann, falls wir unter r (ohne Index) die Grébe 


¥ 


r | “ +12 cos (O, — @,) 
; a . 


verstehen. iiber in 





~~ ccm » Zee iv rz [ B 
| a ‘ “> ((ay a, O;) 2n,a, O, na >" “xM |e 
\=" 2 T ay |) 
(15) }. 4? a = 7 (a; a; @?) 2n, a; O, n, ae 
: 21 
x B, By (aj + ai aj r*) x B, B, | 
2 a3 Ae? 
Vermoége (12) und (14) geht r?, = (2, — 2) + (y, — ye)® tiber in 
(16) rz. a? a2 2 a, a, cos (0, 0, | 0 0%) 
wobei 
(17) 6? + 8, oe ae 6 1,2 
ay 
wir erhalten 
r= a- a- D4 cos ns ~ 
"i2 4 13 «= 4,4, 0, 0, 
wofiir man dann schreiben kanr 
{a a, , 
(18) r?, ai ( + 1— 2"! cos (@, — O,)) = a3 r? 
. *\a3 Ay . . 
Wir fihren jetzt eine neue unabhangige Verinderliche rt ein, indem wit 
, , 2x 22 
(19) r—Nt und N — Nn, — My | wegen 7 
1 2 _—& 


setzen. Die neue Variable rt variiert in der Zeit 7 von 0 bis 22 


Wir schreiben noch q, fiir qg und q, fiir g + 1; wie erwahnt, sind die q, ganz 
zahlig. Man hat n q, N und OF = n,t + #B =q,1 + 08. Die Ableitunger 


d 
nach t bezeichnen wir im folgenden durch einen Strich, also & & 
“a 
Dividieren wir A noch durch uw N*, dann wollen wir setzer 
(20) } a 
p N* 
Weil gq, > 0, g, > g2 ist, und wir annehmen, daf fiir t = 0 beide Planeten 
in Konjunktion stehen, also #% #° ist, so kénnen wir setzen 
(21) ee op T 
Das Lagrangesche Bewegungsgleichungssystem 
d aA aA 
(22) A, ——- a 0. % Bie Galea 
¢ Sa »@ 
wobei 
9 : < s £ z , 
(23) $1 si’ Se O19 S3 b2S4 O2 


(22’) 
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Wir setzen noch Y = L—F, wobei nach Weglassung des Gliedes q af C,, 
das in L zweimal mit entgegengesetztem Zeichen auftritt. 


) er2 1 ,/2 0 F » 1 2 02 2 2 
124 L=D> BUG + $07%+ 4,08 0, + 2¢,0,c; + taiat 4 EOS gs 
2,02 2 +2 
q; 4, qr Ce) 
und 
. », l +< , q q: qd 
Or ‘ > - a2 , oe Oe 1 v dy 3 ; Ye ws \ y ¥ 
(49) I dB. (-6 6, ) -,02 oo" e@*? 7,02 7° T R K ys pS; 
1 v =ty ’ ’ ty 
wir haben dann: 
ayo . 
(26) Y=L, PF. = 0. 


Hierbei ist a, ‘ nach dem Binomischen Satz entwickelt, R ist ein Restglied 
dieser Entwicklung, K ist der Koeffizient von » in Y, S die Summe aller 
Glieder, die in Y mit uw”, m= 2, multipliziert sind. 

Gesucht werden Lésungen dieser Bewegungsgleichungen 
(27) ¢. =, (tz), a, = a, (t), y 1,2 
die der Randbedingung der Periodizitat geniigen: 
os C, (0) =f, (2 2); o, (0) = 0, (22); 
7 C0) =& (2.2); 0 (0) =o, (22). 

Wie man sieht, hat fiir ein ganzzahliges g, das System L, (u) = 0 (unter 


L, die linke Seite von 22’ verstanden bei Vernachlassigung von F’) oder aus- 
fiihrlicher 


L,=C" 2qa'—3qe 0, 


(28) ‘ ae 
L,=o0"+2q2 0, gq=¢,,.C =. 0=6. 7=1,2 
" (*)_ (e) ‘ ‘ (e) 7 (e 
die periodischen Nullésungen Uz,» (0 = 0,1,2), wobei uy C, uy’? =a 
(*) © (*) © 
u;’ =0; us) = 1; 
‘ (*) (1) (*) ee 
(29) uj cos qT; uy? — 2sinqT; 
(*) (2) 


. . (*), (2) 9 
Uj Sin q T; ue «cosqtT. 


Diese Nullésungen sind linear unabhangig. Wir normieren sie wie folgt: man 

. ™"y (*) fo ° fo (*) (@) . . / ° ° 
multipliziert alle ‘’u,’ mit 1: 52, *’uz’ jedoch mit 1: ¥22, dann gilt die 
Orthogonalitatsrelation 


q 7 ] (A) _ (k) hk j0, hA+k., 
of : 
(30) J u;'u; dt= 6 lb aah 


) 


Mic 


Qn 
7 ; . ' (e) - ' . 
wobei | { hier wie im folgenden. Unter uz’ wollen wir die normierten 
F 


Nullésungen verstehen. Die periodischen Nullésungen des Gesamtsystems 


b. @ l,...,4 bezeichnen wir mit «2, wobei von jetzt an o die Werte 
1,...,f annehmen soll, unter f die Zahl der Nullésungen verstanden. Wir 


erhalten alle Nullésungen, wenn wir auf alle méglichen Weisen eine periodische 
Nullésung von (28) fiir m, oder fiir m, herausgreifen und alle ibrigen Koordi- 
naten identisch gleich null setzen; sind wie hier die q, ganz, (+ 0), so gibt es 
6 solcher Nullésungen (f = 6). Sie sind in folgender Ubersicht dargestellt: 
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o= | 2 3 4 5 6 
iS tT sin tT 
uy? 0 £08 th nh 0 0 0 
52 jin 
AO) ! 2sing,t 2cosq,Tt 0 0 0 
(31) i V22 Vin )52 
fo cos gd, T sindg.,T 
us? 0 0 0 0 = = 
j5a Vin 
(e l 2sing,t 2cosq,T 
“er 0 0 0 # — 
y22 5a Jia 


Nun wird der zu dem System L, gehérige erweiterte Greensche Tensor 
gebildet, wegen dessen Konstruktion wir auf die Arbeiten von H1LBERT (Grund- 
zige S. 206—212) und E. H6tpeER (Habilitationsschrift S. 251—257) ver- 


weisen kénnen. Es geniigt hier zu wissen, daB 
(32) G3 = Grp (tT: 2) 


stetig ist um Intervall 0< 1< 272, fiir t = 7 einen .,Knick”’ hat, so dab hier 
d Gag (t + 0,T) d Gz, (t — 0,T) { O,a+ 68, 


6.2,—90 daB fiir t+r 
dt dt np op \-1 «=, 
a ’ ‘ 1 fe) fe). 
(33) a: ae G55) _ Ua Ug ; x, B aes” 
; 
oder ausfiihrlicher, da in L, nur 2 der G,, vorkommen 
. ( ( 
L, (Gy, ay) p> uy wt 
e=1 
6 
’ 1 r (0) 
Ly (Gy, Gy) = Yur ue 


usw. gilt 


Ferner miissen noch die Randbedingungen der Periodizitaét G,; (0, 1) 
d Gz2 (0, Tt) 4 Gag (22; T) 


G,, (22; 7), erfillt sein und die Orthogonalitats- 
=p dt dt 
relationen 
Par _& _ 10 =e | 
(34) [vu 6. dt 0. wobei J ¢ 
I vi \ip=1,...,4 


Der Greensche Tensor G,, des Gesamtsystems wird aus den Green 
an (rv) ¢ —— ‘ ° " ° . 

schen Tensoren Gjj/ der v = 2 Gleichungssysteme (28) in der Weise gebildet, 
da8 G,, dann und nur dann nicht identisch gleich null ist, wenn «, # sich auf 
Variable &,, &, =¢,, 6,,¥ = 1,2 beziehen. G,,g stimmt dann mit der betr 
lensorkomponente des vten Systems (28) iiberein. 

Wir kénnen nunmehr sagen: 

Wenn die periodischen Funktionen &, dem inhomogenen System L, (&) 

F,, geniigen, dann erhalt man, wie im folgenden noch naher ausgefiihrt wird, 
durch die Greensche Formel mit Hilfe der Nullésungen und des oben defi- 
nierten Greenschen Tensors fiir die Lésungen &, das nichtlineare Integro- 
differentialgleichungssystem, bei dem im Integranden nicht nur die zu bestim- 
menden Funktionen, sondern auch deren Ableitungen vorkommen®). 


3) Vgl. Hiwsert, Grundziige, 8. 206/216 oder E. H6tper, Habilitationsschrift, 8. 244/246 


Uber die Nichtexistenz periodischer Lisungen. 333 


on f > (0) . (e) , 
(35) E, = Sr us’ — f 3 Gag Fp t. 
0 Kg 
wobei 
wea (e) - yy (0) . 
(36) r =f Yup &, dr, m a te 
B 


Fs F’, (t); Fs Fs (T). 

F, ist eine periodische Funktion von 1, soweit es explizit vorkommt. Die 
et - a 7 ta 
Periodizitat der &, folgt aus (35), da auch die uz und die G periodisch sind, 
doch ist von vornherein nicht gesagt, daB periodische Lésungen existieren. 

Angenommen, es seien die Integrodifferentialgleichungen mit irgendwelchen 
= (o) ° . . oe 
Werten r°’ erfillt, dann ist gewiB nach E. H6LpER*) 
cin + (eo) « (a 
(37) fd us? E,d t A) 

B 

wie man durch Einsetzen des Wertes fiir &, in (37) und Beriicksichtigung 
von (30) und (34) findet. Die Ausfiihrung der Lagrangeschen Differential- 
operation L, ergibt, wie im folgenden gezeigt wird, 


(38) L,(é) =F, — 5 Fu. 

Hierher ist gesetzt: . 

(39) FP — ( Y us Fad t; a, Pp=1,....4;9=1,...,6. 
B 


Da HOLDER den Beweis hierfiir nicht erwahnt, so soll er hier angedeutet werden. 

Bevor wir auf den Beweis eingehen, sei noch erwahnt, daB die & natiirlich 

‘L.: . (¢ 
nur dann Lésungen der Lagrangeschen Gleichungen sind, falls alle F ®) ver- 
sclfwinden. 

Es wird geniigen, den Beweis fiir (38) fiir « 1 zu fihren. Da in L, nach r, 
nicht nach 7 zu differenzieren ist und wir wegen der vorhandenen Unstetigkeit 
der Ableitungen der G,, das Integrationsintervall in die drei Teilintervalle 
von 0 bis tr — 6, von t — 6 bei t + 6 und von t + 6 bis 2 a zerlegen miissen, 
wobei 6 eine sehr kleine Zahl ist, die schlieBlich in Null itibergeht, so folgt 


Ly (Ey &2) = Ly Cp %) = Yr L, (u?, uf) 
f [Ly (Gy, Fay) Py + ++ + Ly (Gy, Gog) Pal a7 
ne 
- f (Ly (Gri Gay) Fy + ++ + Ly (Gras Gog) Fal dz 
— J CAs (Gi Gan) Fi tres + Ly (Gig, Gay) Fal dr. 


. , ( os >. ww) _ ¢ 
Hier ist L, (ule, us’) =0, auBerdem folgt aus (33) L, (G,,, Ga) = Su use , 


o 


y y ’ (e) - ~ . 
» Dy (Gry, Gag) vu, uf’. Also geht L, (&,, €) tuber in 
y (e) (e (e) (e) 
L, (&, &2) J {> uy, ur} Fy ea {y' ur’, ua } Fl dz 
0 
Tr+0 . 
J (Ly (Gia, Gay) Fy + + + Ly (Gras Gey) Py) dt 
tT 0 


4) Vel. FE. H6uper, Habilitationsschrift, S. 236 
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Das erste Integral rechts geht, da nach r zu integrieren ist, wegen (39) aber in 


22 
> (e) (e) > ple) ,fe) 
Sul f {ar Py, +--+: +a Pdr =— YP’ uy’, 
e 0 (g 
es ist also, da a = 1, identisch mit dem letzten Glied der zu beweisenden 
Relation (38). Also folgt 


r+ 
Y " 7 " 7 » pl ( 

Ly (&,; €) . jf [Ly (Gy, Gy) Fy +--+ + Ly (Gy Gg) Pal dt — LF r uy’ . 

t—é e 

Der Ausdruck L, setzt sich aus 2 Termen zusammen, von denen der zweite 
die Ableitung der Lagrangeschen Funktion nach &, enthalt, dieses Glied liefert 
zu dem Integral keinen Beitrag. Das erste Glied aber ergibt, da auch 
r+é0 


f Ly (G,x Gq) FP, 4 1, 
1—6 


r+6 r+éd 
f Ly (Gs, Gog) Fp dx und =f Ly (Gyq, Gy) Fy dz 
t—é t—46 


verschwinden, 
r+é6 
fly (Gy, Gy) Fy dz = + (Fy)s=+ + F,. 
ona 
Mit Beriicksichtigung dieser Beziehungen hat man sofort die Identitat der 
Gleichung fir LZ, (&,, €,) mit (38). 

Damit die &, eine periodische Lésung der Lagrangeschen Gleichungen 
darstellen, miissen alle Verzweigungsgleichungen erfillt sein. AuBerdem muB 
, : dé, .. 
jedes &, und jedes oe fir t= 0 und t = 22 denselben Wert haben, was 
du® 

dt 
lich miissen noch die F, periodische Funktionen von t mit der Periode 2 x sein. 
DaB auch die G,, und 


der Fall ist, wenn diese Bedingung fiir jedes us” und jedes zutrifft, end- 


dG . a . oe 
28 an beiden Stellen der Bedingung der Periodizitat 


dt 
geniigen, folgt aus der Definition der G,,, bei ganzzahligen u® trifft das gleiche 
du) 
a 


auch fiir die ue und zu. 


dt 

Die Integrodifferentialgleichungen lassen sich nun nach der Methode der 
sukzessiven Approximationen auflésen. Wegen des Konvergenz- und des 
Unitatsbeweises vergleiche man die diesbeziiglichen Arbeiten von L. LicHTEn- 
STEIN (Literaturnachweis: E. HOLDER, Habilitationsschrift S. 235). Die (perio- 
dischen) Lésungen £, = &, (tr) hangen noch von den wegen der Konvergenz 
des, Verfahrens notwendig ,,kleinen’’ Parametern 7) pe ab. 

Die Lésungen lassen sich als Potenzreihen von diesen Parametern darstellen ; 
sie lauten so: (Hier wie auch vielfach spater sind die normierenden Faktoren 
fortgelassen) 

ats (2) = (3) ; 
6:3 = Ccosq,t-r +sng,t:r’ +eyut+::: 


a , 2 (3 
o, =r) — 2sing, r-r™ +2cosq,t-? + osmte 


(40) 


2 : —(3 
t, = cos q, t-?” + sing, t-F” + 05, 1 rr 


(1 ; 2 (3 
Gp =F )_2sing, 1-7” + 2 cos gq, t-F™ + v9 we 4+ “e'9 





n; 
en 
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Die Punkte deuten die Glieder an, die hinsichtlich r®, 4 mindestens quadratisch 
sind. Die »%(t) sind die periodischen Koeffizienten der mit « proportionalen 
Terme. 

In (40) sind die 6 GréBen r®, o =1,...,6 etwas anders bezeichnet und 
zwar der Reihe nach mit r™, r®, r™, 7, -™, -™. Infolge der Beschaffenheit 
der Lésungen kommen in ¢,, 6, nur re - und Terme mit und in Cf, 0, 
nur 7°, #”, = sowie Terme mit pe Vor. r und ?™, « = 1, 2, 3, unterschei- 
den sich nur durch die ¥; es ist nach (36) und weil ni = 0 ist (31) 


. : 
36’ r — f (cos q, t-€,—2 sing, t-0,) dt 
36 ) s 
- ‘ 
F — f (cos dp t+ C,—2 sin gy t * 6g) dt. 


Man sieht [vgl. (38) ], daB die Lésungen der Integrodifferentialgleichungen 
nur dann auch Lésungen der Lagrangeschen Bewegungsgleichungen sind, 
wenn die r® als Funktionen von uu so bestimmt werden kénnen, daB die ,, Ver- 
zweigungsgleichungen”’ 


(41) PF — 0 
erfillt sind, denn es muf 
‘. = F, = p Fp yi?) — 
sein. 
Es ist z. B. 
(39’) F® — f (cos q, t F:, — 2 sing, t F.,) dt. 


Wir haben bereits erwahnt, daB die Nullésungen linear unabhangig sind. 
Wollen wir nun die Unlésbarkeit der Lagrangeschen Gleichungen beweisen, 
so miissen wir folgendes zeigen: In den 4 Gleichungen (38) mu mindestens 
eine der Konstanten F® von Null verschieden sein (fir geniigend kleine Werte 
von pl, 7), 

Es ist der Beweis gefiihrt, wenn gezeigt werden kann: F” + 0. 

Wir stellen noch folgende Betrachtung an: Es wird die Hamiltonsche 
Wirkung J eingefiihrt 


(42) J=fAdt. 
Dann ist nach E. HéLpER (Habilitationsschrift) 
P c J a y “(e) 
(43) = Ad&=usNF” . 
gr?) a r®) f t 
{oe 


Hier ist A ais Funktion von r 
Nach (26) und (38) ist 


), waufgefaBt. Der Beweis ergibt sich wie folgt: 


(44) Y¥,=— SF“. 
e 
Hieraus folgt, falls u,’ wieder eine Nullésung ist und (30) beriicksichtigt wird, 
SEY Ww dt =—f FTF ue aul de = - 
a a e 
l 


oder weil t= Nt und Y, = Pa y¥ 


(45) —~uNF =f ¥ Azul dt. 
a 
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Von dieser Hilfsformel wird im folgenden Gebrauch gemacht. Nach (42) und 
(20) hat man 
ad > = a&, 


: x 0a 
5 ele) dt uN f le “(e) dt, 


(46) 


a r) + 


wobei sich die Summe auf die verschiedenen zu ein und derselben Masse ge- 


; a& ' ae , ; 
hérigen Terme A.-—°* bezieht. Fir -—°*- fahren wir den sich aus (35) er- 

£ x 

a re) @ re) 
gebenden Wert 
oa OF, (e) rea OF 
(47) a pe) Uy fz Tap a 7) dt 
ein und erhalten so 
ad ,rorw .& 77 OF, 
(48) 5 ple) -uN Df Vata dt t+ und ff Yad Gap 7, Gy drdt. 
a a 


Mit Benutzung der Hilfsformel geht das erste Glied rechts tiber in 


’ ud l f° (e) ’ Flo 
(49) -aNS SY, F & { Agta dt=pNF®). 
“- a 
Somit hat man 
~ ad . : ; OF 
(50) uNF® tuNn S oy, 2 Gag —=o-d dt. 
» 0) ted J —_ ) = 
@r a B or 


Das zweite Glied rechts verschwindet wie man leicht erkennt, wenn man zu- 

: , wisi .@ me 
folge von (44) Y, ~ » Fu setzt und noch (34) beachtet. Damit 
ist (43) bewiesen. Die Gleichungen (43) besagen also, die Verzweigungsgleichun- 
gen driicken das Stationaérwerden der GréBe J = f A dt aus. 

Wir zeigen jetzt, daf 
51) rp) a tA l . of{ Ads LQ 
BN 39, pn? ar® 

ist. 


’ 


Man hat mit >’ y nach (15) und weil 1 Nt (19) 


5 

T 

(2) € q . pr te 2D? 2 Dr ‘ 

F (1) (3 ‘> [a,” + a; OF + 24, a; O, + Gaz] 
cr . « 


~ ' y «mM Br) . 
(52) & We \) +u( sd = tai? 


+ a? OF +-24,a3 OF 


L Oy 


. 3B. (a? + a2 — a? r® x B 

+ qa?) * Pr Balai re a5 r*) : * PP \ . is ble. 
2 N* a} N*a,r j 

Die Punkte deuten die Glieder mit ~”, m > 2an. Zur Abkiirzung setzen wir 


nach Ausfiihrung der Differentiation nach r in (52) 


(53) r° A—-Bu— Cp’ 
Jetzt setzen wir in A= W (C,, o,), B, . . . die Werte (40) fir ¢,, o, ein, dann gilt 
(54) F® — F™ (fy). 


Jetzt erinnern wir uns der Formel (25). Sie lautet 


= l ‘ C2 of? q qs q a 
9n _-P yy , ( - 2 voy y =o 7 qv =a L TF ma § rr 
(25) I a » Br ~a Se % a qe t gy br %— ae Ort Tae Oe +R) + Kut+S. 
. = , r 
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Die Terme von F, die beim Ausmultiplizieren von £, und der Klammer entstehen, 
sind alle ,,klein”, von 3. oder noch héherer Ordnung. Aus ihnen ergeben sich 
in der Lagrangeschen Ableitung F,, Glieder, die mindestens klein von der 
2. Ordnung sind. Diese Glieder kann man, nachdem man den Ausdruck fiir 
F,, in die Verzweigungsgleichung Fr? sie lautet wegen (39) 
(55) FP? — f SPLw? dr — 

a 
eingesetzt hat, vernachlassigen. Die wichtigsten Glieder von F™ sind die- 
jenigen, die aus & « hervorgehen. Sie enthalten « als Faktor (ebenso wie die 
Glieder aus S). 

Wir kénnen nach Vernachlassigung der eben erwahnten kleinen Glieder 
F™ durch je (das ja in unserem Fall von Null verschieden ist) dividieren und 
erhalten 
(56) G™ — a + (r™, w), 

A stellt die Glieder dar, die vor der Division nur mit  multipliziert waren. 
Aus A gehen spiter (60) bei (62) hervor. Durch (r®), 4), sind alle Glieder zu- 
sammengefaBt, die jetzt hinsichtlich 7) und m« mindestens linear sind. 

re), u sind kleine Parameter. Hat also A einen festen, von r®, « unab- 
hangigen und von Null verschiedenen Wert, so ist die Verzweigungsgleichung 
F®) — 0 nicht erfillt. 

Nach der Division von F® durch uv haben wir analog wie auch bei E. Héx- 
DER folgendes: 

Alle aus & hervorgehenden Glieder sind nach dem Vorhergehenden ,,klein’’. 
Wir kénnen uns also dem Ausdruck zuwenden: 


(57) B f (By uP? + Buy? + Buf? + Bu?) dr 


wobei nach (15) 


4 8 "4 2 9 ‘ 2 ’ - 
(58) B=)’ 7 [a,? + a} OF? + 24, a) O; + gq? a2] 
x py B. ( a? l r2 x Bp, pb, 
; — + t= ‘ 
N* 2a3 2a, 2a N*a.r 
(2 (2 ; 
Wir bekommen, da u3” us’ = 0 ist 
nm Pr, R a >» »,(2) 
(59) % [ (B,uy’ + Bug’) dr. 


Wie man leicht sieht, sind die Lagrangeschen Ableitungen der ersten 4 Terme 
a 5 iets a (2 . a 

von (58) nach Multiplikation mit uy? baw. us und nach ausgefiihrter Inte- 

gration wieder ,,klein’’, wobei u. a. zu beachten ist, daB f cosqg, rdt = 0 ist. 

Es bleiben also, falls wir die Ableitung nach o, durch die nach ©, ersetzen und 

noch durch x f, fp, : N® dividieren: 








. . -[{ ¢ a? é -a? l (— 2 sin q, T) 
(60) © in 08 a, t+. s 1 )d 
)& J Oa, 2a 2a, a a 60, | 2a} 2a, ay . 
. . . ] c l (— 2 sin q, T) | 
(61) ¢%) | : cos q, T 4 a. =e +) dr; 
“ \éa, |agr ' 060, Lar a} 
> 2 r2 — 9si 
(62) C@ ge Y _| cos qt - { ath dt. 
Oa, | 2a, I 00, | 2a, ag 
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Die zu diesen Ausdriicken gehérigen ersten Teile der Lagrangeschen Ab- 
leitungen ( é ——— ) sind null. In (60) ist der 2. Term (: 6") null, da die a, 
dt 0& 60, 
nur von den ¢, und nicht von den O, abhangen; fihrt man im ersten Term 
die Differentiation nach a, aus und entwickelt die GréBen a, = a? + ¢, nach 
dem Binomischen Satz, so bekommt man ein Anfangsglied, das wegen 
f cosq,tdt = 0 verschwindet, und kleine Restglieder. 


) 


Qo. 


Wir betrachten der Reihe nach ©), €® und nehmen (wie in der Ein- 
leitung erwaihnt) qg, > 0; q. > 0; q, > qe an. 


. l é I 2sing,t 
* ca . _ } . qq 
(63) e™ i (——-} cos q, t + 5 (a )dr 


ca, \a, of a? 


oder 
a® ©) a® { - { ) cos q t+ > { : ) 2sing, t))dr 
. */ \ae, 8a, \r : ata, 00, \r ee : 


. ‘ l P ; 
Entwickelt man , so bekommt man auBer dem Anfangsglied nur kleine 
a 


2 
Glieder. Das Anfangsglied lautet 


A af @ £1 Jef or ] es 
(64) aG, ; | (—-) cos q, tdt + oe | }(—2sing, t)drt 


i) a \ 
ag J @a, 00, \r 


oder nach einer teilweisen Integration des letzten Gliedes: 


a® é " cos q,T 2q, { cosq,t 20° 
65 o6 | 1. | : 
(65) a? €, at De, : dt a. 20, dt 
Hierbei gilt wegen (21) 
_ . sin g,T é (0° — 8%) eo 
(66) A. sin q, T ; fh. . 5 a ° : 
00, 0q,t 0 oO} 00, 
ésing,t @éq¢,(O9—O0$) 20} eo 
a ; 0 ‘ q; COS, T° ° 
0q,T 00s 00, 20, 
203 
aé 0 ist. 
la 30, i 


Wir betrachten jetzt die Laplaceschen Koeffizienten AY”. Sie sind erklart 
durch die Fourier-Entwicklung 


67 2s 1 a}? 9 ay , \ 8 ' 4° 5" 4% ; 
(67) ? + cos — © Ze COST} A, + 2, A,’ cOSq,T. 
2 2 1 
. a} , 
Dabei ist 0 < —* 1, s reell und es gilt 
as 
q g 
(68) A,” =A®. 


Diese Koeffizienten kénnen, wie man weil, mit Hilfe der GauBschen hyper- 
geometrischen Reihe dargestellt werden: 


r'(s + \¢. ) a? \\¢, { a} \2 
9 4% 4% ae ’ ris,s+| ; ! 
(69) A, Ag Te) I'(ig| +)) ea) . F\s,8 Gs > Us 1, (ce) }- 


Fiir s > 0 sind alle Glieder der Entwicklung (69) positiv, wie auch aus den 
Reihen fiir die AY” ohne weiteres hervorgeht. (vgl. Porscaré, Lecons de Mé- 
canique céleste II, S. 55, oder Tisserant, Bd.1, Ch XVII, oder Harper, Das 
Dreikérperproblem, Kap. V). 
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Die GréBe | in a! ©, hat bekanntlich den Wert 
l a? a —i 
, 9%. 6 6 
. (1 + a — 2° cos (9, 0,}} ‘ 


Ersetzen wir hierin in erster Annaherung 


(70) a, durch a®, @O, durch 08 
ti 
und setzen wir 1 a, sowie in unserer Fourier-Entwicklung s = $, dann geht 
20° - : > 2 : 
@_ im (65) in 1 tiber und in — geht cos (0, — @,) in cos (O° — O8) = cos t 
iibe Dann gilt 
(71) nAt= {At dr, 


Diese Annaherung kénnen wir deshalb vornehmen, weil C,, 6, im Verhaltnis 
zu a,. @, sehr klein sind. Dann ist 


l c : 2¢ 
(72) a} 6, = « At + —2 sf 
be 4 Oa, ay 2 
oder 
(73) ala$G, =a : f+ 2q,AT>0. 
an i 2™1 da 2 "9 
2 y r2 \ é r? (— 2sin q, T) 
5(2) ‘ wae. <4 ! jdt, 
e . | 0 a, \ 2a,)' —— é oO, \3a,) aq / 
ad (2 Pid or ér? (— 2singq, T) 
(44) a6 ay 2a aa —— 7 00 a} 7 Jar 
=a, 1 1 1 


, ‘ —} , : , = , ; 
Die Entwicklung von ag ~ ergibt- wieder kleine Glieder und das Anfangsglied: 


a® a l r or 

(75 0 1 Zo j 

(75) ai6,=5 535, [r cosqg, tdt “3 | 56, iD tdt. 
“a, 0a, 2 1 


Wir wenden rechts auf das letzte Glied die teilweise Integration an und erhalten 


ae q ff 
0 © 1 Sine ph Hens 
ae ©, 209 da, fr cos q, TdT - | r2=cosq, tdt. 
Fiir r* fiihren wir hier seinen Naherungswert r? = 1 + «?— 2.4 cos fT ein. 


Es werden dann, da q, ganzzahlig ist, bei der Integration alle Terme, die cos 
q, t aber nicht cos t enthalten, verschwinden. Mithin folgt 

ar - a? ¢ y 24,a 
(76) a? , ; . | (— 2a) cosq, tdt a 


COS T COS G tdt. 
2 (ag)? | 11 


Oa. ag 


Hier werden noch die Produkte der Cosinusglieder umgeformt mittels der 
s (gq, — 1) t + cos (q, + 1) t. Wir definierten 


Relation 2 cos t cos q, T cos 
%, (s. oben) durch g, = q + 1, es ist dann gq, — 1 =q. Da q+ 0 ist und die 


Werte 1, 2,3,... annimmt, so verschwindet nach ausgefihrter Integration 
die rechte Seite von (76). Mithin ist, da kleine Glieder vernachlassigt sind, 
(77) C, klein. 


Da andeverseits fiir ©, sich ein endlicher Wert ergab und auch alle weiteren 

: (2 a , 2) ee = ‘ are 

lerme von F™ klein sind, so ist F ’ +0, womit die Nichtexistenz der periodi- 
schen Lésungen 1. Sorte in der Nahe der kritischen Kreise bewiesen ist. 


(Eingegangen am 16. Oktober 1947.) 
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Die Fortsetzung vier- und héherdimensionaler 
analytischer Flachen des R,,, (m = 3). 


(Cousinsche Verteilungen 2. Art) *). 


Von 


Woureane Rorustew in Wiirzburg. 


Einleitung. 


Nach Ergebnissen von K. OKA!) sind das 1. und das 2. Problem von Cousin 
— die Konstruktion meromorpher (bzw. regularer) Funktionen zu gegebenen 
Hauptteilen (bzw. Nullstellenflachen) — sicher lésbar fiir jeden schlichten 
endlichen Regularititsbereich 8 des Re,, wenn 8 vom Zusammenhang der 
Vollkugel ist*). (Die letzte Bedingung ist beim 1. Problem iiberfliissig.) Das 
2. Problem bleibt auch in gewissen Nicht-Regularititsbereichen lésbar, z. B. 
im punktierten Dizylinder |z,|< 1; |2,| <1; (2,2) + (0,0). Andererseits 
ist nach H. Carran®) $ fiir n 2 notwendig ein Regularititsbereich, wenn 
das 1. Problem gelést werden kann. Diese Aussage ist fiir n >3 dagegen 
nicht mehr richtig; H. Cartan‘) gab den Bereich |z,| < 1; |z,| < 1; |z| < 1; 
(21, Za, Z3) + (0, 0, 0) als Beispiel eines Nichtregularitatsbereiches an, in welchem 
das 1. Problem lésbar ist. Sein Beweis ist jedoch auf dieses Beispiel zugeschnitten 
und J4Bt sich nicht ohne weiteres verallgemeinern. 

Die wahre Ursache dieser Erscheinung ist, daB die Polflachen fiir n = 2 
zweidimensional, fiir n >3 aber mindestens vierdimensional sind. Zwei 
dimensionale Flachen entsprechen Funktionen einer, vier- und mehrdimensio- 
nale Flichen Funktionen von mindestens zwei Veranderlichen. Die Singu- 
laritaten der Funktionen von zwei Verinderlichen unterliegen nun bekanntlich 
erheblichen Einschrinkungen, die vor allem durch den Kontinuitatssatz ge- 
geben werden. Ganz entsprechende Verhaltnisse liegen bei den wesentlichen 
Singularitaéten vierdimensionaler Flachen und den wesentlichen Singularitaten 
der auf diesen Flaichen eindeutigen und reguliren Funktionen vor. 

Das Ziel dieser Arbeit ist es, diese Behauptung zu beweisen. Es soll also 
gezeigt werden, da® fiir die Fortsetzbarkeit mindestens vierdimensionaler 
Flachen ganz ahnliche Satze gelten wie bei analytischen Funktionen von 
mehreren Verinderlichen. Diese Analogie tritt besonders deutlich hervor, 
wenn man den Satzen nicht die positive Form von Aussagen iiber die Fort- 
setzbarkeit (wie in dieser Arbeit) gibt,’sondern die (schwichere) Form von 
Aussagen iiber die Fortpflanzung der Singularitaten. 


*) Die Anregung zu dieser Arbeit verdanke ich Herrn Prof. H. Benker. 


1) Oxa, K.: I. Domaines convexes par rapport aux fonctions rationelles. J. Sci. Hiro- 
shima 6, Nr. 3 (1936). LI. Domaines d’holomorphie. J. Sci. Hiroshima 7, Nr. 2 (1937). 

2) Einen zusammenfassenden Bericht itiber den Cousinschen Problemkreis gaben 
H. Beanke u. K. Stern: Jb. dtsch. math. Vereinig. 47, Abt. 1, 177—192 (1937). 

%) Cartan, H.: C. r. Acad. Sci. Paris 199, 1284—1287 (1934). 

*) Cartan, H.: C. r. Acad. Sci. Paris 207, 558—560 (1938). 
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® sei eine (2 n — 2)-dimensionale (erganzte) analytische Flache itiber dem- 
Ren. & soll sich also in keiner Weise mehr fortsetzen lassen kénnen, braucht 
aber keine Flache des Re, zu sein. Fiir diesen Augenblick werde als ,,wesent- 
liche** Singularitat von @ jeder Punkt P des Re, verstanden, fiir den gilt: 
Es ist nicht méglich, eine Umgebung Ul von P und eine in Ul regulare nicht 
konstante Funktion g (z,, . . ., Z,) so anzugeben, daB alle in 11 gelegenen Punkte 
von & der Gleichung g = 0 geniigen. 

Ferner sei $ ein schlichter beschrankter Regularitatsbereich des Re,. Dann 
gilt z. B. der Satz: ,,Liegt im Innern von $ eine wesentliche Singularitat von 
®, so mu es auch auf dem Rande von % eine solche Singularitét geben, falls 
® ihn schneidet”. Ersetzt man hier @ durch f (z,,...,Z,), so hat man den 
bekannten Satz von HartoGs und OsGoop5) iiber die Fortsetzung analyti- 
scher Funktionen vom Rande eines Bereiches her ins Innere. Bei dem letzteren 
braucht 8 kein Regularitatsbereich zu sein, hier ist diese Bedingung notwendig. 
Ganz 4hnlich lassen sich andere fiir analytische Funktionen bekannte Satze 
unmittelbar fiir analytische Flachen formulieren. 

Gibt man den Sétzen diese Form, so ist die Analogie also besonders deut- 
lich. Aber die Aussagen, welche in dieser Arbeit bewiesen werden, sind all- 
gemeiner und fir Anwendungen besser geeignet. Wir haben uns der Anschau- 
lichkeit halber im wesentlichen auf vierdimensionale Flachen des R, beschrankt. 
Die Satze und Beweise behalten aber ihre Giltigkeit fiir (2 » — 2) -dimensionale 
Flachen des Rey. Ja, sie bleiben auch fiir mindestens vierdimensionale Flachen 
des Ra, bei sinngemiBer Ubertragung erhalten. Sie miissen nur ein wenig 
geaindert werden, da niederdimensionale analytische Flachen des Re, nicht ohne 
weiteres durch Coustinsche Verteilungen dargestellt werden kénnen. An einer 
Stelle, beim Beweis des Kontinuitaétssatzes in seiner allgemeinen Form fir 
Flachen @* des R,, sind wir gezwungen, die Fortsetzung vierdimensionaler 
Flachen @* des R, in Betracht zu ziehen, wenn der Beweis iibersichtlich bleiben 
soll. Dort sieht man ohne weiteres, daB die Fortsetzbarkeitseigenschaften 
allgemein 2k-dimensionalen analytischen Flachen des Rg, zukommen, wenn 
nur k > 2 ist. 

Es ist auffallend, daB die Regularitétsbereiche bei der Fortsetzung von 
Flachen eine ausgezeichnete Rolle spielen, wihrend das bei der Fortsetzung 
von Funktionen nicht der Fall ist. Ein Beispiel (vgl. V, 3) zeigt, daB die Satze 
fiir Nicht-Regularitétsbereiche nicht mehr gelten. Dennoch ist die Voraus- 
setzung, daB 8 Regularitaétsbereich ist, etwa beim Analogon zum Satze von 
Harrocs und Oseoop nicht in dem Grade wesentlich wie diejenige tiber 
die Dimension der Flache. Man kann diesem Satz eine schwachere Form 
geben, die auch fiir Nicht-Regularitatsbereiche giltig bleibt*). Satz I dieser 
Arbeit sagt dann zusiatzlich aus: ,,Wenn % ein (schlichter und beschrankter) 
Regularitatsbereich des R, ist, so gibt es kein singularitatenfreies analytisches 
Flichenstiick @*, welches selbst im AuBeren von % liegt und dessen Rand- 
punkte simtlich Randpunkte von $ sind.” Es ist anzunehmen. da8 auch 
der fiir den Kontinuitaétssatz grundlegende Satz III eine andere Formulierung 
zulaBt, in der kein Regularitatsbereich mehr eine Rolle spielt. Sicher ist je- 
doch, daB schon die Formulierung der Satze, vor allem aber die Beweise sehr 


5) BeunkE, H., u. P. Toutien: Theorie der Funktionen mehrerer komplexer Verander- 
lichen. Erg. Math. 3, 50 (1934). 

*) Rorustrern, W.: Uber die Fortsetzung analytischer Flichen. Erscheint in den 
Mathematischen Annalen. 
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an Einfachheit verlieren, wenn sie fiir Nicht-Regularitatsbereiche durchgefihrt 
werden. Insofern nehmen die Regularitaétsbereiche eine Sonderstellung ein. 
Sie schlieBen von vorneherein viele topologische Schwierigkeiten aus, die be- 
kanntlich schon beim Beweis des HartoGs-Oscoopschen Satzes auftreten 
(vgl. z. B. FuBnote §)). 

Diese Arbeit behandelt ausschlieBlich die Fortsetzung analytischer Flachen 
und das entsprechende Problem der Fortsetzung Covusinscher Verteilungen 
regulirer Ortsfunktionen. Dagegen sagt der zitierte Satz von CARTAN etwas 
iiber die Fortsetzung von Verteilungen meromorpher Ortsfunktionen aus. 
Durch diese Ortsfunktionen werden im R, bestimmt: 1. vierdimensionale Pol- 
flachen @*, 2. auf den Polflichen gewisse eindeutige regulire Funktionen W 
der Flachenpunkte (nachdem eine Darstellung F (z,, z2, 73) = 0 der Polflache 
festgelegt ist), welche auBerdem noch folgender Bedingung geniigen: 3. zu 
jedem Punkt P von @* gibt es eine Umgebung und eine in ihr regulére’) Funk- 
tion gp, welche auf &* mit W iibereinstimmt. Die im folgenden abgeleiteten 
Ergebnisse lassen sich auf die Polflachen @* natiirlich anwenden. Man kann 
ferner leicht zeigen, da® auch die induzierten Flichenfunktionen W sich dabei 
fortsetzen lassen. (Im R, gilt das selbstverstaindlich nicht. Dort sind die 
Polflachen @? zweidimensional. Und auch wenn die @? sich fortsetzen lassen, 
so braucht das fiir die induzierten Funktionen W nicht zu gelten. Denn die W 
sind Funktionen eines Argumentes und kénnen isolierte Singularitaten besitzen. 
Deshalb ist auch das 1. Problem von Cousin im R, nur in Regularitatsbereichen 
immer lésbar.) Auf diesem Wege ist jedoch nicht zu entscheiden, ob auch 3. 
erfillt werden kann. CaRTANs Satz zeigt, daB die Punkte, in denen das nicht 
der Fall ist, nicht isoliert liegen kénnen. Man darf vermuten, da sie zwei- 
dimensionale analytische Flachen ganz erfillen miissen. Wenn dies richtig ist, 
so gelten die fiir Verteilungen 2. Art abgeleiteten Satze auch fiir Verteilungen 
1. Art*). 

I. Definitionen. 

Jedem Punkte P des Bereiches & des R, sei eine Umgebung Up und eine 
in Up regulare Ortsfunktion g, so zugeordnet, daB die Aquivalenzbedingungen 
in bezug auf Division, d. h. g,:gg und gg:gp regular in Up/\ Ug, erfillt sind 
Die Paare (Up, gp) bilden dann in & eine ,,zulassige’’ oder ,,algebraische Ver- 
teilung’’ V. Sie definiert in & eine abzihlbare Menge vierdimensionaler analyti- 
scher Flachenstiicke @*, die Nullflichen gp = 0. Nun sei R ein Randpunkt 
von &. Kann eine volle Umgebung Up von R und eine in Up, regulire Funktion 
Jr angegeben werden, welche in Up-\ A zu V dquivalent ist, so heiBe V ,,nach 
R fortsetzbar” und das Paar (Up, gz) eine ,,lokale Fortsetzung” von V. Statt 
dessen sagen wir auch: ,,V bleibt in R algebraisch’’. Gibt es keine lokale Fort- 
setzung (Up, gp), so heiBe V in R singular. 

V kann in R auf drei verschiedene Arten singular werden: 

a) Eines der &* hat R als wesentlichen Randpunkt. 

8) Gegen R haufen sich unendlich viele verschiedene *. 

y) Wenigstens ein &* weist nach der Fortsetzung in eine noch so kleine 
Umgebung von R in & Elemente auf, die durch V noch nicht erfaBt sind. 

7) Eine meromorphe Funktion mit der geforderten Eigenschaft gibt es bekanntlich 
immer. Vgl. Oscoop, Lehrbuch der Funktionentheorie II, 1. Lief., 8. 116, 3. Satz. Leip- 
zig: C. G. Teubner 1929. 


*) Zusatz bei der Korr Xtur: Die Vermutung ist richtig. Der Beweis folgt in einer 
besonderen Note. 
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$ sei ein zweiter Bereich, so daB der Durchschnitt 4&8 wieder einen Be- 
reich bildet. Ist V in A, V’ in 8 zulassig, sind ferner V und V’ in A-\B aqui- 
valent, so heiBe V’ eine Fortsetzung von V nach %. Sind je zwei derartige 
Fortsetzungen V’ und V” notwendig in 8 miteinander Aquivalent, so ist V’ 
,eindeutig bestimmt. 


Il. Hilfssiitze. 


Zunichst ergibt sich, dai ‘fiir das Fortbestehen der Aquivalenz zulissiger 
Verteilungen ahnliche Satze gelten wie fiir die Fortsetzbarkeit regulirer Funk- 
tionen. 

Satz 1. R sei Randpunkt von &. Ferner soll gelten: Ist Ul irgendeine Um- 
gebung von R, und f eine in U7\B regulére Funktion, so ist f noch in R regulir. 
SchlieBlich mégen V, und V, zuléssig in einer Umgebung Ul’ von R und miteinan- 
der in U'\% dquivalent sein. 

Dann bleibt die Aquivalenz in einer vollen Umgebung von R erhalten. 

Beweis: g, und g, seien die Ortsfunktionen von V, und V, in R. Die Quo- 
tienten 9,:g_ und g,:g, sind im Durchschnitt einer Umgebung von R mit B 
regular. Folglich bleiben sie in R selbst regular, w.z.b.w. 

Folgerungen: A. Es sei p =|2,|* + |z,|* + |z,|* und © (t) die Kugelschale 
0<t<qg<1. Dann gilt: 

Al. Sind V, und V, in © (¢,) zulassig und in © (¢,) (t, > t,) miteinander 
aquivalent, so sind sie auch in © (t,) miteinander Aquivalent. 

Andernfalls miBte es ein (* >t, und dazu auf gy =¢* einen Punkt R* 
so geben, daB die Aquivalenz in jeder Umgebung von R* gestért ist, wahrend 
sie in © (¢*) noch statthat. Das ist jedoch nach Satz 1 unméglich. 

A 2. V sei in © (t,) zulassig. Kann V ttberhaupt in die Kugel y < 1 fort- 
gesetzt werden, so ist die Fortsetzung nach A 1 eindeutig bestimmt. 

B. Es seien y = |2z,|*— 8(/\z,/* + |z,|*) und B>0, § (r) der ringformige 
Bereich {y < 1, 0<r < |z,/* + |z,|? < 1}. 

B 1. Sind V, und V, in § (r,) zulassig, bleiben sie algebraisch in allen auf 
y = 1 gelegenen Randpunkten von §(r,), und sind sie in § (72) (rz > %) 
miteinander Aquivalent, so bleibt die Aquivalenz in § (r,) erhalten. 

Das folgt genau so wie unter A 1. Denn sind V, und V, a4quivalent in § (r*) 
(r, < r* <1r,), so auch nach Satz 1 in allen Randpunkten, die nicht auf 
zq|* + |z,|? = 1 liegen. 

B 2. V sei in § (r,) zulassig. Kann V ins Innere von {wy < 1; |z,|* + |z,|* < 1} 
fortgesetzt werden, so ist die Fortsetzung nach B 1 eindeutig bestimmt. 

Wir brauchen noch einen weiteren einfachen Aquivalentensatz. 

C. V sei in der Kugelschale © (¢*) zulassig. Jedem Punkt R der inneren 
Randkugelflache m = ¢* sei eine Lokalfortsetzung (Up, gp) von V zugeordnet. 
Also soll gp in Up, regular und in UprS(t*) zu V aquivalent sein. Diese 
Lokalfortsetzungen bilden eine Verteilung V*, welche innerhalb © (¢*) offenbar 
den Aquivalenzbedingungen geniigt. Behauptung: V* geniigt sogar in einer 
vollen Umgebung von g = ¢* den Aquivalenzbedingungen. Es gibt dann also 
ein t’ < t*, so daB V ins Innere von © (t’) durch V* fortgesetzt wird. 

Beweis: Man ersetze jede Up durch eine Up G Ug. Dann ist gp auch auf 
dem Rande von Wp noch regulir. Darauf greife man Wj,..., 1, mit den 
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Ortsfunktionen g,,...,g, 30 heraus, daB 8 = U,U---U Uy, die Kug_lflache 
gy = t* vollig iberdeckt. Die durch die Paare (Uj, g,) in 8 erklarte Verteilung 
V, ist offenbar dort zu V* dquivalent. Sie geniigt auch in einer vollen Um- 
gebung von m = é* den Aquivalenzbedingungen. Andernfalls miBte es auf 
t* einen Punkt R* geben, in dessen Umgebung die Aquivalenz gestért 
ist. R* liegt im Innern oder auf dem Rande gewisser 11;. Die zugehdrigen g, 
sind simtlich in R* regular. Man kann daher eine Umgebung von R* abgrenzen, 
welche nur die eben betrachteten WU, schneidet und in der die zugehérigen g, 
regular sind. Da die g, ferner auf der Seite m > ¢* zu V Aquivalent sind, 
bleiben sie in einer vollen Umgebung von R* untereinander aquivalent. Dann 
kann jedoch die Aquivalenz in der Umgebung von R* nicht gestdrt sein. 
Grundlegend fiir die Untersuchung ist 


2 


Satz 2. a) Es seien: R das Kugeliufere {4 2, |? + |z,|? + |z,|? > 1}; 
R ein Punkt auf ¢ ; U eine Kugel um R und W=UNR. Ist dann V 
algebraisch in U1, so fet in R. Es gibt also eine Lokalfortsetzung (Wp, gp) von V, 
so daB gp und V in Wak dquivalent sind. 

Analog: b) Es seien: © das Gebiet {w 2, |? — B(\z_|? + |2,|*) < 1} (8 > 0); 
R ein Punkt auf py =1, U eine Kugel um R und U=UN§. Ist dann V 
algebraisch in Ul, so auch in R. 

Beweis fiir a). 

1. Es sei 3’ ={\21|* + |22)/* < 45; ne A 0 und 4, < |21|* + |z2|? < 43; 

d < Ri (z) < +d} und B ={\w’| <«; (z’) aus 9’}. Die Re gularit&tshall 
von 3’ ist §(3’) ={|21)* + | 22)? < 46,; R ia) > — d}, die Regularitatshille 
H (B’) = {\w’| < e; (z’) aus §(8’)}. Das Flachenstiick @* médge in 8’ alge- 
braisch sein und dort |w’| =e nicht schneiden. Jede Ebene 2; = const, 
zg = const trifft also G* nur in diskreten Punkten. Behauptung: @* wird in 
%’ durch eine in § (B’) regulére Gleichung 
[*] w’'™ + B.(z, z) w’™—! +--- + #,, (2, 2%) =0 genau dargestellt. 

Beweis: @* gestattet infolge der Voraussetzungen und des Vorbereitungs- 
satzes in 8’ eine Darstellung w’ = g (z;, 2) mit einer in 8’ unbeschrankt fort- 
setzbaren endlichdeutigen Funktion g, die sich dort algebraisch verhalt. Die 
elementarsymmetrischen Funktionen £, von g sind also in 3’ und dann 
auch in § (%’) eindeutig und regular. 

2. Reduktion der Behauptung auf 1. 

a) Es sei R=(1,0,0) und [1]: 2-2, +2,-z,+2,-z3;—1=0. Es gibt 
ein @(R), so daB fiir jedes feste A, mit |A,| <1 die Hyperflaiche [2]: 
z, = 1+ ir — A,-z8 (rz reell) innerhalb 8 [1] nur in R berihrt und sonst ‘in 
[l1]}> 0 liegt. Denn setzt man [2] in [1] ein, so kommt (rt? +2 
-(1 +). K geht gleichmaBig fiir alle A, (|A,| < 1) mit (7? + 
gegen Null. 


2 Z_ + 2% 23) - 
ZZ + 2 23) 
b) A,, A, mit |A;| < 1 bestimme man so, daf die Flache z, — 1 + A, z3 

z, +A,z,=0 mit V =0 in & nur diskrete Schnittpunkte hat. 

c) Man bilde jetzt eine Umgebung von R mittels T: w’ = z,; 2, =z, — 1-4 

+ A, 23; %=2z,+ wate ab; V gehe in V’ iiber. Innerhalb  (z;) > 0, fe srner 
in allen Punkten ® (21) = 0, (w’, zi, 2) + (0, 0, 0) ist V’ algebraisch. zi = 22 =0 
schneidet V’ = 0 nur in diskreten Punkten. Daher gibt es ein ¢ > 0, so daB 


auf 2; = 2% =0; |w’| =e kein Punkt von V’ =0 liegt. Dann existiert auch 





0 
B 
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ein 6, > 0, so daB |24|? + |z2|* < 6,; |w’| =e frei von solchen Punkten ist. 
Nimmt man 0 < 4, < 6, hinzu, so kann d > 0 so festgelegt werden, daB die 
Voraussetzungen von I. fijr jedes Flachenstiick @* erfillt sind, das V’ = 0 
in 8’ definiert. Es folgt die Darstellung [*] und weiter, daB es nur endlich 
viele @* gibt. Infolgedessen gibt es eine in § (B’) zulassige Verteilung V*; 
welche in 8’ zu V’ Aquivalent ist. 

3. Es sei 8’ (t) = T (pm >t), also &’ (1) = T (SR). Es bleibt zu zeigen, daB 
V und V’ in 9 (%’) A’ (1) Squivalent sind. Dazu waihle man 0 < d* < d; 
$* entstehe aus 8’, wenn d durch d* ersetzt wird, und ebenso §* aus § (%’). 
Dann sind V* und V’ innerhalb S$’ (1) auch in allen Randpunkten von §* 
zulassig und im abgeschlossenen $* Aquivalent. ,,t’ hat die Eigenschaft F“« 
soll bedeuten: ,,In §’ (t’) ~\ $* sind V* und V’ aquivalent**. Entweder hat 
t = 1 die Eigenschaft F, oder es gibt ein kleinstes t* > 1 mit dieser Eigenschaft. 
Im zweiten Fall gibt es auf 7'(g = ?*) einen Punkt R*, in dessen Umgebung 
die Aquivalenz gestért ist. R* kann nur im Inneren von §* oder auf R (z4) = 

—d liegen; denn in den iibrigen Punkten, die in Betracht kommen, ist die 
Aquivalenz vorausgesetzt. Beidemal fihrt Satz 1 zum Widerspruch. Denn 
jede in der Umgebung von R* auf der Seite {T (gm > t*)} \{R(m4) > —d*} 
regulare Funktion bleibt in R* regulir. Daher mu t = 1 die Eigenschaft F 
haben (Satz 1). Da d* beliebig nahe an d genommen werden kann, sind also 
V* und V’ in 9 (8) (1) aquivalent. 


b) wird entsprechend bewiesen. 


Ill. Fortsetzung vom Rande her ins Innere. 

Wir kénnen jetzt Satz I sehr schnell beweisen. 

Satz I. Jede in einer Kugelschale zuldssige Verteilung ist ins Innere der 
Kugel fortsetzbar. Die Fortsetzung ist eindeutig bestimmt. 

Beweis. a) Einzigkeit: Folgt aus II A2. £8) Existenz: V sei in ©(t,) = 

(t, < » <1) zulassig gegeben. Wir sagen: ,,t’ hat die Eigenschaft F*, 
wenn V ins Innere von © (¢’) fortgesetzt werden kann. Entweder haben alle t 
zwischen 0 und | die Eigenschaft F, oder es gibt ein kleinstes t* > 0 mit dieser 
Eigenschaft. Der zweite Fall kann nicht eintreten. Denn ist V* die zu © (¢*) 
gehérige Fortsetzung von V, so existieren nach Satz 2a in allen Punkten von 
gy =t* Lokalfortsetzungen. Aus II C folgt dann, daB es sicher noch ein t’ < ¢* 
mit der Eigenschaft F gibt. Also tritt der erste Fall ein: V kann ins Innere 
der punktierten Kugel 0 < @ < 1 fortgesetzt werden. DaB es keine isolierten 
Singularitaten gibt, ist an sich bekannt. Es folgt aber auch aus unseren Satzen 
so. Man nehme die Kugeln 


&, = {| —4F]? +]2el? +] 25/?S ye} und RK, = {|e + 3]? + l2l* + lal? Ss ve}- 
Nach Satz 2 gibt es zwei in 0 regulare Funktionen g, und g,, die jeweils in den 
zugehérigen AuBengebieten &, und St, von §, und &, zu V Aquivalent sind. 
Also sind g,:g_ und g,:g, in 8,8, regular. Sie bleiben dann bekanntlich 


in 0 regular. Also ist etwa g, in 0 regular und in allen von 0 verschiedenen 
Punkten einer Umgebung von 0 dquivalent zu V. 


Hieraus folgt: Satz II. Ist G* algebraisch in allen Punkten einer abgeschlosse- 
nen analytischen Ebene ©* (des projektiv abgeschlossenen R,) und schneidet 


24* 
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@* iiberhaupt E*, so ist G* eine algebraische Fliche. Der Schnitt M von G* und 
© ist cine auf G* zusammenhingende Punktmenge. 


Beweis: 1. Man darf annehmen, dab © die uneigentliche Ebene ist. AuBer- 
halb einer geniigend groBen Kugel wird @* dann durch eine zulassige Vertei- 
lung V genau dargestellt. Da @* © schneidet, definiert V wirklich die Flache @* 
und ist nicht die triviale Verteilung gp = 1. V ist ins Innere von & fortsetzbar; 
@* bleibt also im abgeschlossenen R, iiberall algebraisch. Daher ist @* eine 
algebraische Flache. 

2. Zerfiele der Schnitt M in zwei punktfremde Teile Mt,, M,, so wiirden 
M, und M, zwei verschiedene auBerhalb K zulassige Verteilungen V, und V, 
entsprechen. Sie wiirden im Widerspruch zur Voraussetzung zwei verschie- 
dene algebraische Flachen @¢ und @$ definieren. 

Noch eine andere Folgerung: Man kann leicht eine zweidimensionale ‘Flache 
q? xonstruieren, die in der Kugelschale © (¢,) algebraisch ist, aber im Innern 
der Kugel wesentliche Randpunkte besitzt. g? kann dann in © (¢,) sicher nicht 
als Schnitt zweier dort algebraischer Flachen @+, G4 dargestellt werden. Denn 
@+ und G4 miibten im Innern der Kugel algebraisch bleiben, folglich auch ihr 
Sehnitt g?. 


IV. Kontinuititssatz. 


Fubend auf Satz 2b beweisen wir zunidchst den folgenden Satz, der im 
Grunde schon den Kontinuitatssatz enthalt. 
Satzlll. V sei zuldssig erstens im Zylinder 3.. = {| 
und zweitens im Ring R = {\z,\< 1; 1 < |z,|? + |23|?< 1}. Dann gibt es 
genau eine Fortsetzung von V ins Innere von 3, = {|z| < 1; |z2|* +|2|* < 1}. 
Beweis: Man fixiere zunachst e < e’ und EZ < 1 und darauf f > 0 so, 
daB die Flichen p =|z,|*— 8 (|z,|* +|z,|*?)=¢« und y=E die in Fig. 1 
angegebene Lage haben. Da EZ 
beliebig nahe an 1 gewiahlt 
SAYS MA YAN werden kann, geniigt es, zu 
SQ ROH ‘a ‘ zeigen, dafs V genau eine Fort- 
SN \ setzung ins Innere von {wy < £; 
WO NN |z|* + |z3|* < E} besitzt. Beim 
Nachweis der Existenz verfahrt 
man ganz ahnlich wie friiher. 
Ein Parameter t’ (0 < t’ < EB) 
> hat die Eigenschaft F, wenn 
V ins Innere von {yp < ?’; 
| z_|* + |2,|* < £} fortgesetzt 
werden kann (und die Fort- 
setzung in 3.8 aquivalent V 
bleibt). Entweder alle ¢ zwischen 
Fig. 1. 0 und E haben die Eigenschaft F, 
oder es gibt ein gréBtes t* < E 
mit dieser Eigenschaft. Im zweiten Falle existiert die Fortsetzung V* innerhalb 
{py < ¢*; |z,|* + |z,|* < Z}; insbesondere ist V* in R zu V Aquivalent. Dort 
k6nnen also die Ortsfunktionen von V genommen werden. In allen Punkten R 
des Randflachenstiickes ¥ = {y = t*; |z,|* + |z,|* < Z} existieren Lokalfort- 
setzungen (Up, gp) von V (Satz 2b). Liegt R im Innern von R, so nehme man 
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die zugehdrige Ortsfunktion von V. Wie unter IIC schlieBt man, daB die 
(Up, Jp) in einer vollen Umgebung von ¥ eine zulassige Verteilung V** bilden. 

Daraus folgt sofort, daB die durch V** erganzte Verteilung V* zulassig 
bleibt in {py < t’; |z,|* +|z,|* < Z}, wenn nur ¢’ — é* klein genug ist. Noch 
nicht gezeigt ist jedoch, daB diese Verteilung in R 4quivalent V ist, daB also t’ 
die Eigenschaft F hat. An dieser Stelle wird wesentlich benutzt, daB |z,|* + 
+ |z,|* < 1 Regularitdtsbereich ist. Man schlieBt folgendermaBen weiter. Zu- 
nachst wird ein r, mit r, <r, < E und darauf t’ > ¢* so festgelegt, daB V** 
in {** <p <?’; r, <|z,|* +|z,]* < Z} die Ortsfunktionen von V hat. Das 
ist méglich, weil fir die R in R die Ortsfunktionen von V genommen wurden. 
Nach II B 1 bleibt die erganzte Verteilung V* dann auch in {py < t’; r, < |z,[* + 
+ |z,|* < E} zu V dquivalent. Also hat t’ > t* die Eigenschaft F. Der zweite 
Fall ist somit unméglich, w.z.b.w. Die Einzigkeit der Fortsetzung ergibt 
sich sofort aus II B 1. 

Um Unbequemlichkeiten in der Formulierung des Kontinuitétssatzes zu 
vermeiden, fihren wir Verteilungen V auf niederdimensionalen Mannig- 
faltigkeiten ein. Die Up usw. sollen weiter stets volle 2 n-dimensionale Um- 
gebungen sein. 

M und O seien irgendwelche Punktmengen des R,,. Jedem Punkte P 
von YW sei ein Paar (Up, gp) so zugeordnet, daB gp und gg in Up Ug Aqui- 
valent sind. V = (Up, gp) heiB®t dann ,,auf M zulassig”. Sind V’ = {Ulp, gp} 
und V” ={Up, gp} auf M zulassig, gibt es weiter zu jedem P aus M eine 
Umgebung %p in der gp und gp Aquivalent sind, so sind V’ und V” , auf M 
iquivalent’’. 

Es sei: V auf M, V* auf MW O zulassig. Ist V* auf M Aquivalent V, 
so ist V* ,,eine Fortsetzung von V nach **. Sind zwei derartige Fortsetzungen 
notwendig auf © Aquivalent, so ist V* ,,eindeutig bestimmt’. 

Nun der Kontinuitdtssatz (1). Es seien: ©, die Gebiete z, = €,; |z_|* + 
+ |z|* < 1 (e, + 0); Mm) die Vereinigungsmenge der €,, fiir u > m; C die 
Punktmenge z, = 0; |z,|* + |z,|* = 1 und &,, das Gebiet z, = 0; |z,|* + |z,|* < 1. 
V sei zuldssig auf M(0)UC. Behauptung: Es gibt ein m' und dazu genau 
eine auf M(m’)V Cu E,, zuldssige Verteilung V', die auf M(m’) UC dqui- 
valent V ist. 

Der Beweis liegt einfach darin, daB fiir einen geniigend groBen Index yp’ 
bei passendem a > 0 in den neuen Koordinaten 2; = a (2, — Ey’); 22 = 293 
23 = z, gerade die Voraussetzungen von Satz III vorliegen und sowohl &,, als 
auch die ©, (u > m’) fir geniigend grofes m’ in {|z’| < 1;-|z9|* + |23|* < 1} 
enthalten sind. 


Vy. Allgemeinere Sitze. 


1. Jeder schlichte, beschrankte Regularitatsbereich B** des Re, laBt sich 
bekanntlich durch ganz in seinem Innern liegende ,,analytische Polyeder” €** 
approximieren. Sie sind so definiert: Die inneren Punkte von €*" geniigen 1 
Ungleichungen |f, ((z))| < 1 mit in 8?" regularen f,((z)); der Rand von @** 
wird von den Flachen |f,| = 1 gebildet. — Offenbar kann $*" dann auch durch 
ganz in seinem Innern gelegene ,,pseudokonvexe Polyeder’’ %*" approximiert wer- 
den, welche durch Ungleichungen g, = |f,|* + « (\z|* +++: + |z,|*) <1 
(a > 0) erklart sind. Der Rand von §%" besteht aus Stiicken der Flachen 
f= 1. 
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2. Die Méglichkeit, einen Regularitatsbereich 8** durch Polyeder $** von 
innen zu approximieren, kann dazu benutzt werden, die bisherigen Ergebnisse 
wesentlich zu verallgemeinern. Das kommt am klarsten bei Satz I zum Aus- 
druck. Ersetzen wir dort in den Voraussetzungen die Kugel durch einen Re- 
gularitatsbereich 8*, die Kugelschale © (¢,) durch das Zwischengebiet B* — $°, 
so erhalten wir den Satz: Ist V in B* — f° zuldssig, so gibt es genau eine Fort- 
setzung von V in das Innere von 8°. Den Beweis kann man ganz so fiihren 
wie friher. Man hat dann das Polyeder $* iiber die Bereiche $* (t); gp, < 
(A = 1,..., 2) zusammenzuziehen und V gleichzeitig fortzusetzen. Es kann vor- 
kommen, daB ein Bereich §* (t’) in mehrere Gebiete zerfallt. Das spielt jedoch 
keine Rolle. Wesentlich ist, daB man die folgende Verallgemeinerung des 
Satzes 2 zur Verfiigung hat: ,,Der Punkt R liege auf pm = |f|? + a (\z,|* + 
t+ |zq!* + |z,|*) = 1, (a > O, f regular in R). Innerhalb einer Umgebung von 
R sei V auf der Seite gy > 1 zuléissig. Dann bleibt V in R algebraisch”. Der Be- 
weis dieses Satzes macht wegen des allgemeinen Charakters von gm = 1 grobe 
Miihe. Man darf ja nicht voraussetzen, daB R gewohnlicher Punkt von gy = 1 
ist. Infolgedessen wird die Abbildung T (vgl. Beweis zu Satz 2) im allgemeinen 
nicht ein-eindeutig sein. — Den skizzierten Weg sind wir urspriinglich gegangen. 
Grundsatzliche Schwierigkeiten ergeben sich dabei nicht; jedoch wird die 
Durchfihrung aus dem angegebenen Grunde ziemlich schwerfallig. Hier 
wollen wir deshalb einen andern Weg einschlagen, auf dem wir mit dem ein- 
fachen Satz 2 auskommen. Zuniichst jedoch zeigen wir, daB die Voraussetzung, 
WF sei Regularitatsbereich, bei unserem Satz nicht entbehrt werden kann. 


3. Benutzt man die in IV. eingefiihrte Ausdrucksweise, so kann man den 
Satz auch so aussprechen: ,,[st V auf dem Rande des schlichten, beschrinkten 
Regularitatsbereiches B* zuldssig, so gibt es genau eine Fortsetzung von V 
in das Innere von $*®’. Ist nun B® Nicht- 


P, a Regularitdtsbereich, so braucht die Aussage 
~ . . . . v* . . 

/ * nicht mehr richtig zu sein. Ein Beispiel: 

/ B* sei der Bereich {|z,|* + |z,|* + |z|? < 1; 

> 2 2.|2 + |2./2 > <a Ehene 

/ z—!1 + |23|* 4 | z3| > zs}. Die Eben 

z,=—+ schneidet den Rand von 8° in zwei 


getrennten Stiicken. 
3 > - |e 12 > |2 4 
my {2 63 |22|° + |23| o's} 


RZ = {2 = $5 |z2|* + |25/* = aera5}- 
Die Umgebungen Up, der Randpunkte R 
von $® seien so klein, daB UW, die Ebene 

Fig. 2 z, = + nur dann schneidet, wenn R auf 

z, = ¢ liegt. Ferner soll fiir R,¢ SK? ; R, K3 

sein: Up Up,= 90. V werde auf dem Rande von B® durch {Up, gp} er- 

klart. Dabei sei gp ={1, wenn R nicht auf 3; (z,— 4), wenn R auf 83}. 

Diese Verteilung l4Bt sich nicht in das Innere von $* fortsetzen, wenn V 
nicht entweder auf &? oder auf &3 geandert wird. 





4. Nun die Verallgemeinerung unserer Ergebnisse! Auch im Satz III tritt 
ein Regularitatsbereich 8*, hier die Kugel |z,|* + |z,|* < 1, und ein Polyeder 
$*, die Kugel |z,|* + |z,|*?< r, auf. Im ersten Absatz des Beweises (Existenz 
der lokalen Fortsetzungen von V) spielt die spezielle Form des Ringgebietes 


— a. “ = 
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S* = Bt — ¥* jedoch gar keine Rolle; ebensogut kénnte ein topologisches 
Bild von S* genommen werden. Erst im zweiten Absatz (Nachweis der Aqui- 
valenz) wird, wie dort besonders hervorgehoben, wesentlich benutzt, daB 
S* das Zwischengebiet zwischen dem Regularitétsbereich 84 und dem Poly- 
eder $$ ist. Mehr braucht aber auch nicht vorausgesetzt zu werden. Denn es 
handelt sich nur um die Anwendung des Hilfssatzes II B 1, der folgendermaBen 
erweitert werden kann. Es seien $*, $4, G* = $4 — 4 wie oben erklart. Ferner 
sei $*(r) der Teilbereich von $*, dessen Punkte den 1 Ungleichungen @, < r 
geniigen. Wird dann § (r) erklért durch {py < 1; (2,2) € S4 (r) = B* — B4 (r) 
so gilt II B 1 im iibrigen ungedndert. Das Beweisverfahren von Satz III kann 
jetzt tibernommen werden und fihrt zu 


Satz ILI*. V seizuldssig erstens in B% = {\z,| < €'; (Zs, 23) € B*} und zweitens 
in RE = {\z,|< 1; (Zoyz-) € S4(r,) = Bt — P4(r,)}. Dann gibt es genau eine 
Fortsetzung von V in das Innere von 8, {|2, 1; (Ze, 23) € B*}. 


Hieraus schlieBen wir 

Satz IV. B%, B* (Be CBs) seien wie sonst erklirt. Es seien S* = B® —Pé 
und © der Schnitt von S* mit der fiinfdimensionalen Hyperebene Y = (y, = 0). 

Auf S mége V zuldssig sein. 

Dann gibt es je genau eine Fortsetzung von V in das Innere jeden Gebietes Y 4, 
welches %* aus Y ausschneidet. 

Mit anderen Worten: Zu jedem Y, laBt sich ein » > 0 80 angeben, daB 
1. durch 8° aus der Parallelschicht — yn < y, < n ein Gebiet G8 ausgeschnitten 
wird, welches Y, enthalt; und 2. in G& eine durch V eindeutig bestimmte Fort- 
setzung V, existiert®). 

Zum Beweise nennen wir die Schnitte von B*, %*, S* mit der Ebene x, = t 
bzw. B4(c), B4(r), S*(z). Die Komponenten von §84(r) werden von G4 (r) 
umschlossen. $84 (t) mit EinschluB seines Randes sei £4 (rt). Es gibt nun Zahlen 
T, < T, so, daB E4(r,), H4(r,) nur Randpunkte der Y, enthalten, waihrend E ‘ (r) 
fiir t, < t < T, stets noch innere Punkte der Y, aufweist. Fir t mit t < 1, 
oder t > T, dagegen ist #4 (r) leer. SchlieBlich sei Y(t’) die Vereinigung aller 
E*(z') mit 1, sts’. 

,t hat die Eigenschaft F”’ soll heiBen: V la8t sich auf genau eine Weise 
in alle Punkte von 2 (r’) fortsetzen. 

Entweder hat rt, die Eigenschaft F, oder es gibt ein t* (t, < t* S< T,) 80, 
da F zwar noch fiir alle t < 1t*, nicht aber mehr fiir t* selbst zutrifft. 

Die Annahme, ein solches t* existiere, fiihrt wie folgt zum Widerspruch 
gegen Satz III*. Zunichst darf man, ohne die Allgemeinheit zu beschranken, 
annehmen, daB V noch in einer vollen Umgebung des Randes von © (r*) 
zulaissig ist. Man braucht dazu nur zwei Polyeder 8%, $*: B® cP* EG P* CVE 
und das Zwischengebiet S* = $8* — $%* zu Grunde zu legen. Ferner bemerke 
man, da® es nur endlich viele E4 (t*) gibt. Denn der Rand von §$§ ist stiick- 
weise reell-analytisch. Es geniigt daher, nur ein einziges, beliebig herausge- 
griffenes Gebiet £4 (r*) bzw. B4 (t*) D> £4 (r*) und Sf (t*) = BF (r*) — Lf (r*) 
zu betrachten. 

8) Es ist zu beachten, daB der Rand von G8 aus einem einzigen Stiick besteht. Denn 
jedes von $° aus einer Ebene z, t ausgeschnittene Gebiet ist ein schlichter, beschrankter 
Regularititsbereich im (z,, z;)-Raum. Dessen Rand hingt aber zusammen. Die Fort- 
setzung V, bleibt daher aquivalent zu V iiberall dort, wo V bereits definiert ist. Hier 
fallen infolgedessen die topologischen Schwierigkeiten fort, die auftreten, wenn B® Nicht- 
Regularitatsbereich ist. 
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Es gibt dann ein 6 > 0, so daB V noch in allen Punkten von Si* 

{|z,— 1* 4b; (zg, 23) € S$ (t*) zulassig ist. Nach der Definition von r* 
existiert die Fortsetzung V, von V in allen E4 (rt) mit rt < r*. Ist r* — r klein 
genug, so umfaBt E* (rt) S*(r) das Gebiet {z T; (Za, 25) € B¢ (t*)}. Geniigt 


r =c, dieser Bedingung, so gibt es ein e derart, dafB V (nach Erginzung durch 


die Fortsetzung V) zulissig ist in 8? = {|z,— ¢,| < €; (Zo, Z3) € Bt (t*)}. Es sei 
é . . ' ‘ . 
ferner 0 < r* —¢, « Da V in R* zulassig ist, so auch in #6 Z—C 
7 0 
5 os - ; , 
3 (Ze. Zs) € SF (z*)}. Wendet man schlieBlich Satz III* an, so folgt, daB 
: , “ | 0 4 (7*)) 

V eindeutig in das Innere von $$ = }|2 — ¢ > 3 (2g, 2) € BE (t*)} fort- 


gesetzt werden kann. Da #4 (r*) im Inneren von 3$ liegt, widerspricht das 
der Eigenschaft von t*. 

\lso hat r, die Eigenschaft F. Da es nur endlich viele Gebiete } 
liegt hierin die volle Behauptung 


Nun er 


9 gibt, 
gibt sich fast unmittelbar 


Satz I*. Be, B&, S® mdgen dieselbe Bedeutung wie im vorigen Satz haben 
Dann gilt 


Ist V in © zuldssig, so gibt es genau eine Fortsetzung von V in das Innere 


von B®. 

Um das zu sehen, braucht man nur die Schnitte von 8* mit einer Hyper 
ebenenschar Y, = (y, = 8) heranzuziehen. Nach Satz IV ist die Fortsetzung 
V, jeweils in einer Parallelschicht n(s')S y, — 8 S y(s’) eindeutig er- 
klart. Offenbar sind die Aquivalenzbedingungen auch im Durchschnitt zweier 


solcher zu 8s’ und 8"’ gehérigen Schichten erfiillt. Denn der Durchschnitt ist 
vieder eine Parallelschicht, und die Fortsetzung V, in ihr ist bis auf Aquivalente 
Verteilungen durch V eindeutig bestimmt. 

Die Verbindung der letzten Satze fiihrt u. a. zu 

Satz \ Jede auf den vierdimensionalen Kanten eines von Hyperebenen 
hegrenzten Simplexes B* des R, zuldssige Verteilung V laBt sich eindeutig in das 
Innere von F* jortsetze n 

Aus Satz IV folgt ja, dai V sich eindeutig auf den vollen Rand von %* 


fortsetzen JaBt. Satz 1* schlieBt den Beweis ab. 


VI. Der Kontinuititssatz und die Fortsetzung vierdimensionaler Flichen im R,. 


Der Kontinuitatssatz wurde dadurch bewiesen, da®B Satz III auf eine der 
Ebenen z, =e, mit geniigend hohem Index angewandt wurde. In der all- 
gemeinen Gestalt des Kontinuitatssatzes, die spiter angegeben wird, hat man 
statt der Ebenenfolge z, = ¢,, eine Folge vierdimensionaler analytischer Flachen 


fa 
2 4) 


i 
y+ zu betrachten. Die erste Aufgabe wird es nun sein, Satz III so zu verall 


gemeinern, da er nicht versagt, wenn das Gebiet auf z, e, durch einen ab- 
4 


geschlossenen Teil von #4 ersetzt wird. Das laBt sich folgendermaBen erreichen. 

Gegeben sei die Folge }4, abgeschlossener (erginzter) analytischer Flachen 
stiicke des R,, welche ausnahmslos vom Rand eines schlichten, beschrankten 
Regularitatsbereiches B® ausgeschnitten werden. (Die Voraussetzung iiber den 
Rand der 4 wird erst spiter benutzt.) Lat man eine lineare Koordinaten- 


transformation als unwesentlich zu, so darf man annehmen, dab die 44 simt- 
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lich eine Darstellung z, = f,, (2, 2.) von folgender Art erlauben: },, (z,, z,) ist eine 
analytische Funktion; W* sei ihr Regularititsbereich. Die unwesentlichen 
Randpunkte von Yj rechnen wir zu den inneren Punkten. Es gibt dann 
zwei ganz in %&% gelegene beschrankte Teilbereiche Bi CU so, dab Ft 


{25 = f,, (2. Z2)3 (%> Ze) € BA} ist. In den Verzweigungspunkten von WU} ist 


f., (%, Z-) noch eindeutig und stetig, in den Nichtverzweigungspunkten regular 


Wir fixieren ein bestimmtes ¥}; und lassen von nun an den Index y fort. 
Es ist also %* = {z, = f(z, 2); (%, 2) € Bt}. Diese Darstellung wird iiber- 
sichtlicher, wenn wir 7‘ in einen R, einbetten. Dazu fassen wir den Riemann- 


schen Raum %* als analytische Flache tw* im schlichten (U, z,, z,)-Raum auf. 


Dort wird tw* durch U f (2, 22) definiert. Im (U, 2,, Zo, Z3)-R, setzen wit 
r® {| 2 0; (U, 2, 2) € wt}. Den Teilbereichen 84ECU* von W* ent 
sprechen Teile v*, u*, v®, u® von tot, w*®. Endlich ordnet man %* im R, ein 
vierdimensionales Flachenstiick §* zu, den Durchschnitt von v* und z, = l 
Der Rand C® von ¥* liegt laut Voraussetzung auf dem Rande des Regularitats- 
bereiches 88 (z,, 22, Z3). Der Rand (3 von x4 liegt infolgedessen auf dem Rande 
des Zylinders $8 = {|z,| < co; (U, 21» 2g) € BE (U, z,, z)}. BP (U, 2. 2) ist 
der durch die Substitution z, = U aus $8 (z,, z,, 23) hervorgehende Bereich 
des (U, z,, z2)-Raumes. Fortan schreiben wir nur 8°, es ist stets klar. ‘ob 
WE (z,, Zo, 23) oder Bé (fl 24; Zo) gemeint ist Dasse'be gilt fiir Dh usw 
SchlieBlich setze maz 38 {|Z l '; (U, z, 22) €B*} und R*® 
{lz 1; (U,z,, z-) € S® = BE — P*}, wohei P* ein ganz in B* liegendes 


pseudokonvexes Polyeder ist. 

Jetzt sei ein analytisches Flichenelement €* des (2,, zo, zs)-R, gegeben. 
[hm ordne man ein Flachenelement & {|l ©; (z) € E} des. Ry zu. 
Eines der vierdimensionalen Flachenelemente, in denen sich (G6 und u® schnei- 
den, greifen wir heraus und nennen es ©. Das ist also ein irreduzibles ana- 
lytisches Flachenelement des R,. Wir setzen voraus, dab Gin 3% Ré liegt 
ind dort bei beliebiger Fortsetzung algebraisch bleibt. Durch die Fortsetzung 


entsteht dann in 3? U R8 ein dort algebraisches Flachenstiick @*. Wir benutzen 
jetzt einen Sat lessen Beweis auf spaiter verschoben werd 
sat \ l. Ist G ton we RS algebraisch, so aibt es ein in 88 / Z3 { l: 
(U )}€ Bet algebraisches Flachenstiick G+, welches in 32. UR® mit G* zu- 
g ‘ ‘ 


sammentallt. 


Welche Forderungen sind nun an das Element © zu stellen, damit ©‘ 
die Voraussetzungen des Satzes erfiillt ? Sie kénnen offenbar wie folgt formu- 
liert werden. Es sei §*(r, @) das durch {z, = f (z,, zg) + re*®; (z, 22) € B} 
definierte Flachenstiick, welches durch die Parallelverschiebung 23 = z, 

re*9: 2, 213 22 = 2, aus }* entsteht. Aus §* wird durch S* = B* — $* 
ein Randstreifen G* ausgeschnitten. Die entsprechenden Randstreifen de 
*4 (r, O), welche aus G* durch die obige Parallelverschiebung hervorgehen, 
heiBen G4 (r, MO). Ferner sei 3% der von den %* (r, O) mit r < e’ und R* der 
von den G* (r, @) mit r < 1 tiberstrichene Bereich des R,. Wird nun verlangt, 
daB 4 ein in 8% U R® algebraisches Flachenstiick @* definiert, so sind die 


Voraussetzungen des Satzes VI fiir jedes der méglichen Flachenstiicke ©‘ 
erfiillt. Umgekehrt folgt aus Satz VI, wie spiter gezeigt wird, dab @* dann 
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algebraisch bleibt im Bereiche 3$, welcher von den Flachenstiicken }* (r, @) 


mit r < 1 iiberstrichen wird. Somit ist bewiesen det 

Satz Illa: Ist @ in 32. UR algebraisch, so gibt es ein in $$ algebraisches 
Flichenstiick G4, welches in 32 R® mit G* zusammenfallt. (B2, 3%, R® sind 
die zuletzt eingefiihrten Bereiche). 

Wie Satz III zur Begriindung des Kontinuitatssatzes in seiner einfachen 
Form geniigte, reicht Satz Illa in einem ganz analogen Verfahren zur Her- 
leitung eines Kontinuitatssatzes aus, in welchem nicht mehr die analytischen 
Ebenen vor anderen analytischen Flachen ausgezeichnet sind. Wir kénnen 
sogar noch einen Schritt weiter gehen und im R,,, (n> 4) dem Kontinuitits- 


2n 
satz vierdimensionale Flachenstiicke }4 — oder allgemeiner 2 k-dimensionale 
= 2k ; _—~ wae ; , 
Flachenstiicke §,, — zu Grunde legen. Die §, miissen nur wenigstens vier- 


dimensional sein. Auf die Durchfiihrung des Beweises, die auf naheliegenden 
Verallgemeinerungen der grundlegenden Satze beruht, wollen wir verzichten 
und nur noch die prazise Form des allgemeinsten Kontinuitatssatzes fir Ver- 
teilungen im R,,, angeben. 
Dazu noch einige Erklarungen. %," sei eine Folge 2 k-dimensionaler er- 
- Law) 

ganzter analytischer Flachenstiicke des R,,,, ferner k > 2 und C, 

2k a a Ps ; : : , : 
&. - Weiter mége §, + §; C, + C bedeuten: Zu jedem ¢ > 0 gibt es ein m 
so, daB fiir alle « > m erstens ¥,, ganz in U, (}); C, ganz in U, (C) und zweitens 
~ ° ~~ . . . . . , . . 
ganz in Ul, (%,,); C ganz in U,(C,,) enthalten ist. Mt (m) sei die Vereinigung 
aller ,, mit > m. 


der Rand von 


“ 


Kontinuitdtssatz: Es sei §, + %; C, + C. Die %,, mégen innerhalb, die 
C,, und C auf dem Rande eines schlichten beschriinkten Regularitatsbereiches des 
R,,, liegen. V sei zuldssig auf M (0) UC. 

Dann gibt es ein m’ und dazu genau eine auf M(m') C UF algebraische 
Verteilung V’, die auf M(m') UC dquivalent zu V ist. 


Die Fortsetzung vierdimensionaler Flichen im R,. 


Die dargestellte Theorie laBt sich ohne Schwierigkeiten auch auf vierdimen- 
sionale Flachen im R,, sogar ganz allgemein auf 2 k-dimensionale Flichen des 
R,,, ausdehnen, wenn nur k > 2 ist. Das wurde schon bei der Herleitung des 
allgemeinen Kontinuitatssatzes benutzt, als wir Satz VI heranzogen. Wir 
wollen die Ubertragung der Ergebnisse nicht im einzelnen durchfihren, son- 
dern uns auf Satz VI beschrinken und auch dort nur auf die wesentlichen 
Punkte hinweisen. Dabei wird alles Grundsatzliche schon zur Sprache kommen. 
AuBerdem haben wir noch den Hilfssatz ,,Aus Satz VI folgt Satz IIIa’ zu 
beweisen. 

Die Formulierung des Satzes VI zeigt bereits, das auf die bequeme Dar- 
stellung der Flachen durch Covusry-Verteilungen verzichtet wird. Das ist not- 
wendig, weil bisher noch nicht bekannt ist, ob sich vierdimensionale Flachen- 
stiicke des R, immer durch solche Verteilungen darstellen lassen. 

Der Deutlichkeit halber und damit nur das Wesentliche, die Analogien 
und Abweichungen im Beweis, hervortritt, spezialisieren wie Satz VI noch so, 
daB er Satz 3 vollstandig entspricht. 

Satz VI*. Ist G* 

(lq! <1 4 <|2 


in Be = {\z,| < €'; |zy\® + |zs|? + |z4|* < 1} und in RE = 
° " 


z,!* + \z,\2 < 1} algebraisch, so gibt es genau ein in 


° r; ¢ |2_!° + 
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2 < 1} algebraisches Flichenstiick Gs, welches 


38 S\- L: |ze(2 + |2./2 + lz 
os re > |%2 <3 “4 
in 32. KS mit G* zusammenfallt. 

Der Vergleich mit Satz III zeigt, daB sich entsprechen: GV; Gt +V4 
+ Fortsetzung V*; (|z.|* + |z,|/* + |z4|*) —(|z,|* + |2,|*); Inzidenz (z. B. von 
G* und G in 2? U R$) - Aquivalenz. 

Der Beweis von Satz III geht in den. von Satz VI* tiber, wenn diese Er- 
setzungen durchgefiihrt werden. Die folgenden Hilfsmittel werden benutzt: 
1.) Satz 2*b, Existenz der Lokalfortsetzungen in den Punkten von WV = 

{yw = t*; |z,|* + |z,/*? + |z,|\?< E}. 2.) Hilfssatz I[C*, wonach die loka- 
len Fortsetzungen sich zu endlich vielen Flachenstiicken G4, zusammen- 
schlieBen, welche in einer vollen Umgebung von ¥ algebraisch sind. 3.) Hilfs- 
satz IL B1*, wonach @4 in {py <t’; 1, < |z,'* + \z,!* + |z,|* < E} mit G4 
zusammenfallt. 

Die Giltigkeit dieser Satze ist noch zu beweisen. 

Satz 2*. a) Es seien: R ={q Z|" + |2_'* + |25/? A z,\7>> 1} R ein 
Punkt auf ¢ 1; UW eine Kugel um R und U Uk. G* mége in Ul al- 
gebraisch sein. 

Dann gibt es eine volle Umgebung WU’ von R und endlich viele in ihr algebrai- 
sche Flichenstiicke G4,..., G} so, daB in UN W gilt: 6 = GPU---v Gs. 

Statt dessen sagen wir kiirzer: In R existiert die .,lokale Fortsetzung”’ 
Stu:-: Gs von BF. 

Analog gilt b): Es seien 9 ={p =z? — B(\z,|* + |z/* + |24/? <j 
R ein Punkt auf wy = 1; U eine Kugel um R und U=UN &. G* médge in 
Ui algebraisch sein. 

Dann existiert in R die lokale Fortsetzung von @&*. 

Der Beweis werde nur fiir-a) gefiihrt. Es sind einige Anderungen am Beweis 
von Sat% 2a vorzunehmen. Wir beginnen mit Absatz 2. Dort ist zu setzen: 
R (1, 0,0, 0) und 


| ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ 

[I 2y 2 + 2g 2%_ + 2% + 2% — 1 0 

Ferner kommt statt V =0 stets @*. Dann geht alles ohne Anderung bis 
zur Bestimmung des ¢ > 0. Bevor dieses bestimmt wird, also unmittelbar 
vor dem Satz: ,,Daher gibt es ein e > 0,.. .‘‘, ist noch eine lineare Trans- 


formation (w, v) = L (zg, z4) durchzufiihren. zj, 22 werden nicht transformiert. 


L kann so bestimmt werden, dai jedes Element von @* durch ein irreduzibles 


Polynom w? + A, w?—! +.--- +4 A, =0 (mit reguliren Koeffizienten A (z4, Z2)) 
und eine Gleichung v = v (zi, 25) darstellbar ist. Dabei ist v am Gebilde 
we +---+ A, = 0 regular und eindeutig. AnschlieBend wird é > 0 so fest- 
gelegt, daB auf {z; = 2 = 0; |w| =e oder |v e} kein Punkt von @* liegt. 
Man hat also |w € zu ersetzen durch {|w| = e oder |v =e}, den Rand 
des Dizylinders {\w| < ¢; |v| < e}. Diese Vorschrift gilt auch fiir die Voraus- 
setzungen in Absatz 1. Dort ist zu ersetzen: |w| < e durch {|w| <e; |v| < e} 
und |w é durch den Dizylinderrand {|w e oder |v| = e}. In Absatz 2 


lassen sich ferner 6,, d.,d@ so festlegen, dai die Voraussetzungen von Il. fir 
jedes in 8’ gelegene Teilflachenstiick @* von @* erfillt sind. @* ist dort 
folglich durch @* zu ersetzen. 
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In Absatz 1 ist in die Voraussetzungen noch aufzunehmen, da jedes 


Element von @‘ die Darstellung w? A, 0; v v (24, 22) zulaBt. 
Dann folgt: @* gestattet eine Darstellung u g (z3, Za); 1 h (zi. 22) mit 


in 8’ unbeschrankt fortsetzbaren endlic hdeutigen Funktionen g, h, welche in 
2’ algebraisch bleiben. Die elementarsymmetrischen Funktionen von g, h 
bleiben in § (3’) ecindeutig und regular. Daher wird @* in § (%’) durch ein 
System 


* w” E, (z2;,Za)“™ k ' ° : 2 h (z; 2) 
dargestellt. Die EF sind in §(3') regular und eindeutig; A ist am Gebilde 
“um” | KB 0 regular und eindeutig. Das Gebilde selbst ist natiirlich 


(im groben) irreduzibel 

Auf diese Weise ist gezeigt. dal} jedes der in 8 gelegenen Flachenstiicke G* 
n welche @* dort zerfallt, bei beliebiger Fortsetzung in % (B’) algebraisch 
bleibt, und zwar so, dali das durch die Fortsetzung erzeugte Flachenstiick i 
8’ mit G* zusammenfallt. Die volle Behauptung des Satzes ergibt sich nur 


sofort, wenn noch nachgewiesen ist 


Jedes der Flachenstiicke, in welche @‘* innerhalb des Durchschnitts von 


§ (B’) und &’ (1) L-T (&) zerfallt, schneidet 8’, gehdrt also zu den bereits 
betrachteten Flachenstiicken (‘4 ' 


W are das ni ht de I Fall, so wirde {mit den Beze ichnungen des A bsatzes a, 


Beweis zu Satz 2, also: §R’ (t) L-T (q t); 9*,B* wie dort) folgen: Es 

gibt ein t* l. ferner auf L- T (4 {*) einen Punkt R*¥ und schlieBlich in 

R* ein Element @* von @*‘. ches den Bereich D* ‘ L- T (q t)} 
{Ht (24) d** nicht schneidet. In R* gibt es andererseits sicher ein 


le rdimensionales analy Lis¢ he Ss F lac he nele ment * wel hes abgese he n vom 
Punkt R* vollstandig in D* liegt. Die beiden vierdimensionalen Elements 


(&* und %* hatten infolgedessen nur den einen Punkt R* gemeinsam. Das ist 


jedoch unméglich, denn G* ** mul notwendig die Dimension 2 haben 
Damit ist Satz 2*a vollstandig bewiesen. Der Beweis von 2*b geht ganz 


ntsprechend 
Wir kénnen darauf verzichten, den Beweis des unmittelbar einleuchtenden 
Hilfssatzes IIC* durchzufiihren 


Dagegen soll Hilfssatz 11 B 1* ausfiihrlich bewiesen werden. 


Hilfsatz 11 B 1*. Es sei y z, |? 3 (|z_|% + |z,/? z4\2); B >O und 
 (r) fy af Zel* . z4\|? 1}. Ferner mégen 1. @* und Gi 
in "$ (r,) algebraisch sein; und 2. @* und Gt in § (r,) (re r,) zusammen- 


fallen. Dann fallen sie auch in § (r,) zusammen 

Zum Beweise fixiere man ein ¢* l und bezeichne den in y < ¢* liegenden 
Teil von § (r) mit §* (r). Da t* beliebig nahe an 1 genommen werden kann, 
geniigt es zu zeigen, daB @* und Gt in $* (r,) ibereinstimmen. Wenn im Gegen- 
satz dazu die Ubereinstimmung in §* (r,) verletzt ist, muB es ein kleinstes 
r* r, geben, so daf} sie in *(r*) noch besteht. Auf dem Rande von §* (r*) 
gibt es dann einen Punkt R*, in dessen Umgebung sie verletzt ist, gleichgiltig 
wie klein diese Umgebung ist. Das ist nur dann mdéglich, wenn es ein (vier- 
dimensionales) Element &* von G4 oder Gt gibt, welches durch R* lauft ohne 
H* (r*) zu schneiden. Es gibt jedoch sicher ein vierdimensionales Element 
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* zu R*, welches abgesehen vom Punkt R* ganz in §* (r*) liegt. E* A %* 


miBte nur aus R* bestehen, was unmdglich ist. Folglich miissen @* und Gs 
in §*(r,) und dann auch in § (7,) zusammenfallen. 


Es fehlt nur noch der Beweis des Hilfssatzes 
»Aus Satz VI folgt Satz Ila. 


Das ist nicht selbstverstandlich. Denn wenn der vierdimensionale Schnitt 


zweier sechsdimensionaler Flichen in P algebraisch ist, brauchen es die sich 
schneidenden Flachen dort nicht zu sein. Diese Schwierigkeit ist jedoch leicht 


1 umgehen. Man kann zu Beginn des Abschnittes VI die Koordinaten 

21, 2, 23) so Wahlen, das nicht nur jedes Element von * durch eine irreduzibk 
‘ P p—l 

regulire Gleichung ) 2 A, (%, 2) 2 + +++ + A, (z%, 2) =9 dar- 

stellbar ist, sondern auch jedes Element von * (das ist die fortzusetzende 


Flaiche) und seiner Fortsetzung durch eine entsprechende irreduzible Gleichung 
on > - . i _ » 
) 23 + B, (%, Ze) 2 i B, (2, 2 


2) 23 ) = 0. Im Beweis von Satz 2* 
braucht man nun gar keine Transformation mehr vorzunehmen. In unserem 


- 


peziellen Fall laf8t von vornherein jedes Element von @* eine Darstellun 


4 
wP A, (2%, 22) w? _ i | A, (2, 22) 0 vd 4 B, (% Zo) ype-t4... 4 
B, (2%, %2) =0 zu. (Man hat ja in (+) fiir z, zu setzen 2, w; in (++) 


’ zz). Es ist 7 die Identitat und L fu 24; v = 2}. Daraus folgt, dah 
die fiir w und v in © (%’) resultierenden algebraischen Gleichungen die Gebilde 
4 (nach Ersetzung von w durch z,) und @* (nach Ersetzung von v durch 2.) 
selbst liefern und nicht etwa andere Gebilde, die denselben Schritt erzeugen. 
Insbesondere wird also @* selbst fortgesetzt. w. z. b. w 

Die Tatsache, da alle im R, fiir vierdimensionale analytische Flachen ©* 
ibgeleiteten Ergebnisse nach sinngemaBer Ubertragung auch z. B. fiir Flachen 
(§4 im R, gelten, wollen wir insbesondere auf Satz II anwenden. Dann folgt 

Satz II*. Ist G* algebraisch in allen Punkten einer abgeschlossenen analyti- 
schen Ebene &* des R, und schneidet &* iiberhaupt ©*, so besitzt G* keine wesent- 
lichen Randpunkte. Der Schnitt M von W* und E* héngt auf G* zusammen. 

Daraus folgt fiir den R, insbesondere 

Satz I1**: Die Au ssage von Satz II bleibt richtig, wenn (4 eine beliebige 
algebraische Fliche ist. 

In der Tat laBt sich dieser Satz auf Satz I1* nach dem gleichen Verfahren 

' rY . , , ¥ 

zuriickfiihren, mit welchem Satz Illa aus Satz VI gefolgert wurde (UObergang 
zum R&,). 


(Eingegangen am 1. Juli 1949.) 
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Analytische Funktionen mehrerer komplexer Veranderlichen. 
Ober die Voraussetzungen des Kontinuitatssatzes. 


Von 


Hemricu Beunke und Friepricn Sommer in Miinster (Westf.). 


Der von HartoGs!) zuerst ausgesprochene Kontinuititssatz, nach dem die 
Singularitéten einer analytischen Funktion f (z,,...,z,) mindestens (2 — 2)- 
dimensionale Flachen ausfillen, bildet eine wichtige Grundlage fiir die Unter- 
suchungen iiber die Verteilung der Singularitéten. Wahrend ihn Hartocs 
ohne Unterscheidung der auberwesentlichen und wesentlichen Singularitaten 
bewies, dehnten E. E. Levi?) und H. KNEsER*) ihn auf meromorphe Funk- 
tionen und deren wesentlich singulire Stel'en aus. Die durch die drei Autoren 
gewonnenen Ergebnisse kann man so zusammenfassen: 

Es sei & ein abgeschlossenes, beschrinktes Gebiet in der z,-Ebene. © sei der 
Rand von &. Die Funktion f (z,,.. ., Zn) sei regulir (bzw. meromorph) fiir z, 
auf © und z, =a}, v =2,...,n, und eindeutig bei jeder méglichen Fortsetzung 
in einer vollen 2 n-dimensionalen Umgebung von & auf z, =a. Treten dann 
bei der Fortsetzung von f auf &, z,=a;, Singularitéiten (bzw. wesentliche 
Singularitdten) auf, so gibt es ein 6 > 0, so daB auf allen Ebenen z, = 2), 
y= 2,...,, mit beliebigem z? aus |z? — a;| < 6 im Innern von & auch Singu- 
laritéten (bzw. wesentliche Singularitéten) von f auftrelen. 

Sicher ist der Kontinuitatssatz in dieser Form noch zu eng gefaBt. Es 
war fiir die weitergehenden Untersuchungen erforderlich, ihn invariant gegen- 
iiber analytischen Abbildungen zu formulieren. Dabei zeigte sich, daB an die 
Stelle der analytischen Ebenen beliebige analytische Flachenstiicke treten 
kénnen. Es ist lediglich erforderlich, da8 die approximierenden analytischen 
Flachenstiicke §, gleichmafig gegen §» konvergieren. (In § 1 werden die hier 
verwendeten Begriffe dargelegt.) Dann durchsetzt die Menge der Singulari- 
titen einer Funktion, die eine analytische Fliche %, schneidet, unter den 
iiblichen Voraussetzungen notwendig auch die analytischen Flachen %,/‘). 

Zum Beweis dieses Satzes benétigt man von den Eigenschaften der appro- 
ximierenden Flachen %, nur die Aussage, daB jede in den Punkten von §, 
regulare Funktion ihr Maximum auf dem Rande annimmt. Wir kénnen daher 
den Kontinuitatssatz noch allgemeiner fassen: 

1) Harroas, F.: Einige Folgerungen aus der Cauchyschen Integralformel bei Funk- 
tionen mehrerer Veranderlichen. Miinch. Ber. 36 (1906). 

2) Levi, E. E.: Studii sui punti singolari essenziali delle funzioni analitiche di due 
© pid var. compl. Ann. Mat. pur. appl. (3) 17 (1910). — Sulle ipersuperficie dello spazio a 
4 dimens. che possono essere frontiera del campo di esistenza di una funz. anal. di due 
var. compl. Ann. Mat. pur. appl. (3) 18 (1911). 

3) Kweser, H.: Der Satz vom Fortbestehen der wesentlichen Singularitaéten einer 
analytischen Funkticn zweier Verinderlichen. Jber. dtsch. math. Vereinig. 41 (1932). 
Ein Satz iiber die Meromorphiebereiche analytischer Funktionen von mehreren Ver- 
ainderlichen. Math. Ann. 106 (1932). 

‘) Bennxe, H.: Zur Theorie der analytischen Funktionen mehrerer komplexer Ver- 
anderlichen. Der Kontinuitatssatz und die Regulirkonvexitit. Math. Ann. 113, 392 
(1937). 
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is a -- - seien k-dimensionale, einmal stetig differenzierbare Flachenstiicke 
(k < 2n) mit den Randern ©,,€,,.... Jede auf §,, regulire Funktion f (z,,..., 2») 
nehme ihr Maximum auf €,, an. Die §,, mégen gleichmapig gegen das Flichen- 
stiick %, und die Rander €,, der §,, gleichmafig gegen den Rand ©, von ¥, kon- 
vergieren. g (2,,..-,Z,) set eine Funktion, die auf der Punktmenge ©, regular 
und eindeutiz ist und die eindeutig bleibt bei jeder méglichen Fortsetzung von ©, 
aus auf %>. Weist nun g(z,....2Z,) mindestens eine Singularitdt auf %, auf, 
8o gibt es ein ft, 80 daB gleiches auf den Flachenstiicken %,, (ut > ‘[Wg) gilt. 

In dieser allgemeinen Form werden wir den Satz in § 2 beweisen. Es liegt 
nun — besonders bei der geometrischen Veranschaulichung des Satzes — die 
Vermutung nahe, da man nur fiir die Grenzflache §, die Giltigkeit des Prinzips 
vom Maximum zu verlangen braucht und von den Flachen Sw H ss 
lediglich fordert, daB sie gleichmaBig gegen %, konvergieren. Der Beweis 
dieser Vermutung macht aber offenbar Schwierigkeiten. In besonderen Fallen 
kénnen die Eigenschaften der Hartogsschen Regularitatsradien zum Beweise 
ausgenutzt werden. Fiir die (2n—1)-dimensionalen Hyperflachen gelingt es 
unter Verzicht auf alle solche Voraussetzungen iiber die approximierenden 
Flichen, den Kontinuitatssatz zu beweisen. Dort wird also lediglich fiir die 
Grenzfliche die Giltigkeit des Maximumprinzips gefordert. Sie ist jedoch 
nicht nur eine hinreichende, sondern,wie wir in §3 ganz allgemein zeigen werden, 
auch eine notwendige Voraussetzung fiir den Kontinuitatssatz. 

Wie sind nun die Hyperflachen zu charakterisieren, fiir die das Maximum- 
prinzip in bezug auf alle dort regularen Funktionen giiltig ist? Das gelingt, 
wie in § 4 dargelegt wird, mit Hilfe des Begriffes der Pseudokonvexitat, fiir den 
E. E. Levi 1910 schon die Grundlage geschaffen hat). Ein Hyperflichen- 
stiick p (2,.- +5 qs Yys-+ +s Yn) =O heiBt im Punkte P total pseudokonvex 
von der Seite gy > 0, wenn es ein analytisches Flachenstiick durch P gibt, 
dessen P benachbarte Punkte alle auf der Seite y > 0 liegen. Ist nun eine 
(2n — 1)-dimensionale Hyperflache auch nur in irgendeinem ihrer 
Punkte total pseudokonvex, so wird auf ihr das Maximumprinzip 
verletzt, genauer: so gibt es ein Teilgebiet der Hyperfliche und dazu eine 
dort regulare Funktion, die ihr Maximum nicht auf dem Rande annimmt. 

Ebenso gilt aber die Umkehrung: Wenn auf einer Hyperflache keine 
total pseudokonvexenPunkteliegen,sogiltaufihruneingeschrankt 
das Maximumprinzip. So ist in Verbindung mit § 3 ein enger Zusammen- 
hang zwischen der Pseudokonvexitét und dem Kontinuititssatz hergestellt. 

Gestiitzt auf diese Ergebnisse, kénnen wir dann in analytischer Form 
Kriterien fiir die Giltigkeit des Kontinuitaitssatzes auf (2 — 1)-dimensionalen 
Hyperflichen angeben. Notwendig und hinreichend fiir die Giltigkeit des 
Kontinuitatssatzes in bezug auf eine Grenzflache §, mit der Gleichung y = 0 
und beliebig approximierenden Flachen %, ist, daB die Hermitesche Form 


4 o2 
S ae 
k,t=1 07k 9% 
unter den. Nebenbedingungen 
n > n ) 
—F.=0, YF =0 
xo Ome * yO O% * 


5) Levi, E.E,.a.a.O. — H. Bennke u. P. THuLuen: Theorie der Funktionen mehrerer 
komplexer Verinderlichen. Erg. Math. 8, H. 3 (im folgenden zitiert als B.-Tb.). 
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in keinem Punkte der Flache %, definit ist. Dies erweist sich als gleichbedeutend 
damit, daB die Flache in keinem Punkte total pseudokonvex ist. Im R,, dem 
Raum zweier komplexer Veranderlichen, ist die obige Beziehung aquivalen: 
mit der Bedingung, daB der Levische Differentialausdruck L(g) in jedem 
Punkte der Hyperflache g = 0 verschwindet. 

Im §5 untersuchen wir niederdimensionale Mannigfaltigkeiten auf die 
Giltigkeit des Kontinuitatssatzes und fragen,welche notwendigen Bedingungen 
an die Grenzflache %, zu stellen sind, damit die Aussage des Kontinuitats- 
satzes in bezug auf sie noch gilt. Im R, laBt sich diese Frage vollstandig 
beantworten. Dort l48t sich zeigen, daB fiir nicht-analytische zweimal 
differenzierbare 2-dimensionale Flachen die Aussage des Kontinuitatssatzes 
falsch ist. Es existieren namlich auf jeder solchen Flache }, Punkte P und dazu 
Umgebungen auf %, derart, dai es Funktionen gibt, die in P singular, in der 
Umgebung von P auf %, regular und auBerdem in der Umgebung von P regular 
auf Flachen %, sind, die gleichmaBig gegen %, konvergieren. 

Im Ron, x > 3 gilt diese scharfe Aussage nicht mehr fiir alle nicht analyti- 
schen Flachen. Sie gilt sicher nicht, wenn diese Flachen aus Scharen 2-dimen- 
sionaler analytischer Flachen bestehen. Dies ist fiir m-dimensionale Ebenen im 
R,,, immer dann der Fall, wenn m > n ist; denn dann bestehen diese Ebenen 
stetsaus Scharen 2?-dimensionaleranalytischer Ebenen, wie in Satz6 gezeigt wird. 
Ist dagegen m <n, so gibt es unter diesen Ebenen solche, die keine 2-dimensio 
nalen analytischen Ebenen enthalten, und fiir diese Ebenen gilt die Aussage 
des Kontinuitaétssatzes nicht. Wir werden ferner nachweisen, da fiir m-dimen- 
sionale Flachen (m < n), welche Punkte enthaiten, die keine 2-dimensionale 
analytische Tangentialebenen besitzen, die Aussage des Kontinuitaétssatzes 
nicht zutrifft. Als Spezialfall im R, folgt hieraus die oben erwahnte Aussage 
iiber nicht analytische 2-dimensionale Flachen. 


Inhalt. 
§ 1. Gebiete, Funktionenklassen und Flachen. 
§ 2. Der Kontinuitatssatz. 
§ 3. Der Kontinuitatssatz und das Prinzip vom Maximum. 
§ 4. Die Pseudokonvexitat und der Kontinuitatssatz. 


Flachen, fiir die der Kontinuitatssatz nicht gilt. 


A 
ot 


§ 1. Gebiete, Funktionenklassen und Flichen®). 


In diesem einleitenden Paragraphen wollen wir einige an sich bekannte 
Eigenschaften und Satze iiber Gebiete, Funktionenklassen und Flachen zu- 
sammenstellen, von denen wir im folgenden Gebrauch machen werden. 


Unter einem Gebiete 87) iber dem R,,, dem Raum von n komplexen 
Veranderlichen z,, zg, . . ., Z,, verstehen wir im tiblichen Sinne®) eine 2 n-dimen- 
6) B.-Tu. — H. Cartan u. P. Toutien: Zur Theorie der Singularitaéten der Funktionen 
mehrerer komplexer Verinderlichen. Regularitiits- und Konvergenzbereiche. Math. 
Annalen 106, 617 (1932). 
7) Wir wollen in dieser Arbeit alle 2 n-dimensionalen Gebiete durch Buchstaben 8 
kennzeichnen, wihrend wir alle niederdimensionalen Gebiete auf Flachenstiicken mit dem 
3uchstaben & bezeichnen 
8) Vgl. B.-Tu., 8. 6ff 
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sionale zusammenhangende Punktmenge, in der Umgebungen erklart sind, 
die den Hausdorffschen Umgebungsaxiomen geniigen. Diese Umgebungen 
sind Punktmengen iiber dem R,,, die schlichte endliche Gebiete sind, d. h. 
Gebiete, deren Grundpunkte schlichte endliche Gebiete des R,,, sind *). 

Ist P ein Punkt aus einem Gebiet 8, dessen Grundpunkt (z9, 2, ..., zn) 
ist, so bezeichnet man als Polyzylinder 3 (P,r) die Punktmenge 

|z, —29| <r, |z,—28| <1r,..., |Z, —2al <r 

aus $8. Der gréBtmégliche Radius r, dessen Polyzylinder noch in $ liegt, 
heiBt die Randdistanz des Punktes P,. Sei 8, ein ganz im Innern von 
% gelegenes Gebiet, so bezeichnen wir als Minimaldistanz d von QB, in 
bezug auf $ die untere Grenze aller Randdistanzen von Punkten aus %,. 
SchlieBlich bezeichnen wir als Gebiet Be, o <d, die Gesamtheit der in den 
Polyzylindern 3 (P, 0) liegenden Punkte, wobei P simtliche Punkte aus $6, 
durchlauft. 

Es sei 8 ein Gebiet iiber dem R,,. Eine Menge K in $ regularer Funktionen 
heiBt eine in 8 regulare Klasse, falls K mit einer Funktion f (2, 2g, . . ., Z,) 

1. deren Ableitungen - f (und damit auch alle Ableitungen héherer Ord- 

at 7 

nung) 

2. simtliche Funktionen A - f? 
enthalt mit beliebigen komplexen A und positiven ganzen p. 

Es gilt nun fiir das Gebiet 8 der folgende von H. Cartan und P. THULLEN 
herriihrende 

Satz iiber die gleichzeitige Fortsetzbarkeit): QB, sei ein ganz im 
Innern des Gebietes B liegendes Teilgebiet, d die Minimaldistanz von B, in bezug 
auf B, ferner die Funktionsmenge K eine in 8 reguldre Klasse. Gilt dann fiir 
einen Punkt P, aus 8 und jede Funktion f aus K 


\f (Po)| S Max |f (B,)|, 
30 ist 
1. Jede Funktion f aus K in dem Polyzylinder 3(P,,d) noch regulir und 
’ ! (oe a ° 

2. Max |f (3 (Py, @))| S Max |f (Bo’)| fiir jedes o < d. 

Wir wollen uns nun noch mit den Ejigenschaften der Flachen vertraut 
machen, soweit wir sie im folgenden bendtigen"). 

Eine zusammenhangende Punktmenge % des euklidischen Raumes R,, der 
2n reellen Veranderlichen 2,, ¥,, a, Ye: --+> X_» Yn heiBt eine m-dimensionale 
o-mal differenzierbare Flache, wenn es zu jedem Punkt P der Punkt- 
menge eine Umgebung U1(P) im R,, gibt, so dab die Punkte von § in 0(P) 
durch 2n—~m reelle Gleichungen 


:; ‘ 9 2n- 
Py (Ly Yr» Los Yor + + +> Ty» Yn) = 9, aw=1,2,...,.2n—m 


dargestellt werden, wobei die gy, mindestens g-mal differenzierbar sind und 
die Funktionalmatrix in P den Rang 2 — mm hat. 


*) Bereiche, die unendlich ferne Punkte sowie Verzweigungspunkte enthalten, bleiben 
hier also auBer Betracht. Dagegen brauchen die Bereiche nicht schlicht zu sein. 

10) s, H. Cartan u. P. THULLEN, a.a.O. und B.-Tu., S. 70ff. 

11) Vgl. B.-Tu., 8S. 21 ff. 
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Man kann eine solche Flache in der Umgebung eines Punktes P stets 
nach 2n—~m ihrer Koordinaten auflésen. Es gibt also insbesondere in der 
Umgebung von P eine Parameterdarstellung mit m unabhaingigen Parametern. 

Da die Flachen nur durch ihre Eigenschaften im kleinen definiert sind 
und die oben konstruierten Gebiete im kleinen die Struktur des 2 n-dimensio- 
nalen euklidischen Raumes haben, so kann man die Flachenstiicke auch in 
die obigen Gebiete einbetten und statt der Umgebung Ul (P) im R,,, Umgebungen 
aus diesen Gebieten wahlen. Werden wir im folgenden von Flachen sprechen, 
so wollen wir darunter stets solche in einem Gebiet itiber dem R,,, eingebettete 
Flachen verstehen. 

Gegeben sei eine Flache %, und eine Folge von Flachen %,, ¥., ¥s - - -, 
die simtlich m-dimensional und einmal stetig differenzierbar seien. Wir 
sagen, die differenzierbaren Flachen %,, %., ¥,-.- konvergieren gleich- 
maBig gegen die Flache %,, wenn folgende Bedingungen erfillt sind: 

1. Samtliche Flachen sind in denselben Bereich 8 iiber dem R,,, einge- 
bettet. 

2. Ist P,, P,, P,... eine Folge von Punkten, von denen jeweils P, auf %, 
liegt und die gegen den T'unkt P, in B konvergieren, so soll P, ein Punkt 
von , sein oder Haufungspunkt von Punkten auf %,. 

3. Liegt P, auf %,, so sollen die m-dimensionalen Tangentenebenen in den 
Punkten P, an die Flachen %, gegen die m-dimensionale Tangentenebene in 
P, an %, konvergieren. 

4. Zu jedem abgeschlossenen ganz im Innern von §, gelegenen m-dimensio- 
nalen Gebiet G,!*) mit dem Rand ©, gibt es eine Folge von abgeschlossenen 
Gebieten G, auf den §, mit den Randern €,, derart, daB a) zu jedem 6 > 0 
ein ¥, existiert, so daB fir alle » > v, jeder Punkt aus G, bzw. aus ©, um 
weniger als 6 von &, bzw. von ©, entfernt ist, b) jeder Punkt von G, Haufungs- 
punkt von Punkten P, aus den ©, ist). 

Unter den differenzierbaren Flachen sind die analytischen (auch cha- 
rakteristisch genannten) Flachen ausgezeichnet. Dies sind diejenigen 2 k- 
dimensionalen Flachen, die sich in der Umgebung jedes ihrer Punkte P durch 
n—k komplexe Gleichungen 


©, (24: 2% ---5%) =U, wp=—l,2,....n—k, loksn—1 


darstellen lassen, wobei die ®,, regulare Funktionen der komplexen Verander- 


lichen z,, Zp... .,Z, sind, deren Funktionalmatrix in P den Rang n—k hat. Eine 
solche Flache l4Bt sich stets in der Umgebung eines ihrer Punkte durch k 
komplexe Parameter u,, Ug, . . ., u, darstellen: 

2, = YP; (u,, Hg, . . ., %,), ‘=1,2,...,%, 


wobei die Y; regulare Funktionen der u; sind. 
Fiir die analytischen Flachen gilt der Satz vom Maximum, welcher 
folgendes besagt: % sei eine analytische 2 k-dimensionale Fliche. @ sei ein 


12) Kine Punktmenge A heiBt ganz im Innern von §, gelegen, wenn jede unendliche 
Punktfolge aus A einen Hiufungspunkt besitzt, der im Innern von §, liegt. 

13) Die Forderung 4b) lieBe sich durch die schwiachere Forderung ersetzen, dali wenig- 
stens ein innerer Punkt von ©, Haiufungspunkt von Punkten aus den , sein soll, woraus 
sich dann 4b) beweisen lieBe. Der Einfachheit wegen wollen wir jedoch 4b) von vorne- 
herein fordern. 
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abgeschlossenes 2 k-dimensionales Gebiet im Innern von ¥ mit dem Rand ©. Dann 
nimmt jede in allen Punkten von & + € reguldre Funktion f(z) in @ + € ihr 
Maximum |f (z)| auf dem Rande € an. Nimmt f(z) sein Maximum im Innern 
von & an, so ist f(z) in © konstant. 


Dies folgt so. Da der Satz vom Maximum fir jedes 2 n-dimensionale 
Gebiet tiber dem R,, gilt und dieser Satz aus seiner Giltigkeit im kleinen 
folgt, so gilt er auch fiir jedes Gebiet iber dem 2 k-dimensionalen Raum der 
Variablen u,, WU g,..., Uz. Nun ist aber auf @ die Funktion f(z) im kleinen 
durch die k Parameter u; analytisch ausdriickbar: 


f (2) = ff (Zqy Sqe - - 21 Sq) = Ff (Py (egy Mhgs - - +p Made - - 1 Pop (Mg Wgy - - -» Mp) 


F (uy, Ug, . . ., U), 


und daher gilt im kleinen auf @ das Maximumprinzip, also auch im groBen. 


§ 2. Der Kontinuititssatz. 


Wir beweisen nun den Kontinuitatssatz in der folgenden allgemeinen 
Gestalt. 


Satz l. ¥, Fe Ws -.- seien k-dimensionale einmal stetig differenzierbare 
Flichen (k <2n) und ©,, Gy, Gs,... zugehdrige abgeschlossene Gebiete auf 
diesen Fliichen mit den Réndern ©,, €,, €;,.... Jede in ©, regulére Funktion 


f (2, Za) - - +» Z_) nehme ihr Maximum auf ©, an. Die §, mégen gleichmapig 
gegen die Fliche %, die Gebiete G,, gegen G, auf F, und die Rander ©, der G, 
gegen den Rand ©, von @&, konvergieren. g (z,, Za,.. +, 2%) set eine Funktion, 
die auf der Punktmenge ©, reguldér und eindeutig ist und die eindeutig bleibt 
bei jeder méglichen Fortsetzung in einer vollen 2 n-dimensionalen Umgebung von 
G,. Besitzt nun g (2, 2g; . . -; Z,) mindestens eine Singularitat in G,, so gibt es 
ein fo, 80 da gleiches fiir die Gebiete G,, u > fo gilt. 


Der Beweis stiitzt sich wesentlich auf den Satz iiber die gleichzeitige Fort- 
setzbarkeit. Die Flachen %,, sind in ein Gebiet 8, tiber dem R,,, eingebettet. 
Auf den %, liegen die abgeschlossenen niederdimensionalen Gebiete G,. Sie 
liegen also ganz im Innern des Gebietes 8,. Dies gilt insbesondere fiir den 
Rand ©, des Gebietes Gp. 

Sei jetzt g (z,, 2g, ..., Z,) eine Funktion, die den Voraussetzungen unseres 
Satzes entspricht, also in allen Punkten von €, regular und eindeutig ist. Dann 
wahlen wir eine Umgebung U1 (G,) des Gebietes G, in B,, in der die Funktion 
g (24) Za) - « «» 2) eindeutig bleibt. Sodann setzen wir in U (@,) die Funktion 
g (2, Za). - +, Z,) auf alle médglichen Arten fort, wobei wir die Voraussetzung der 
Eindeutigkeit ausnutzen. Das Gebiet, das wir auf diese Weise in U1 (G,) erhalten, 
bezeichnen wir mit 8. 8 enthalt ©, ganz im Innern. Wir kénnen daher ein 
Gebiet 8, wahlen, das ganz im Innern von % liegt und seinerseits €, im Innern 
enthalt. Dieses Gebiet 8, habe in bezug auf 8 die Randdistanzd. Ferner bildet 
in 8 die Funktion g (z,, 22, . . -, 2,) mit allen partiellen Ableitungen und allen 
Polynomen von g und seiner Ableitungen eine regulare Klasse K. 

Weiter hat nach der Voraussetzung unseres Satzes g (2, 22, - - -» Zn) auf G, 
eine Singularitat, etwa im Punkte P,. Dann ist Py Randpunkt von 8. Da 
die Nachbarflachen %,, gleichmaBig gegen §, und die &, gegen G, konvergieren, 
so l48t sich 4, so groB wahlen, da fiir alle 4 > fo erstens der — 
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aller Punkte von &, von dem Flachenstiick ©, kleiner als d ist und zweitens 
alle Punkte der Rander ©, ganz im Innern von 9, liegen. 

Angenommen, auf einer der G, lage keine Singularitat von g (2,, zg, . . ., Z,). 
Dann waren alle Funktionen f (z,, 23, . . ., Z,) der Klasse K in G, unbeschrankt 
fortsetzbar, also dort regular und eindeutig. Nun gilt fir G, das Gesetz von 
der Annahme des Maximums auf dem Rande. Fir alle Punkte P aus G, und 
alle Funktionen f (2, 22, ...,Z,) aus K wiirde also folgen 

\f (P)| s Max jf (€,)| < Max |f (B,)|. 
Die Klasse K erfillte damit die Voraussetzung des Satzes iiber die gleichzeitige 
Fortsetzbarkeit, und es ergabe sich, daB fir jeden Punkt P aus G, die Funk- 
tionen g (2,, 2g; - - -» Z,) noch regular waren in dem Polyzylinder 3 (P, d). 

Da aber beliebig dicht bei P, Punkte P auf Flachenstiicken G,, liegen, 
also auch solche Punkte P, die von P, einen Abstand kleiner als d haben, 
so enthalten fiir diese Punkte P die Polyzylinder 8 (P, d) den Punkt P,. Da- 
her wiirde die Funktion g (z,, z,,...,2,) in Py hinein analytisch fortsetzbar 
sein, entgegen unserer Voraussetzung, daB P, ein singularer Punkt ist. Die 
Annahme, &, sei singularitatenfrei, war also falsch. 

Da fiir analytische Flachenstiicke der Satz vom Maximum gilt, wie wir im 
voraufgehenden Paragraphen sahen, so folgt unmittelbar 

Satz la. %, sei eine 2 k-dimensionale analytische Fliche mit !<&k<n—1 
in einem Gebiet 8B. G, sei ein 2 k-dimensionales abgeschlossenes Gebiet im Innern 
von %, mit dem Rand ©,. Ferner sei %,, ¥o, Ng - . . eine Folge von 2 k-dimensio- 
nalen analytischen Flichen in 8, die gleichmdBig gegen %, konvergieren. Auf 
jeder Flache §, (u = 1, 2,3,...) sei ein abgeschlossenes Gebiet &,, mit dem 
Rand ©, gegeben, wobei mit wachsendem ju die &, gleichmafig gegen G, und die 
€,, gleichmaPig gegen €, konvergieren. Ist dann die Funktion { (z) in allen Punkten 
von © sowie in allen Punkten der &,, eindeutig und regulir, so laBt sich f (z) 
in alle Punkte von & eindeutig und regular fortsetzen. 


Es ist zu vermuten, da die Aussage der vorstehenden Siatze richtig bleibt 
wenn man nur fiir die Grenzflache %,, aber nicht mehr fiir die approximierenden 
Flachen §, die Giltigkeit des Maximumprinzips fordert. Es erscheint indessen 
schwierig, den Satz in dieser Allgemeinheit zu beweisen. Setzt man jedoch 
voraus, dab die Umgebungen der %,, in denen die Funktionen regular sind 
nicht zu klein sind, so l4Bt sich zeigen, daB dann auf %, keine Singularitaten 
liegen kénnen. Betrachten wir z. B. den Fall 2-dimensionaler Flachen %,, im 
R,, die gegen eine analytische Ebene konvergieren, als die wir etwa die Ebenc 
2 = 0 wahlen kénnen. Dann kénnen wir einen Satz von Hartocs") heran 
ziehen, in dem er zeigt, daB die Regularitétsradien R (a, z,) einer Funktion, 


die in der Form f (z,, 2) 


co 
> fy (2) (= — a)* entwickelbar ist, sich als Funktion 
k=0 


von Z, zwar sprunghaft zu gréBeren Werten andern kénnen, dal} aber die Ge- 
biete in der z,-Ebene, die in der Umgebung eines Punktes P unstetig gréBere 
Radien zulassen, iuBere Durchmesser haben, die starker als ihr Abstand von P 
gegen Null gehen. Sorgt man also dafiir, dafi die Umgebungen der Flichen 
*, 80 groB sind, daB um jeden Punkt ein Dizylinder regularer Punkte liegt, 
dessen Radius in der z,-ELbene zum Abstand von der Ebene z, = 0 ein Ver- 
haltnis oberhalb einer festen positiven Schranke hat, und dessen Radius in 
4) Harroeos, F.: a.a.O., S. 56. 
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der z,-Ebene oberhalb einer festen nur von z, abhangenden GréBe bleibt, so 
fahrt der Satz von Hartogs zu dem Resultat, daB auch auf z, = 0 keine 
singuliren Punkte liegen, sofern gleiches in den genannten Umgebungen der 
y, gilt. 

Ohne die obigen Voraussetzungen l4Bt sich der Kontinuitatssatz aber 
verhaltnismaBig einfach fiir (2 — 1)-dimensionale Hyperflaichen beweisen. 
Dort kénnen alle Voraussetzungen iiber die approximierenden Flachen §, 
fallen gelassen werden, so da man die nachstehende Verscharfung gewinnt. 


Satz 2. %, sei eine (2 — 1)-dimensionele Hyperfliche mit der Gleichung 
gp = 0, fiir welche der Satz vom Maximum gilt. Ferner gebe es eine eindimen- 
sionale Schar von Hyperflichen § (r) (— ro < r < rq, § (0) =H) derart, daB 
fiir diese Flaichen % (r) ebenfalls der Satz vom Maximum gilt und daB sie ein 2n- 
dimensionales Gebiet B einfach iiberdecken, welches stmtliche Punkte von %, 
im Innern enthdlt. 

i> er Wg -- Sei eine Folge (2 — 1)-dimensionaler Hyperflichen, die 
gleichmédpig gegen §_ konvergieren. Auf den §,, seien abgeschlossene Gebiete &, 
gegeben, die gleichmdBig gegen ein abgeschlossenes Gebiet &, auf %, konvergieren, 
wobei die Rénder ©,, der Gebiete &,, gegen den Rand ©, des Gebietes G, gehen. 

Ist dann g (2, Za, - « -; Z,) eine Funktion, die auf der Punktmenge ©, regulér 
und eindeutig ist, die ferner eindeutig bleibt bei jeder mdglichen Fortsetzung in 
einer vollen 2 n-dimensionalen Umgebung 8, von &, und die auf &, mindestens 
eine Singularitat besitzt, so gibt es ein fo, 80 daB gleiches fiir die Gebiete G,, 
u > fy gilt. 

Zum Beweis dieses Satzes betrachten wir die Folge der Gebiete G,, G, Gs, .. . 
und stellen fest, daB fir hinreichend groBe yu die G,, ganz im Innern des Durch- 
schnittes von 8 und %, liegen und auBerdem die Rander ©, ganz innerhalb der 
Umgebung U(€,) liegen, in der die gegebene Funktion g (2, z,,...,2,) noch 
regular und eindeutig ist. Daher kénnen wir innerhalb U1 (€,) die G, so stetig 
ubindern, daB ihre Rander €, mit €, zusammenfallen. Jedes Gebiet G, bildet 
dann gemeinsam mit ©, eine geschlossene Hyperflache, die ein oder mehrere 2 n- 
dimensionale Gebiete berandet. Auf dem Rand eines dieser Gebiete — nennen 
wir es B,, — liegt sicher eine Singularitat der Funktion g (z,, 22, . . ., Z,), und zwar 
auf dem zu , gehérenden Teil des Randes von %,. Ein solches %,, greifen 
wir heraus. 

Wir beachten, da8 %, ganz auf einer Seite y > 0 oder g < 0 liegt. Ebenso 
liegen die Flachen % (r) fir 0< r<r, ganz auf einer Seite g>0 oder 
gy < 0 und die Flachen § (r) fir —r) <r <0 auf der anderen Seite. Daher 
wird 8, nur von einer dieser beiden Scharen tiberdeckt, und wir kénnen 
ohne Einschrankung annehmen, dafi dies die Schar mit 0 < r < rq ist. 
Die obere Grenze aller r, fiir die § (r) Punkte mit 8, gemeinsam hat, sei 1,. 
Sie liefert ein Flachenstiick % (r,), welches 8, in einem oder mehreren 
Randpunkten berihrt, aber nicht ins Innere von %, eindringt. Falls nun 
unser Satz nicht richtig ist, so ist in diesen Randpunkten die Funktion 
g (2, Za) «+ +» Z,) Tegular. Ebenso ist sie dann regular in allen Randpunkten der- 
jenigen Gebiete @ (r), die fir 0 < r < r, auf den § (r) von %, herausgeschnitten 
werden; denr. alle diese Randpunkte gehéren zu G,. Jetzt betrachten wir die 
Menge der Flachen % (r). Unter ihnen muB es notwendig ein r, mit 0< 7, < 1%, 
geben, fiir welches g (z,,Z»,..-,Z,) in G(r.) eine Singularitét hat, wahrend 
fiir alle r> rz g (Z,Zg,---)2,) in den @(r) regular ist; denn fiir diejenigen 
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r <vr,, die noch hinreichend dicht bei 1, liegen, ist g (z,,z,,...,z,) in @ (r) 
regular, und fiir r =0 gehért & (0) zu G, und dort liegt eine Singularitat; 
denn so war 8, gewahlt. 

Da nun auf den §(r) das Maximumprinzip gilt, so sind wir in Widerspruch 
zu Satz 1 geraten. Dieser kann nur dadurch entstanden sein, da8 wir annahmen. 
9 (21, 2g, - - -» Zn) Sei in allen Punkten von G, regular. Damit ist Satz 2 bewiesen. 

Ist % eine (2— 1)-dimensionale einmal stetig differenzierbare Hyper- 
flache, fiir die das Maximumprinzip gilt, so erfillt sie im kleinen stets die 
Voraussetzungen des vorstehenden Satzes. Da sie nimlich in jedem Punkte P 
eine (2 — 1)-dimensionale Tangente besitzt, so tiberdeckt sie bei einer Pa- 
rallelverschiebung senkrecht zur Tangentenfliche eine Umgebung des Punktes 
P derart, da®B durch jeden Punkt dieser Umgebung genau eine dieser Parallel- 
flachen verlauft. Es gilt daher fii sie im kleinen die Aussage des Kontinuitats- 
satzes bei beliebig approximierenden Flachen %,,. 


§ 3. Der Kontinuitaitssatz und das Prinzip vom Maximum. 


Wir haben zu Beginn des vorstehenden Paragraphen gesehen, dali der 
Kontinuitatssatz fiir alle Flachen gilt, fiir die das Gesetz von der Annahme des 
Maximums auf dem Rande zutrifft. Dieses Gesetz gilt aber auch fiir gewisse 
nicht analytische Flachen im R,, mit n = 3, z. B. dann, wenn diese Flachen 
aus Scharen analytischer 2-dimensionaler Flachen gebildet sind. Daher ist 
seine Aussage z. B. auch fiir alle m-dimensionalen Ebenen im R,,, mit m > n 
richtig, da diese stets aus Scharen analytischer 2-dimensionaler Ebenen be- 
stehen, wie wir in § 5 zeigen werden. 

Wenn also fiir eine Folge von Flachen, die gegen eine Grenzflache konver- 
giert, die Aussage des Kontinuitatssatzes nicht zutrifft, so kann dies nur dar- 
an liegen, daB fiir diese Flachen das Maximumprinzip nicht gilt. Wir kénnen 
aber auch die Umkehrung zeigen: 

Satz 3. %, sei eine m-dimensionale Flaiche im R,,, fiir die der Satz vom 
Maximum nicht gilt. Dann gibt es auf %, ein Gebiet G, mit dem Rand ©,, eine 
Folge von m-dimensionalen zu %, parallelen Flaichen %,, %2, %z, - . . mit Gebieten 
&,,, die gleichmapig gegen ©, und deren Rander ©,, gleichméaBig gegen ©, kon- 
vergieren, und dazu eine Funktion f(z), z = (2,, 22, - - -» Z,), die in allen Gebieten 
&, sowie auf ©, regular ist, aber im Innern von &, singuladr wird. 

Da auf %, das Gesetz vom Maximum nicht gilt, so gibt es auf %, ein Gebiet 
®%, mit dem Rand €, und dazu eine in einer vollen Umgebung von @, + ©, 
regulare Funktion f(z) derart, da das Maximum von f(z) in @%, gréfer als 
das Maximum von f(z) auf G, ist: 


(1) Max |f (G,)| > Max|f (€,)). 
Sei M = Max |f (@,)|. Dann wird durch die Beziehungen 
(2) lf(2)|> M 

und 

(3) If(2)|< M 


die Umgebung von , in zwei Bereiche zerlegt, die durch die analytische 
Hyperfliche § 
(4) If (2)| = M 
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yetrennt werden. €, liegt im Bereich (3) und @, im Bereich |f(z)| < M, 
wobei das Gleichheitszeichen im Innern von ©, sicher angenommen wird. 

Das Ziel ist nun, eine analytische Flache zu finden, welche ©, nur im 
Innern beriihrt, aber geeignet gewahlte, zu G, parallele Flachen nicht mehr 
trifft. Es liegt nun der Gedanke nahe, eine Flache der Form 


f(z) =a mit ja|=M 


zu wahlen. Sicherlich gibt es unter ihnen Flachen, die @, nur im Innern be- 
riihren, aber es kénnte sein, daB alle zu G, parallelen Flachen jede der Flachen 
f(z) =a schneiden. Wir miissen deshalb die analytische Flache etwas anders 
ermitteln. 

Um dies zu erreichen, wahlen wir ein noch passend zu bestimmendes M, > M 
und betrachten den Bereich, fiir den 


(5) | f (z)| < uM, 


ist. In diesem Bereich liegt ©, + ©, ganz im Innern. 

Die Punkte von Go, die auf der durch Gleichung (4) gegebenen Hyperflache 
liegen, bilden eine abgeschlossene Punktmenge I. Also haben sie einen Min- 
destabstand d¢ von der Hyperflache §,, die durch 


(6) If (z)| = M, 


bestimmt ist. Wir kénnen M,.so nahe bei M wahlen, da d beliebig klein wird. 
Nun sei z, ein Punkt von Yt und z, ein Punkt von $, mit dem Abstand 

—z,|=d. Dann schieben wir die Hyperflache parallel zu sich selbst in 
de r Richtung von z, nach z,, bilden also die Hyperflachen 9, 


(7) f(z +Alz.—%])| = ™M, 0sAs1. 


Fiir A = 0 ist dies die Hyperflache $,. Fiir-A = 1 geht die Hyperflache 9, 
durch z,. Es gibt daher ein kleinstes A, < 1, fiir welches die Hyperflache Qa, 
gerade &, beriihrt, dies aber fiir kein kleineres 4 als A, der Fall ist. 

Wahlt man M, hinreichend nahe bei M, so wird d beliebig klein. Dann 
unterscheiden sich auch die Funktionen f(z + A [z. — 2,]) fiir alle A zwischen 
0 und | beliebig wenig von f(z), sind also in der Umgebung von &, + Gy re- 
yulir. Ferner schneidet $,,, wenn d sehr klein ist, ©, nicht, so daB die Be- 
riihrung von §,, und @, tatsdchlich nur im Innern von @, stattfindet. Nach- 
dem wir so §,, gefunden haben, schieben wir jetzt G, in derselben Richtung 
weiter, in der §, geschoben wurde, also in der Richtung z, —z,, und erhalten 
damit zu @, parallele Flachenstiicke beliebig dicht bei G,, die ,, nicht 
mehr schneiden. Aus ihnen kénnen wir eine gegen &, konvergierende Folge 
(§,, G,... auswahlen. 


Jetzt sei z, ein res von ®&, und §,, und 


(5) f (2s %— %)) =. 


Dann liegt die analytische Fliche § 
(9) f(z Ao [22 — %)) = c 


ganz in 9,, und beriihrt G, im Punkte z,, wahrend sie keines der Flachen- 
stiicke ©,, G,, ... trifft. Daher ist die Funktion 
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(10) F (z) 
2+ 4o\|e 1 c 
regular fiir alle Punkte von @,, G,, . . . sowie fiir alle Punkte von ©». dagegen 


im Innern von @, singular. 


Damit ist Satz 3 bewiesen. 


§ 4. Der Kontinuititssatz und die Pseudvkonvexitat. 


Die vorstehenden Uberlegungen geben uns die Méglichkeit, fir (2 n — 1) 
limensionale Hy perfiiche n notwendige und hinreic hende Bedingungs n fiir dic 
Giltigkeit des Kontinuitaitssatzes in analytischer Form anzugeben. Dazu be- 
+15 


nutzen wir den Zusammenhang, der zwischen der Pseudokonvexitat 5) und dem 


Gesetz vom Maximum besteht. 

Eine Hyperfliche (2. 4, %) Yo: ---> Z_ Y,) =O hei®Bt im Punkte P 
pseudokonvy ex von der Seite gq 
unalytische Flache mit der gewéhnlichen Stelle P gibt, die ganz auf der Seits 


0 (bzw. ¢ 0), fallses eine durch P gehends 


q 0 (bzw. ¢ 0) liegt. Gibt es eine analytische Flache durch P, welch 
in einer Umgebung von P mit Ausnahme des Punktes P selbst ganz auf de: 


Seite g 0 (bzw. q 0) liegt, so heiBt die H yperflac he q 0 in P total 
seudokonvex von der Seite g 0 (bzw. @ < 0). 
Der Zusammenhang zwischen der Pseudokonvexitait und dem Gesetz vom 
Maximum wird durch folgende Aussage vermittelt. 
Satz 4. Damit eine viermal stetig differenzierbare Hyperfliche ¢ O in 


jedem Gebiet Punkte aufweist, in denen sie von einer Seite total pseudokonver 
ist, ist no‘wendig und hinreichend, daB auf q 0 das Maximumprinzip iiber- 
all. verleizt ist. 

Wir sagen, das Maximumprinzip ist auf ¢ 0 iiberall verletzt, wenn es 
zu jedem Gebiet @ auf Y 0 ein darin liegendes abgeschlossenes Gebiet G, 
mit dem Rand €, gibt und dazu eine in &, regulare Funktion f (2, 2, . . .. z,) 
derart, dab 


(11) Max f (G,) Max f (Ge) 


ist 

Nehmen wir zuniachst an, es gibe zu einem beliebigen Punkte Q auf m = 0 
in beliebiger Nahe einen Punkt P, in dem das Hyperflachenstiick totalpseudo- 
konvex von der Seite g O ist. Ist dann G ein beliebiges Gebiet auf ¢ 0, 


so gibt es in & einen Punkt P und dazu eine analytische Flache g (2, ...,z,) = 0 
mit der gewohnlichen Stelle P derart, daB g = 0 in einer Umgebung von P 
mit Ausnahme von P selbst ganz auf der Seite m > 0 liegt. Es bedeutet 


keine Einschrankung, wenn wir annehmen, da P der Nullpunkt ist. 
Wir benutzen jetzt den formalen Kalki] Wirtincers'*) und fiihren statt 


der Veranderlichen 2,, y,,. . -, 2,» ¥, als unabhangige Verinderliche z,, . . ., z,, 
21; . Z, ein, indem wir setzen 

J, 
(12) %=>5 (+z), ¥ 7 (=e — 7x) k 1,2 n 


16) B.-Tu., 8. 27ff. 
16) WirtTincER, W.: Zur formalen Theorie der Funktionen von mehr komplexen Ver- 
anderlichen. Math. Ann. 97, 357 (1927). 
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woraus sich die partiellen Ableitungen formal zu 
‘ c a l é x. « l 
(13) t ; : 
Zk 2 O2k 21 OYE Zk 2 


«# OT, ' ae & Yk 
rgeben. Dann kénnen wir nach der Taylorschen Formel @ im Nullpunkt 
folgendermaben darstellen 


n 


v n 
he 5 y - y . 4 - 2 ’ —- 
(14) q aos Ey Da, 2; o 472, 2 Dy 2% 4 oS py =] 
k l k 1 kl 1 kl 1 kl 1 
mit den Koeffizienten 
os ot cg A* ¢ | A2 ¢ U a? « 
15) a, 3 a, 5 Apy , apy P » Ox; Y 
Zk Oz 2 Oz 02 2 Ozp0z% OZR 02) 
lie j ils im Nullpunkt zu nehmen sind. Da das Flichenstiick g = 0 bis 
auf den Nullpunkt ganz auf der Seite ¢ 


0 liegt, so beriihrt es die Flaiche 
0 im Nullpunkt und hat daher bis auf einen konstanten Faktor dort die 
Entwicklung 


Y ' % “k > 
: k=1 k,t=1 
(16) 
I = DG, % + Deez, 
k=1 


wobei die Koeffizienten a, und @, dieselben wie in Gleichung (14) sind. Ist 
nun etwa a, > 0, a, 


+ 0, was offensichtlich keine Einschrankung der Allge- 
meinheit bedeutet, so lassen sich die Gleichungen g = 0 nach z, und g = 0 
nach auflésen und diese Werte in Gleichung (14) einsetzen. Damit erhalt 

un die Werte von @ fiir die Punkte von g 


“n 





0. Die Rechnung liefert 
l n 1 } 1 
(17) q DS dy 2; =) >; dy 2 2) »2 Opy = Z) 
kl=1 k,l=1 kl=1 
Die Koeffizienten dieser Gleichung sind 
) ( 0 
( a, 1 a; a, 
k 
d,.) A, Cyr Cyt Qa, Apy Ay} 
By Cen C, + de. ‘Gen 
18) 
1 {) ” 
J 
1 
ai 
we In On - 
a D; i) 


d,, ist zu dy, konjugiert komplex. 
Sollen nun alle Punkte von g 
Seite g 


0 mit Ausnahme des Nullpunktes auf der 

0 liegen, so muB die quadratische Form rechts in (17) notwendig 

positiv semidefinit sein. Dazu ist notwendig, dafs schon die Hermitesche Form 

n 1 
(19) Yen: %,% 
kl=1 

positiv semidefinit ist. Wire etwa fiir einen Punkt (2. 2, ..., Z,) der Wert 

dieser Form negativ, so miBte dort die Summe der beiden ersten Terme in 

Gl. (17) positiv sein. Ersetzt man dann jeden Wert z, durch i z,, so andert sich 

(19) nicht, waihrend die beiden ersten Terme von (17) ihr Vorzeichen Andern, 
25a 
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so daB die gesamte Form (17) einen negativen Wert annimmt. Dies ist aber 
nicht méglich. Es muB also die Form (19) positiv semidefinit sein. 

Da die Funktion g (z,, 22, . . -, Z,) in P regular ist, so gibt es eine Umgebung 
ll (P), in der g einschlieBlich des Randes noch regular ist und deren Durchschnitt 
mit g = 0 ganz im Innern von & liegt. Jetzt betrachten wir die analytischen 
Flachenstiicke 
(20) g—a=0; g—a=0. 


Die Schnittpunkte dieser Flachenstiicke mit ¢ = 0 in 11 (P) lassen sich berech- 
nen, indem man g — a = 0 hach z,, und 9 — @ = 0 nach 2, auflést und diese 
Werte in (14) einsetzt. Man erhalt dann 
n—1l a—1_ . n- 1 x 
(21) q =a +@ + bs dy, ze Z1 “+ > dy, 2 2 — ps Cri =, 2 
k,t=1 ki=1 kl=1 
a—l1 n—1_ - 
+ ay (dy = +2) +4 a (b, 2, + €, 2) + ba? + ba@* + caa+-:-:- 
=1 k=1 


Darin sind d,,, dy und ¢,; durch die Formeln (18) und 4,, by. Cy, €,, 6, 6 und ¢ 
durch die nachstehenden Beziehungen gegeben. 


2 
[ » 
| b, az (Qyx — Crk) ay —* (a, “ Cr as ay ’ 

n ' 
22 a b,» Mp] 
( ) = Gn Gn L[8¢n Fn — Onn 2k)» 

l b 

b — [Ann — Cynls c — - 
a2 Ay 4, 


b,,¢, und 6 sind zu b,,¢, und 6 konjugiert komplex. 

In Gleichung (21) ist die nicht von a abhingige quadratische Form positiv 
semidefinit. Daher kénnen wir eine Umgebung U, (P) des Punktes P innerhalb 
von U(P) so klein wihlen, daB fiir alle auf g — a = 0 liegenden Punkte dieser 
Umgebung und fiir alle positiven reellen a@ unter einer hinreichend kleinen 
Schranke e die Form (21) keine Nullstelle hat. Geometrisch besagt dies, daB 
die Flachen g — a = 0 fiir hinreichend kleine positive reelle a in der Nahe 
von P keinen Schnittpunkt mit g = 0 aufweisen. 

Wir wahlen jetzt in U,(P) auf gp = 0 ein Gebiet G, mit dem Rand G), 
welches P im Innern enthalt. Die Funktion g = 0 besitzt in G, nur im Punkte P 
eine Nullstelle, wihrend die untere Grenze m von |g| auf ©, positiv ist: 


(23) |g (€,)|\>m> 0. 


Sodann wahlen wir a mit 0 < 2a < m so klein, daB g — a = 0 das Gebiet G, 
nicht schneidet. Dann ist die Funktion 

1 
(24) f= g—< 
in @, regular, und es ist wegen g(P) = 0 
l 


‘ : Z 
(25) If (P)| a” hae « lg (G.) —a 


D amit ist der erste Teil von Satz 3 bewiesen. Zeigen wir nun die Umkehrung! 
Da es zu jedem auf m = 0 liegenden Gebiet & ein darin liegendes Gebiet 
®, mit dem Rand @, ge ben soll, derart, daB Max|f(G,)| > Max|f (€,)|, so 








Se eS SS UV 


c 
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gibt es in der Nahe eines jeden Punktes Q auf g = 0 solche Gebiete G,. Wir 
haben nachzuweisen, daB es in 6, Punkte P gibt, in denen m = 0 total pseudo- 
konvex von einer Seite ist. 


f (2, Zs - - +s Z,) Sei eine in G, regulare Funktion, und es sei die Ungleichung 
(11) erfiillt. Ist M das Maximum von |f(@®,)|, so ist 
(26) If (qs Bqr» » -» %)] = M 
eine analytische Hyperflache, welche innerhalb einer Umgebung von , die 
Flache mg = 0 nur im Innern von @, schneidet. Wie im Beweisgang zu Satz 2 


konstruieren wir dann eine analytische Hyperfliiche §,,, die das Gebiet @, 
nur im Innern beriihrt, wihrend es in beliebiger Nahe dazu parallele Hyper- 
flichen §, gibt, die gleichmaBig gegen ,, konvergieren, aber G, nicht treffen. 
Alle diese Flachen §, lassen sich so wahlen, da® sie in der Umgebung von ©, 
ganz auf einer Seite, etwa auf der Seite m > 0 liegen. Dann liegt die analyti- 
sche Hyperfliche §,, ganz auf der Seite gy >0. Ist P, ein Punkt auf §,,, 
der auch auf &, liegt, so geht durch einen solchen Punkt eine analytische 
Flache g (z,,Z9,--+;2,) =90, die ganz auf der Seite gy => 0 liegt. Nehmen wir 
an, P, sei der Nullpunkt und g habe die Entwicklung (16), so stellen wir wie 
im ersten Teil dieses Beweises fest, dafi die Hermitesche Form (19) positiv 
semidefinit sein muB. 

Wir wollen zeigen, daf es in der Nahe von P, sogar Punkte P gibt, in denen 
die Form (19) positiv definit ist. Daraus wird dann unmittelbar folgen, dab 
y = 0 in P total pseudokonvex ist. 

Zuniachst bemerken wir, daB es auf ¢ 0 keinen Punkt gibt, in dem die 
Hermitesche Form (19) indefinit wird. Da die Koeffizienten der Form (19) 
von den Punkten der Hyperfliche stetig abhangen, so gibt es zu einem Punkt Q, 
in dem die Form indefinit ist, stets eine ganze Umgebung U1 (Q), in der dies 
ebenfalls zutrifft. Dies widerspricht aber unseren Feststellungen, da es in 
der Nahe jedes Punktes Q auf g = 0 Punkte P gibt, in denen die Form semi- 
definit ist. Damit haben wir das Ergebnis, daB die Form (19) iiberall auf 
q 0 semidefinit ist. Wir beweisen nun den folgenden fiir den Beweis 
entscheidenden 

Hilfssatz l. Ist die -Hermitesche Form 


" B2 « 
(27) > y U, Uy; 
a auez 
k,t=1 l 
unter den Nebenbedingungen 
= wn ~ ae 
(28) p> ’ Uy 0; p} -. uy, 0 
k=1 07% k=1 9% 


in jedem Punkt eines viermal stetig differenzierbaren Hyperflaichenstiickes 
y =0 semidefinit, aber in keinem Punkte definit, so gibt es in der Um- 
gebung eines jeden Punktes Q auf w = 0 Gebiete, in denen durch jeden Punkt 
eine in p = 0 liegende 2 m-dimensionale analytische Fliche (1 5m <n — 1) geht. 

Jede Hermitesche Form 1”) l48t sich bekanntlich in der Form schreiben 


p n n q 
(29) > 2’ errr) ( 2’ Cert) — 2 
l 1 lt=1 k p 


— 
k=1 


n n 
{ a Cer Ur) p Cert). 
1\7=1 i=1 
17) Zur Theorie der Hermiteschen Formen siehe: Dickson, Modern algebraic theories 
(Chikago, New York, Boston 1926) oder Dickson-Boprwic, Héhere Algebra (Berlin, 
Leipzig 1931). 
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wobei die Matrix (c,;) (und damit auch (¢,,)) den Rang gq <n hat. Ist p=q 
(bzw. p = 0) und q < n, so ist die Form positiv (bzw. negativ) semidefinit; 
ist p = n (bzw. p = 0; q = n), so ist sie positiv (bzw. negativ) definit. Der 
Index p und der Rang q sind charakteristische GréBen der Form und unab- 
hangig von der speziellen Darstellung (29). 

Ist fir die Hyperflache mg = 0 o. B.d. A. etwa = + 0, so kann man (28) 

O2n 

nach u, bzw. %, auflésen und diese Werte in (27) einsetzen. Man erhalt dann 
die Form 


n—l1 
(30) p> Cp, Uy Uy 
mit 
0 oF ee 
Cc zZ& Oln 
(31) ey; = - | oe Ae al 
Op a¢ OZ, Oz~azy Cmmazy 
Czn O2n a¢ a @ a @ 


Gin O2EOZn 2p AZn 
Da die Form (30) semidefinit ist, so l4Bt sie sich in der Gestalt 


‘ 
n—1 


n—m—1 /n—l1 

(32) + J | Ze u1) | xy 1%) 
k=1 \f=1 r=1 
schreiben, worin die Matrix (c;;) (und somit auch (¢ ;)) den Rang n — m — 1 
hat. Da nach der Voraussetzung unseres Hilfssatzes die Form iiberall semi- 
definit, aber nirgends definit ist, so ist auf m = 0 tberall m = 1. Ist Q irgend- 
ein Punkt auf mg = 0 und 11(Q) eine beliebige Umgebung von Q, so sei P ein 
solcher Punkt aus 1 (Q). in dem m seinen gréBten Wert annimmt. Dann gibt 
es eine ganze Umgebung von P in WU (Q), in der m und das Vorzeichen der 
Hermiteschen Form (32) konstant bleiben, da Rang und Index halbstetig nach 
unten und wegen der maximalen Eigenschaft von m auch nach oben stetig, 
also konstant sind. 

Wir fihren jetzt auf g =0 m komplexe Parameter 1, T,,..., T, und 
2n—2m—1 reelle Parameter 4,,..., 62n—2m—1 in der Umgebung des 
Punktes P ein. Dazu stellen wir die Form (30) in der Umgebung von P auf 
und bringen sie in eine Form (32). Konstruieren wir diese Form etwa nach 
einer bestimmten Normierungsvorschrift, indem wir sie z. B. auf die eindeutig 
bestimmte Jakobische Normalform (mit 4,, > 0 reell) 


n—1/n—1 a—l_ 
(33) x 2 ("s hye) (S hy] 

k=1\l=k l=k 
bringen, in der m der Summanden verschwinden, so erreichen wir es, dab sich 
die Koeffizienten mit den Punkten in der Umgebung von P zweimal stetig 
differenzierbar 4andern. Sind auBerdem im Punkte P o. B.d. A. etwa die 
ersten n — m — 1 Spalten der Matrix (c,;) linear unabhangig, so gilt gleiches 


in einer Umgebung von P. Jetzt bestimmen wir die Parameter 1, . . ., T» 80, 
dab 

% =2 Tt =f ee a | 

1 n m> 2 n m + ’ m n 
(34) 


Ty = 2n—m) Te = 2n—m4+i1:- + +> Tm = 2n—1 
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ist, und die ibrigen Werte 2... ., z»—m—1, Z, Wahlen wir in Abhangigkeit von 
T,- ++; Tm 80, daB folgende Beziehungen gelten (vy = 1,2,...,m; k=1,2,..., 
n—m —1): 


nmi ¢ D n »o at 
. ao az . ap 22 
(35) et a®, ( Foe oe uc®, 
1-1 9% OT, 11 04% OT, 
a—l ‘ n—l at 
Oz = 02; 
(36 >” Ce) - 0. >” S.—s 0. 
) —, at, —, * at, 
und auBerdem die Gleichung 9 (2, %,, . . .. 2, 2,) = 0 erfillt ist. Die Ablei- 
az oz CC - 
tungen = ; a= sind fir k =n—m,...,n—1 durch (34) gegeben, und da 
" &9 , 
die Matrix (c,;), -4,1=1,2,...,~—m—1, den Rang n—m—1 hat, so 
P . OZ Oa: o. : ‘ , 
sind nach (36) die —-, —— fir 1 = 1,2,...,.n—m—1 eindeutig bestimmt 
au,’ 3% ; 
. az az , , a 
und damit auch —_ 5 " nach (35). AuBerdem sind sie unabhangig von der 
, , ’ 


speziellen Wahl der cz; und nur von der Hermiteschen Form (30) abhangig, 
da jede andere Form (32) eine Matrix hat, deren Zeilen Linearkombinationen 
der Zeilen der alten Matrix sind, und umgekehrt. Die Lésung der Gl. (35) 
und (36) mu8 die Gleichung ¢ 0 befriedigen, so da gelten muh 
(y SS 


| oe _ 3 Oy Om | yoy Oe _ og 
OT, pi Oz OT Py OZk OT, 
(37) Nm o .> m -« ‘ 
| £2 POR SE sy Pie Swe, 
OT, kn 1 9% OT, kno1 7% OT, 


Hierin verschwinden die ersten Summanden nach (35), und es folgt 
(y =1,2,..., m) 

n 

(38) b) 

k= 


n 


fh. BY es So SOD 
192k OT, oe Oz OT, 
Differenziert man jetzt die erste Gleichung (35) nach T, und die zweite Gl. (38) 
nach t, und subtrahiert sie voneinander, so erhalt man 
n 


(39) Di . : a —_ =. 
ki=1 O2K0Z1 OTy OT, k1 1 OUROZz OT, OT, 


ap Oz 02 ~ Gp Om az 


, ‘ . Or Oz, si : , 

Nun sind die und az, %° gewahlt, daB die Hermitesche Form auf der 
Cty y 

rechten Seite von (39) verschwindet, und es ist daher auch 


—~ 12E 92 
(40) a oY 


btn 1 92kO2 OT, Ot, 
Dies ist genau die Hermitesche Form (27), wenn wir setzen 


O7k 7) 
(41) “, = ae ii, oe 
Fiir diese u, ist die Nebenbedingung (28) erfillt, wie wir mit Gleichung (38) 
festgestellt haben. Daher ist die Form (40) unter der Bedingung (38) semi- 
definit und hat die Gestalt (32). Weil sie verschwindet, mu} 
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a—l az n—l az, 
: : =» of 
(42) >" Cet a= 0, 2 ce; 0 
i=1 O°, 1=1 oF, 
sein. Nach (34) verschwinden ferner die Ableitungen (vy = 1, 2... ., m; 
j =n ty ssn 8 1): 
z az 
(43) = =, ! —9, 
CT, OT, 


Aus (43) und (39) lassen sich dann die iibrigen Ableitungen eindeutig bestimmen 


und sind daher samtlich gleich Null (vy = 1, 2,...,m;l1=—1,2,....n—m— 
- ],n): 
(44) ih =e ast. 
Ov, Ot, 
Oz 


Lésen wir die Gleichungen (35) und (36) nach den Ableitungen und 


auf, so erhalten wir zwei vollstandig reduzierte kanonische Systeme par- 


OT, 
tieller Differentialgleichungen fiir die unabhingigen Variablen t, und T, und 
die abhangigen Variablen z, baw. Z, (vy = 1, 2,...,m; 1=1,2,...,n—m— 
—1,n) 

2 az az) 5 ‘ 
(45) at Ur, - | u,,- 


Beide Systeme sind wegen der Beziehungen (43) und (44) voneinander un- 
abhangig. Die Existenz der Lésungen dieser Systeme ist gesichert, wenn die 
Integrabilitatsbedingungen 

c 


é _ 
(46) = Uy =F “My ae, 
’ 


== tt 
ua 
OT, m Ct, 


erfillt sind. Um den Nachweis dieser Beziehungen zu erbringen, machen wir 
davon Gebrauch, daB die Gleichungen (35), (36) aquivalent mit den Formeln 


’ a ¢ 


= 7 - 
(47) = Up, Uy 6 
Py = 1 ORO z, ky . 
, C y n c P 

(48a und b) s* + wu =0 ) ge & 0 

—_ = le < +> le 

! 7a i=1 7% 
sind, wobei wir auch fiir / n—™M,..., n—Il1;»=—1,2,....mdie Formeln 


(45) verwenden, fiir die sich nach (34) ergibt 


6x O fiir / vt-n—m-—1. 
u 
| Ot, ee l fir] —vy=n—m—l1, 
(49) 
| 62, P 0 fir 1— v+n—m—1. 
oT, to U1 far l— yp =n — me - 1. 


Zunichst differenzieren wir (48a) nach t,, vertauschen dann in (48a) » mit 
# und differenzieren nach t,. Die Differenz der gewonnenen Ausdriicke liefert 
dann unter Beriicksichtigung von (43), (44), (45) und (49) 


nn ‘ 
- v C c c -_ 
(50) 1! — i, 0 
n1 04 \ OT, 4 ot, # 


Uber den Kontinuitatssatz. 373 


Ausgehend von (48b) gewinnt man analog die Beziehung 


ns ; 
y c Pp c ws o aaa ; 

(51) Hen (se Ul, ot iy, ) = (), 

Indem wir die Gleichungen (43), (44), (45) und (49) im folgenden im Auge be- 

halten, erhalten wir durch Differentiation von (48 b) nach t, und unter Beachtung 

von (47) 





4 ( y 
(52) Ss —s i, = 0 
i 1 CZy CT, 
(52) nach rt, differenziert, liefert 
n 2 a . z 
we o”q c + @ Cc 
(53) Oe rae Up, uy, + > ka u,, = 0. 
aT 1 OR C2 CT, jy O21 OT OTy 
(47) differenzieren wir nach t,: 
n ‘ ” . 
= \ Ao . a C 
(54) - oiees Uy, Upy My, Rs inn (, py) Ur, 
okins ? op OC ZR C2y ‘ kl=1° ZpeO2z \ OT, 
n 2 
’ o*@ a] 
2 Za He, —— My, = 0, 
ki=1 OZER 0 % OTK 
sodann (48b) zundchst nach t, und dann nach t,: 
n 2 n oe 
= , oy , oY o 
(55 5 — a Se oe a ae - ( u u,, 4 
) » ft 19 tp 9 ey py “kn “lr tL Z) Oty kp le 
n a2 ‘ n 2 " 2 
. Cy o “ a C o@ 7] 
T y -. Unpu U1, ’ b Z a Uz, Uly T ra =o ‘ ‘ Ul, = U. 
k1=1° ZR 0 2 OT; ba 1 OC ROY CT i 1¢ Zz OT, OT 
Subtrahiert man jetzt (53) und (54) von (55), so folgt 
\° ay a | 
56 =: u,,— Up,| U 0. 
( ) Py re aT, ke at, Fn} It 


(50) nach 7, differenziert, fiihrt unter Verwendung von (56) zu 


"a9 a* a 
(57 >” «= | %).— —= u 0, 
of) it 9 5 ly 5 Z lu 

11 C72 19 MeO Tp OT, OT, ’ 


und diese Gleichung nochmals nach t, abgeleitet ergibt 





58 5 7 A : u 
« = u = u — = 1 
(d ) a fe: & ckOZ kyu aT, at, Ty Tye Ty ln 
n 3 13 
+ 0g oe ¢ 
t ps a — > 2 Uy — as = ¢ 1, 0. 
1-1 © 21 OTy OTy OT, OTyOTy OT, 





Wir differenzieren schlicBlich (56) noch nach tT, und bekommen 


~ o*¢ 
>’ as: > Uy Uy : 
pk l= 1 2 2p 0 2Re % Pr \é 


c 


é 
aC - + 
(99) Ups Ot up,| 





) Ts 











n “2 2 
c* 4 _ 
a oe ae “sy — aE Upy| Us 
pte 1 9RO% | OTy,CT, CT, OT, 
n so ‘ 
ap o 5 oe 
: ¥ : r. , Up, - UR a= Uj, 0. 
1, OmOy | OT, eT, Fl OT, 
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Jetzt vertauschen wir in (58) und (59) noch v und yu und addieren die so gewon- 
nenen vier Gleichungen, womit wir die gesuchte Beziehung erhalten 








n 28 ‘ . P 
. &@ c x: ee 
) »” —=-|=— u, ani —=— %,, — == @ 0. 
(60) 2 f.1 9 Oe OT, ke ot, kn az ke et ku 


Die Gleichungen (50), (51) und (60) sind A4quivalent mit den Gleichungen 
(50), (51) und den Beziehungen (vy = 1, 2,...,m; k =1,2,...,.»n —m-— 1) 


n—l 





c = u , u 9 
- kL t, ly ér, “te 
(61) ‘ine ; 
= Cc - c = 
py Cetla=s “ly =U}, Q. 
_ OT OT, 


Nach (49) verschwinden die Klammern fiir 1 = n — m,...,n — 1, und daher 
sind nach dem gleichen SchluB, der oben zu den Relationen (44) fiihrte, samt- 
liche Klammern gleich Null, womit die Beziehungen (46) nachgewiesen sind. 

Die allgemeinen Integrale der Systeme (45) hingen jeweils noch von n — m 
willkirlichen Konstanten ab. Da die Systeme voneinander unabhangig sind, 
so stehen im Ganzen 2 n — 2 m Parameter zur Verfiigung, die sich durch die 
Gleichung gy = 0 noch um einen Parameter vermindern. In der Umgebung 
des Punktes P besteht daher die Flache m = 0 aus einer (2 n — 2m — 1)- 
parametrigen Schar von 2 m-dimensionalen Flichen, von denen jede wegen 
der Beziehungen (43) und (44) eine analytische Flache ist. Damit ist der Hilfs- 
satz bewiesen. 

Wir kénnen jetzt den letzten Teil des Beweises von Satz 4 leicht erbringen. 
Aus der Giltigkeit der Voraussetzung (11) unseres Satzes hatten wir geschlossen, 
daB die Hermitesche Form (19) in der Umgebung eines Punktes P itberall 
semidefinit ist. Aus dem Hilfssatz 1 folgt dann, dab g = 0 in der Umgebung 
von P aus 2 m-dimensionalen analytischen Flachen gebildet wird, falls die 
Form (19) dort nirgends definit ist. Dann gilt aber in der Umgebung von P 
das Gesetz von der Annahme des Maximums einer Funktion auf dem Rande. 
Dies wiirde der Voraussetzung (11) widersprechen. Also ist die Hermitesche 
Form (19) in der Nahe eines jeden Punktes Q auf mg =0 positiv oder 
negativ definit. DaB in diesem Falle mg =0 in einem solchen Punkte P 
mit definiter Form total pseudokonvex ist, hat bereits KrzosKa1*) gezeigt. 
Man erkennt dies auch unmittelbar aus den Gl. (14) bis (18). Die analytische 
Flache 

n n 
g= Say t+ DS ayy 
k=1 kl=1 
liegt bis auf den Berihrungspunkt ganz auf der Seite m > 0 (bzw. gp < 0). 
Damit ist Satz 4 in allen Stiicken bewiesen. 

Die Ergebnisse der Satze 1, 2,3,4 und des Hilfssatzes 1 fassen wir fiir 

Hyperflachen wie folgt zusammen: 


Satz 5. Damit fiir eine (2 n — 1)-dimensionale viermal stetig differenzierbare 
Hyperfliche p = 0 und jede beliebige Folge von H yperflachen %,, %., . . ., die gleich- 
mapig gegen ~ = 0 konvergieren, im kleinen die Aussage des Kontinuitdtssatzes 


18) Krzoskxa, J.: Uber die natiirliche Grenze analytischer Funktionen mehrerer Ver- 
anderlichen (Diss. Kneser, Greifswald 1933). 
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gilt, ist notwendig und hinreichend, daB die Fliche y = 0 in keinem Punkt total 
pseudokonvex von einer Seite ist. 


Dieses Kriterium ist gleichbedeutend damit, daB die Hermitesche Form 


" @@ " 
wie =f 
kfm 97802 i 
unter der Nebenbedingung 
n s ‘ 
<7 y 0, > Fg, = 0 
k=1 © * k=1 © * 
nirgends definit ist. 
Im R, ist diese Bedingung genau dann erfiillt, wenn der Levische Differential- 
ausdruck 
| 6 ° P og 
az, é 
ag ao 2 
Lig) = — Oz, 02,02, 02,02, 
ap & &o 
| 02, 02,02, 02,0 
auf p = 0 verschwindet. In diesem Falle ist p = 0 eine analytische H yperfliache. 
Lediglich der letzte Teil dieses Satzes bedarf noch einer Begriindung. 
Diese ergibt sich aber sofort. aus den Beziehungen (30) und (31), aus denen 
man erkennt, daB im Falle n = 2 die Hermitesche Form (30) nur aus dem einen 


Glied ¢,, u, %, besteht, also genau dann nirgends definit wird, wenn é,, tiberall 
gleich Null ist. 


§ 5. Flaichen, fiir die der Kontinuititssatz nicht gilt. 


In diesem letzten Paragraphen wollen wir noch einige niederdimensionale 
Mannigfaltigkeiten auf die Giltigkeit des Kontinuitaétssatzes untersuchen. 
Wir behandeln zunachst den Fall reeller m-dimensionaler Ebenen im R,,, und 
beweisen zur Vorbereitung den 


2n 


Satz 6. Gegeben sei eine m-dimensionale Ebene E im R,,, durch 2n—m 


linear unabhingige reelle Gleichungen (6; reell; 7 = 1, 2,...,2n—m) 
n 
(62) D (Gj, % + 4, 2%) +5; = 0. 
k=1 
Dann gilt: 


1. Damit E keine 2-dimensionale analytische Ebene enthdlt, ist notwendig 
und hinreichend, daB das Gleichungssystem (j = 1,2, ...,2"— m) 


n 
(63) tee 0 
den Rang n hat. 

2. Ist m > n, 80 besteht E aus einer Schar analytischer Ebenen, die mindestens 
die Dimension 2 (m—n) haben. Ist m <n, 80 existieren Ebenen E, die keine 
zweidimensionalen analytischen Ebenen enthalten. 

1. Zum Beweise geniigt es, den Fall b; = 0, 7 = 1, 2,..., 2 — m zu unter- 
suchen. Der Rang des Systems (63) kann nicht gréfer als n sein, da nur n 
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Unbekannte z, vorhanden sind. Er kann aber auch nicht kleiner als n sein, 
da sonst (63) eine mindestens 2-dimensionale analytische Ebene liefern wiirde, 
die auch in (62) enthalten ware. 

Enthalt andererseits (62) eine 2-dimensionale analytische Ebene, so laBt 
sich diese durch eine analytische lineare Transformation, bei der (63) den 
Rang nicht dndert, in die Ebene 2, = 2, =+*+* =2Z,—1 =0 itberfihren. 
(62) liefert fiir diese Werte die Beziehungen (j = 1, 2,..., 2” —m) 


(64) Ojn 2% + 4,2, =9, 

aus denen, da sie fiir beliebige z, gelten sollen, a;,, = 4;,, = 0 folgt. Daher ent- 
halt (63) nur die Unbekannten 2,, z,,...,2,—1 und hat folglich einen Rang, 
der kleiner als n ist. 


2. Ist m > n, so enthalt (63) héchstens 2n —m <n Gleichungen und lie- 


fert eine mindestens 2 (n— m)-dimensionale analytische Ebene, die in E liegt. 
E besteht dann aus einer Schar der zu dieser analytischen Ebene parallelen 
Ebenen. 

Fiir m <n braucht man die Koeffizienten a;, nur so zu wahlen, daB das 
System (63) den Rang » hat, um zu zeigen, daB es Ebenen £ gibt, in denen 
keine analytische Ebene liegt. 

Wir sind nunmehr sicher, daB sich die Voraussetzungen des niachsten 
Satzes realisieren lassen. 


Satz 7. Hp» sei eine zweimal stetig differenzierbare m-dimensionale Fléiche 
im R,, (0<m<n). P sei ein gewohnlicher Punkt auf %,, durch den keine 
2-dimensionale analytische Tangente an %, geht. Dann gibt es eine Umgebung 
U(P) derart, daB in U(P) auf §, der Kontinuitdtssatz nicht gilt. 

Zum Beweise betten wir §, in eine Hyperflache ein, die im Punkte P total 
pseudokonvex ist. Dann folgt die Behauptung des Satzes unmittelbar aus 
Satz 5. Die Einbettung der Flache %, kénnen wir in folgender Weise durch- 
fiihren. 

*¥, sei durch 2 n — m reelle Gleichungen gegeben, die wir uns im Punkte P, 


als den wir den Nullpunkt wahlen, entwickelt denken (j = 1, 2,...,2”—m): 
nn n n nu 
5 a he ~ ¢ hy +2 S'’a >. 2 
(65) Gj = Dy Our + DL Gyn % + D Ojer 2 2% + DL Ger 2 % 
k=1 1 k,t=1 k,T=1 
n 
oy Oper 2e 2% + °° = 9. 
k,t=1 


Die m-dimensionale Tangentenebene an %, in P lautet dann (j = 1, 2,..., 
2” — m) 
” " 

(66) p jy Z 4 Ps aj, 2, 0. 

k= 1 k=1 
Da sie keine 2-dimensionale analytische Ebene enthalt, so ist nach Satz 6 
der Rang der Matrix (a;,) gleich n. Wir kénnen annehmen, daB die ersten n 
Zeilen linear unabhingig sind. Dann liegt %, in der Flache %, 


(67) yj = 9, f= 1,2, ...%. 

Durch die lineare Transformation (j = 1, 2,..., n) 
” 

(68) w; = >’ ay % 


/ a 
k 
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geht %, in die Flache ¥, (j = 1, 2,..., n) 


n n nu 
(69) gj = mj + Wj + DL cpp yw, + DY Cin, WW, + DY djygr wy, + --- —0 
kT=1 kT=1 kI=1 


iiber. Die Méglichkeit, §, in eine Hyperfliche einzubetten, die in P total 
pseudokonvex ist, ergibt sich aus dem folgenden 


Hilfssatz 2. Gegeben sei eine m-dimensionale zweimal stetig differenzierbare 
Fliche %, die den 2 —m Gleichungen (j = 1, 2,....2n—m; m < 2n) 


n n n n 
J 5 7 — =- a rv = _-— = 
(70) Yj = > Lik 7 in ps Az, Zp +- b AjE] zy ie Ps jp = 2) 
k= k=1 k,l=1 k,l=1 
n 
+ 2, Ospr ze 2% +++ = 0 
kl=1 


geniigt. Gibt es dann reelle Zahlen c; und ¢;; (i,j = 1,2, ..., 2 —m) derart, 
daB die Hermitesche Form 





n 2n—m 2n—m 

” ’ , _— _ -_ 

(71) a mj ORL + DY ij (Gin By + jy By)| Ze 
kt=1 | j=1 i,j=1 


unter der Nebenbedingung 


n 2n—™m | 
(72) Py D> % ajzp| % = 0 
k=1 =] 


7 





definit wird, so lapt sich § in eine Hyperfliche einbetten, die im Nullpunkt total 
pseudokonvex nach einer Seite ist. 


Der Beweis ist sehr einfach. Die Hyperflache 


2n—m 2n—m 
7 ” i i ee aie ° 
(73) Pay GPT 2 ij Gi Pj =%.- 
j= 57 


deren Gleichung nicht identisch verschwinden kann, wenn die Koeffizienten OF 
und ¢,; nicht cémtlich verschwinden, enthalt die Flache §, und die Beziehungen 
(71) und (72) sind hinreichende Bedingungen dafiir, daB die Hyperflache (73) 
im Nullpunkt total pseudokonvex nach einer Seite ist. 
Um das Ergebnis dieses Hilfssatzes auf den Beweis unseres Satzes 7 anzu- 

wenden, bilden wir aus (69) die Hyperfliche 

a“ —I 
(74) +a 2) of =0 

j=1 


mit reellem a. Dann haben wir a so zu wahlen, daB die Hermitesche Form 


n n—l1 
(75) DS dng ep, + 2a YS wy ey 
kl=1 k=1 
unter der Nebenbedingung 
Wy 0 
definit wird, d. h. aber die Form 
n—l n—l 
(76) ps Ankt WE W, + 2a > WE Wy 
kl=1 k=1 
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mu definit werden. Diese Form wird aber sicher positiv definit, wenn man a 
geniigend groB wahlt. Damit ist gezeigt, da die Hyperfliche (74) bei hin- 
reichend groBem @ im Nullpunkt total pseudokonvex ist. Da fiir diese Hyper 
flache nach Satz 5 der Kontinuitatssatz nicht gilt, so gilt er auch nicht fiir 
die darin liegende Flache %,, also auch nicht fiir die gegebene Flache §p. 

Aus diesem Satz 7 l4Bt sich eine bemerkenswerte Folgerung fiir den R, 
ziehen. Levi-Crvira hat gezeigt, daB eine differenzierbare 2-dimensionale 
Flache § des R,, welche in jedem ihrer Punkte eine analytische Tangential 
ebene besitzt, eine analytische Fliche ist?®). Daher gilt der 

Satz 8. Ist % eine 2-dimensionale zweimal stetig differenzierbare nicht 
analytische Flaiche im R,, so gibt es auf > Punkte P mit Umgebungen U (P), 
ferner eine Folge von Flachenstiicken %,, %, .., die in U(P) gleichmdfig gegen 
iv konvergieren. und dazu eine Funktion f (z,, Z.), die in Ul (P) auf allen Flachen 


stiicken %,, regular ist, aber auf %, nur in P eine singuldre Stelle hat 


1%) Levi-Crvrra: Sulle funz. di due o pitt var. compl. Atti Accad. naz. Lincei, Rend 
V, 14, (1905) 


( Eingegangen am 25. Januar 1949.) 


Math. Annalen, Bd. 121, S. 379—404 (1950). 


Uber die Verteilung aller ganzzahligen Gleichungen von mehr 
als zwei Unbestimmten auf ihre Galois’schen Gruppen. 
Von 


Friepsich WILHELM NeEvHAUS in Koln. 


Einleitung. 
Ein grundlegender Satz der Algebra ist der Hilbertsche Irreduzibilitats- 
satz. Ist F (x, y, t,, t,,...,¢,) ein im natiirlichen Rationalitatsbereich P irre- 
duzibles Polynom der Unbestimmten 2, y, t,, ts,...,t,, so kann man immer — 


das ist die Behauptung des Hilbertschen Satzes fiir den vorliegenden Fall — 
und zwar auf unendlich viele Weisen fiir y solche ganzrationalen Werte ein- 
setzen, dali F (x, y, t,t... ..,¢,) als Polynom der iibrigen Unbestimmten in P 
irreduzibel bleibt. 

DOrGE hat den Hilbertschen Satz und einige Folgerungen aus ihm er- 
heblich verscharft und zugleich einfach bewiesen. Er findet, daB das Auf- 
treten der ganzen y*, fiir die das spezielle Polynom reduzibel wird, in de1 
Reihe aller ganzen Zahlen sehr selten ist, z. B. seltener als das der Primzahlen. 
Soleche Mengen ganzer Zahlen heiben nach D6OrGE diinn. Die Gleichung 
P , Ritex+ eh 0 bleibt in dieser Ausdrucksweise also bis auf eine héch- 

* in P (t,, ts,...,¢,) irreduzibel. Nun ist aber im 
illgemeinen die diinne Menge der y* eine unendliche Menge. 


stens diinne Menge der y 


Es ist daher wiinschenswert, Kriterien dafiir zu besitzen, wann die Menge 
der y* nur eine endliche Menge ist. Wie Gegenbeispiele zeigen, miissen zur 
Irreduzibilitat von F (2, y, t,, tg,...,t,) = 90 in P(y,t,...,t,) noch andere 
Voraussetzungen hinzutreten, wenn eine Entscheidung tiber die Endlichkeit 
oder Unendlichkeit der diinnen Menge erzwungen werden soll. 

Das Ziel der folgenden Untersuchungen ist, bei Gleichungen mit drei 
oder mehr Unbestimmten, also im einfachsten Falle bei Gleichungen der 
Form f (x; y, t) = 0 Bedingungen dafiir anzugeben, daf eine im Unbestimmten- 
bereich P (y, t) fiir die Gleichung f (x; y, t) = 0 geltende algekraische Eigen- 
schaft fiir unendlich viele ganze y* erhalten bleibt. 

Die wesentlich interessierende algebraische Eigenschaft, die fiir f (x; y, t)=0 
im Unbestimmtenbereich vorausgesetzt wird, ist die Affektlosigkeit, also eine 
Aussage liber die Galoissche Gruppe iiber P (y,t). Es werden Bedingungen 
dafiir angegeben, daB die Menge der speziellen ganzen y*, fiir die f (x; y*, t) = 0 
iiber P (t) nicht mehr ohne Affekt ist, eine endliche Menge ist. Das Haupt- 
resultat des ersten Teiles ist, daB® héchstens dann unendlich viele y* mit 
reduzierter Gruppe existieren, wenn schon die Adjunktion einer Funktion 
von y allein eine Reduktion der Gruppe herbeifiihrt. Die Diskriminante der 
Gleichung muB in einem solchen Falle eine Faktorzerlegung in zwei Faktoren 
gestatten, von denen der eine nur von y allein abhangt und der andere ein 
Quadrat ist. Es wird gezeigt, daB man eine solche Zerlegung der Diskriminante 
nur selten antrifft, so daB sich daraus hinreichende Bedingungen fir die End- 
lichkeit der y* gewinnen lassen. Daraus ergibt sich die folgende Alternative. 
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Entweder ist die Gruppe der speziellen Gleichungen fiir unendlich viele y* 
genau die alternierende Gruppe oder die Frage wird auf die Untersuchung 
einer Gleichung mit nur zwei Unbestimmten zuriickgefihrt, wobei der letztere 
Fall nur dann eintreten kann, wenn alle Wurzeln xz; Polynome von ¢ sind, 
was leicht feststellbar ist. Als wesentliches Mittel wird eine Verscharfung des 
Satzes iiber absolute Irreduzibilitat herangezogen, die in § 2 des ersten Teiles 
als Satz tiber absolute Reduktion formuliert und bewiesen wird. Wird der 
komplexe Kérper mit P bezeichnet, so besagt dieser Satz, daB eine Gleichung 
{ (x; y,t) =0 mit beliebigen komplexen Koeffizienten, die in P (y,t) die 
Galoissche Gruppe & hat, fiir alle y* bis auf héchstens endlich viele Ausnahmen 
entweder ebenfalls © als Galoissche Gruppe besitzt oder aber wieder fiir 
alle y* bis auf endlich viele Ausnahmen auf eine einzige, noch dazu in ©& in- 
variante Untergruppe reduziert wird. 

Im zweiten Teil wird gezeigt, daB die Affektlosigkeit, die im ersten Teil 
stets vorausgesetzt war, eine 4uBerst schwache Voraussetzung bedeutet. Es 
stellt sich heraus, daB es in der allgemeinen Gleichung 


a” + a, (t) gel 4 a, (t) x*- 24.--4 a, (t) = 0, 


in der die a; (t) beliebige ganzzahlige Polynome von ¢ sind, im wesentlichen 
nur auf zwei numerische Koeffizienten in zwei verschiedenen der a; (t) an- 

° _ . ° ) ° 
kommt, bei denen man nur héchstens endlich viele Ausnahmewerte vermeiden 
mu8, um eine affektlose Gleichung in P (t) zu erhalten. 


Erster Teil. 
§ 1. 

Es sei 2 ein Kérper der Charakteristik Null, K irgendein in Q liegender 
Zahlenkérper und f(x) ein normiertes Polynom mit Koeffizienten aus 22 ohne 
mehrfache Wurzeln. Sind dann 2, ..., x, die Wurzeln von f (x) und © irgend- 
eine Permutationsgruppe von n Elementen, so gibt es bekanntlich unend- 
lich viele Polynome 9 (2,, %2,..-,2,) der Wurzeln 2,,..., 2, von f(x) mit 
ganzzahligen Koeffizienten, so dab  (z,,..., x,) zur Gruppe 9 gehért, d. h. 
also alle und nur die Permutationen von § gestattet. Dabei ist es gleich- 
giltig, ob der Kérper 2 nur aus Zahlen besteht oder auch eine oder mehrere 
Unbestimmte enthalt. Weiter sei ¢ eine Unbestimmte, die nicht schon zum 
Kérper 2 gehért, und (2 (t) der nach Adjunktion von ¢ entstehende Korper. 
Ist nun f (x, t) = 2” + a, (t) a*—-1+... +4, (t) ein normiertes Polynom iiber 
dem Kérper {2 (t), dessen Koeffizienten a; (t), wie wir stets voraussetzen 
wollen, Polynome in allen Unbestimmten sein sollen, und ist f (x, t*) dasjenige 
spezielle Polynom, welches aus f (x,t) durch die Spezialisierung t = t* mit 
t* aus K entsteht und welches ebenfalls keine mehrfache Wurzel haben soll, 
so kann man fiir jede Permutationsgruppe § sowohl fiir die Wurzeln 2,, 
Zq,.--+,.%, von f(z, t) als auch fiir die spezialisierten Wurzeln x}, x3,.... 
xz, von f (z, t*) solche ganzzahlige Polynome der Wurzeln angeben, welche 
zur Gruppe § gehéren. Man kann aber sogar fiir beide Polynome f (2, t) 
und f (x, ¢*) zugleich ein ganzzahliges Polynom » (2, 22, . . ., Z,) — und damit 
auch unendlich viele — angeben, so dab @ (x,,...,2,) und @ (27,..., 2%) 
gleichzeitig zur Gruppe 9 gehéren. Es gilt namlich der folgende 

1. Hilfssatz: ,,Ist f (x,t) ein Polynom iiber dem Kérper Q(t) mit den 
Wurzeln 2,, x,,..., Z,, ¢* ein spezieller Wert aus K, f (x, t*) das durch die 
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Spezialisierung t = t* aus f (x,t) entstehende Polynom mit den verschie- 
denen Wurzeln zf,..., 2, und § eine Permutationsgruppe von n Elementen, 
so gibt es stets mindestens ein ganzzahliges Polynom Y (2, -- +, %Z), so dab 
sowohl @ (z,,..., 2,) als auch » (2j,.... 2%) zur Gruppe 9 gehéren“. 

Beweis: Sind a, ...,%, irgendwelche ~ verschiedene Werte und %,,.. ., u,, 
Unbestimmte, so gehért das lineare Polynom 1, = u, a, +--+ + U, 4, 
zum Kinheitselement Z der Gruppe %. Ubt man auf J, alle Permutationen 
der Gruppe § aus, so sind alle so entstehenden linearen Polynome l,,..., l, 
alle zu je zweien verschieden und das Polynom @ (z) = (z — 1) -----(z — ) 
ist ein Polynom der «; und der n + 1 Unbestimmten u,, ..., u, und z, welches 
zu % gehdért. Denn jede zu § gehérende Permutation vertauscht nur die 
Wurzeln von @ (z), waihrend alle nicht zu § gehérenden Permutationen @ (z) 
in davon verschiedene Polynome ®, (z), MD, (z), . . .. @;(z) tiberfiihren, wobei j 
bekanntlich der Index von § unter der G,, bedeutet. Die bisherige Uberlegung 
gilt fiir jedes System von m verschiedenen GréBen «,..., «,3 die besondere 
Natur der Gréfen «; wird in keiner Weise benutzt. Spezialisiert man nun 
die u,,...,u, und z ganzzahlig, so daf alle spezialisierten 1, .. ., 1, und alle 
@ (z), D, (z), ...,@;(z) noch immer voneinander verschieden sind, so geht 
das zwar auf unendlich viele Weisen, aber eine solche zulassige Spezialisierung 
t,,...,%,, 2 hangt selbstverstandlich von den gegebenen GréBen a, %, .. ., &» 
ab, so daB eine solche Spezialisierung nicht zugleich fiir ein anderes System 
B,, Ba, .--» B, zulassig zu sein braucht. 

Sei nun @,, ..., %,, Z ein fir das System der Wurzeln von f (z, t*) zulassige 
Spezialisierung der u; und z und werde das so spezialisierte Polynom mit 
@* (z) bezeichnet, so sind alle [f, If, . . ., if voneinander verschieden und @* (z) 


ist von M$ (z),..., Of (z) verschieden, sc daB alle zu je zweien verschieden 
sind. Ersetzt man nun in /f,...,]% und in @* (z),..., Of (z) die Wurzeln 
xf,..., 2% durch die allgemeinen Wurzeln 2,,..., 2,, so sind immer noch 


alle l,,...,1, und alle ®,®,,...,®; voneinander verschieden, da jede Gleich- 
heit bei der Spezialisierung x; = 27 in eine Gleichheit tibergehen miBte, ent- 
gegen der Konstruktion von ®* (z). Damit ist bewiesen, daB es eine ganz- 
zahlige Spezialisierung @,,...,%,,2Z gibt, so daB zugleich fir 2,,..., 2, und 
xj,..., & das Polynom @ (z) zu § gehdért. 

Fiir die folgenden Untersuchungen soll eine andere Charakterisierung der 
Galoisschen Gruppe eines Polynoms f (x) tiber einem beliebigen Grundkérper 2 
benutzt werden, die bei den kommenden Uberlegungen gewisse Vorteile 
bietet. 


2. Satz: { (x) =0 sei eine Gleichung itiber dem Grundkérper 2 mit den 
verschiedenen Wurzeln ,..., «, und § eine Permutationsgruppe von n Ele- 
menten mit folgenden beiden Eigenschaften: 

1. Ein zu § gehérendes Polynom gy (m%,...,%,) mit Koeffizienten aus {2 
hat einen Wert, der in 22 liegt. 

2. Ein Polynom y (a,...,,), welches zu einer echten Untergruppe Ul von 9 
gehért, hat einen Wert, der nicht in Q liegt. 

Dann ist § die Galoissche Gruppe von f (x) tiber dem Grundkérper 2. 

Beweis: Die Ubereinstimmung dieser durch die beiden Eigenschaften 1) 
und 2) definierten Gruppe § mit der als Automorphismengruppe des Wurzel- 
kérpers definierten Galoisschen Gruppe, die auch als der Inbegriff aller Per- 
mutationen erklart wird, die auf alle richtigen Relationen der Wurzeln mit 
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Koeffizienten aus {2 anwendbar sind, ist leicht zu zeigen. Sei namlich © 
lieser Inbegriff und ist a der Wert aus {, den das in Eigenschaft 1 der Defi- 


iition angegebene Polynom @ (%,...,%,) annimmt, so mul die Relation 
Le . a 0, die ja Koeffizienten aus {2 hat, alle Permutationen 
on @ gestatten. @ (a,,...,%,) —@ =O gestattet aber alle und nur die Per 


nutationen von § nach Voraussetzung. Also ist & eine Untergruppe von §. 


Aber eine echte Untergruppe von § kann @ nicht sein; denn dann gestattet 


ein Polynom wy (a,...,%,), welches zu & als echter Untergruppe von § ge- 
16rt, alle Automorphismen des Wurzelkérpers, muff demnach einen Wert 
iaben, der zu {2 gebért. Das aber steht in Widerspruch zu Eigenschaft 2 
ler Definition. Also folgt @ D 


\us diesem Beweis folgt ein Satz, der noch besonders formuliert werden soll 


) ein Polynom der Wurzeln von f (x) mit Koeffi- 
ienten aus 22, welches zu einer Gruppe § gehért, und ist der Wert von  (a;) 
n Wert aus Q, so ist die Galoissche Gruppe von f (x) tiber £2 entweder 


der eine Untergruy pe von %. Nach diesen Vorbereitungen wenden wir uns 


3. Satz: Ist p (%, ~ a 


, 


vieder den normierten Gleichungen f (2, t) 0 aiber 2 (t) zu und den daraus 


lurch zulassige Spezialisierungen ¢t — ¢* mit ¢* aus K entstehenden Gleichungen 


i (x, t* 0. Zulassig heibt- dabei « 


ne Spezialisierung, wenn die spezielle 


Gleichung sinnvoll bleibt, also keine Nenner verschwinden. Der Vollstandig 


eit halbe yringen wir zundchst den bekannten 


4. Sat (x, t) 0 habe iiber 22 (t) die Galoissche Gruppe @. Dann hat 
lie spezielle Gleichung f (2, ¢* 0 mit ¢* aus K entweder @ oder eine Unter 
zyruppe von & als Galoissche ippe iiber 22. 

Beweis: @ (2, x,) sei ein solches Polynom der Wurzeln 2,,. z,. das 
iach dem Hilfssatz zugleich fiir die Wurzeln 2,,. x, und die speziellen 
Wurzeln 27 r* zur Gruppe & gehért. Dann hat  (2,..., 2,), da © nach 
Voraussetzung die Galoissche Gruppe von f (2, ¢) =@ ist, einen Wert aus 
Q (t), der sogar zum Integrititsbereich Q [t] gehdrt, also ein Polynom von t 

Koeffizienten aus {2 ist. Setzt man jetzt ft i* mit #* aus K, so wird 
p (xj, r*) ein Wert aus 22, woraus nach Satz 1 entweder © oder eine 
Untergruppe von % als Galoissche Gruppe iiber Q2 folgt. 

Wichtiger ist der nun folgende Satz, der iiber die Gruppe einer speziellen 
Gleichung f (2, t*) 0 Aussagen gestattet, wenn man nur eine Voraussetzung 

ber die Zugehdorigkeit eines beliebigen Polynoms @ (2, - - +» Zp) also eines 
ht notwendig ganzzahligen Polynoms zu einer Untergruppe macht. 

). Satz: Die Gruppe von f (2, t) 0 tiber Q(t) sei wieder @. Wenn 
lann ein Polynom @ (%,,..., %,) der Wurzeln 2,,..., 2, mit Koeffizienten 
us Q [t], das zu einer echten Untergruppe § von © gehért, fiir die Speziali- 

erung t t* mit ¢* aus K einen Wert a aus 2 annimmt, so ist die Galois 


Gru] pe von fiz {*) O tiber Ler ntweder bY) ode r eine Untergruppe von . 


Beweis @ (2%, -- +> La) gehoére zur Gruppe . Der Wert von gq (Se Tp) 
st nach Voraussetzung kein Wert aus {2 [t]. Wird jetzt t t* mit ?* aus K 
gesetzt, so hat m(2j,..., 2) den Wert aaus £2 und die Beziehung 9 (27, ...; s.) 

a 0 gestattet sicher die Permutationen von §, kann aber mehr Per 


mutationen als § zulassen. Nun konstruiere man wieder nach dem Hilfs- 
satz ein ganzzahliges Polynom y (2,.. ., t,), so da sowohl yp (2,..., : t,) als 


auch yp (27, x%) zu § gehéren. Nach dem‘Satz von LAGRANGE wird py 











n 
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eine ganz rationale Funktion von @ mit Koeffizienten aus Q [t]. Also wird 


fiir ¢ = ¢* auch y (27, ..., 2) ein Polynom von (27, ..., : rn) mit Koeffizienten 
sus £2. Nach Voraussetzung hat » (2zj,..., 2%) einen Wert aus £2. Also wird 
auch wy (a7,..., 2) ein Wert aus 2. Da aber y (27,.... : ry) zu § gehort, 


nach Satz 3 die Galoissche Gruppe von f (x. t*) iiber 2 entweder 9 oder 
ne | ntergruppe von H 


Satz 5 l4Bt sich in gewissen Fallen weiter verscharfen zu einer genauen 


\ussage iiber die Gruppe von f (x. {*) 0. Das geschieht durch folgenden 
Satz: Die Gruppe von f (2, t) = 0 iiber Q (t) sei G Wenn dann ein 
-olynom der Wurzeln x, r,, das zur Untergruppe 9 gehort, fiir t t* 
K einen Wert a aus 2 annimmt, dagegen jedes Polynom y (a,..., 4 L,,) 
elches zu einer echten Untergruppe von § gehdrt, fiir / t* einen nicht zu 2 
gen Wert annimmt, so ist § die Galoissche Gruppe von f (2, t*) 0 

ib 2) 

Beu Wie im vorigen Beweis folgt. da lie Galoissche Gruppe tibet Q2 
fiir ¢ t* wieder § oder eine Untergruppe von § ist. Eine echte Unter- 
gruppe von § als Galoissche Gruppe verst ber gegen die zweite Bedingung 
inserer Voraussetzung, womit alles bewiesen ist. 

Es ist klar, da man auch in alla meinen F ille n ein venaue Aussi re iibe 
lie Galoissche Gruppe machen kann, wen: n noch geeignete Voraussetzungen 
iber die Werte bei ft t* von gewissen Polynomen y (2,,..., %,), die zu 
Untergruppe von § gehodren. hinzufiig Das soll nicht mehr ausgefiihrt 
verde} 


In diesem Paragraphen ist der Kérper K. aus dem die Spezialisierungen 


nom! N tets der komplexe Kérper P, also £2 ein durch Adjunktior 

o Unbestir en ft, ,£, zu P entstandener Oberkérper. Dabei sei 

tets 9 > 1, so dafs 2 mindestens eine Unbestimmte t enthalt. Diesem K6érpe1 

(2 r t,) de eine neue Unbestimmte y adjungiert, also der Kérper 

C2) (y) bildet. Nun sei F (a; y, t,, t) ein normiertes Polynom maz 

; 

yt 1) a: (y.t t) 2 a, (y, ty. t.) 

m die a t t) Polynome in y,t. t, mit komplexen Koeffi 

l 1d VW te! f il¢ Vor isset I vema ht, das F (x; y, t,, t,) 

ibe KOT r ty t nn Atte Spezialisie1 ma jet eine 

ler Un timmten komplex z. B. y, set | y y* mit y* aus P, so kann 

man die Frage stellen, wann die spezialisierten Gleichungen im K6rper 

P (t, t,) einen Affekt erhalten und insbesondere, wann es unendlich viele 
ymplexe y* gibt, fiir die F (x, y*,t,,...,t,) einen Affekt bekommt 


Eine Antwort auf diese Frage gibt schon der bekannte von Emmy NOETHER 


uerst bewiesene Satz iiber absolute Irreduzibilitat, der aussagt, dali eine 


in P (y,t, ..t,) irreduzible Gleichung f (x; y, t,..., t, 0 entweder fir 
fast alle komplexen y*, also fiir alle bis auf endlich viele Ausnahmen irre- 


duzibel bleibt, oder fiir fast alle reduzibel wird. Wenn also fiir unendlich 
ele y* Reduzibilitaét eintritt, dann geschieht das fiir alle komplexen y* bis 


£ ] } . ] 


2uf end! ele Ausnahmen. Aus diesem Satz tiber absolute Irreduzibilitat 
folgt bei Anwendung auf die Galoissche Res nte, daB F (z; y, t,,.. ..t,) =O 
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fiir fast alle komplexen y* entweder ohne Affekt ist oder fir fast alle kom- 
plexen y* einen Affekt erhalt. Es wird aber nichts dariiber ausgesagt, welche 
Untergruppen der ©, im Falle der Reduktion als Galoissche Gruppen auf- 
treten, noch auch was wichtiger ist, ob eine oder mehrere Untergruppen zu- 
gleich fiir je unendlich viele y* vorkommen. Man kann daher die Frage stellen, 
auf welche Weise sich fast alle komplexen y* auf die Untergruppen der 6, 
verteilen. Im folgenden werde ich nun einen Satz beweisen, der darauf eine 
erschépfende Antwort gibt, der also eine Verschirfung des Satzes iiber ab- 
solute Irreduzibilitat bedeutet. 

Zunichst sollen jedoch noch einige allgemeine Vorbemerkungen gemacht 
werden, die sich auf die Reihenentwicklung der Wurzeln 2; beziehen. Wenn 
eine Gleichung f (x,t) = 0 mit nur zwei Veranderlichen vorliegt, so gibt es 
eine von PuIseux stammende funktionentheoretische Herleitung fiir die 
Potenzreihenentwicklung der Wurzeln x; nach ganzen oder gebrochenen Po- 
tenzen von t oder t —- «, aus der die Konvergenz der Reihe in einem gewissen 
Bereich gefolgert werden kann. Speziell kann man die Wurzeln auch in der 
Umgebung des Punktes  entwickeln, d. h., sie darstellen als Potenzreihen 

1 
von bzw. (,)"> wobei héchstens endlich viele negative Potenzen von 
l ' ! 
ly 


] > . P pa 
baw. | : also héchstens endlich viele positive Potenzen von t bzw. ¢» 


auftreten kénnen. Nur diese Entwicklung im Punkte 2 werden wir von 
jetzt ab betrachten. Diese Herleitung verdeckt jedoch die Tatsache, dab 
es sich bei den Reihenentwicklungen um eine rein algebraische Angelegenheit 
handelt. Es gilt namlich der von Ostrowski stammende und fiir beliebige 
Grundkérper der Charakteristik Null bewiesene Satz, daB jedes Polynom 

F (x,t) = 2"+ A, (t)2®—1 4... +A; (t)av—i +... +A, (0). 


dessen Koeffizienten A; (t) Potenzreihen in ¢ mit nur endlich vielen negativen 
Potenzen sind, vollstandig in Linearfaktoren: 


F (x,t) =(x— P,) (x — P,)- - -(x— P,) 


zerfallt, wobei die P; nach einer geeigneten gebrochenen Potenz von ¢ 
fortschreitende Potenzreihen sind. Diese Potenzreihen geniigen formal der 
gegebenen Gleichung; die Konvergenz bleibt dabei auBer Betracht und ist 
vom algebraischen Standpunkt aus uninteressant. Dieser Satz gilt, welche 
Koeffizienten auch in den A; (t) bei den Potenzen von t auftreten, so lange sie 
nur einem Kérper der Charakteristik Null angehéren. Es kénnen also diese 
Koeffizienten in den A; (t) noch andere Unbestimmte enthalten, ein Fall, 
der in unseren Untersuchungen stets eintritt. 

Der Kérper der Koeffizienten der Potenzreihen A; (t) sei nun A genannt. 
Fiir die Koeffizienten in jedem der P; folgt, daB sie einem Kérper angehéren 
miissen, der relativ aigebraisch iiber dem Korper A liegt. Denn das Einsetzen 
der P; in die gegebene Gleichung ergibt fiir die Koeffizienten der P; algebrai- 
sche Gleichungen mit Koeffizienten aus 4. Es kann sein, dai dieser relativ 
algebraische Kérper tiber 4 mit A iibereinstimmt, wenn z. B. A algebraisch 
abgeschlossen ist. Dieser Fall tritt immer ein, wenn eine Gleichung f (x, t) = 0 
mit nur zwei Unbestimmten und komplexen Koeffizienten vorliegt. 

Allgemein gilt jedenfalls, daB der engste Kérper, der alle Koeffizienten 
einer Reihenentwicklung P; umfaBt, ein relativ algebraischer Koérper tiber 
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1 von endlichem Grade ist, wobei der Relativgrad den Grad n der Gleichung 
F (x,t) =0 nicht itibersteigen kann. Das folgt aus der von HENSEL und 
LANDSBERG bewiesenen Tatsache, dal} jede Reihenentwicklung in einen irre- 
guliren und einen regulaéren Teil aufspaltbar ist, wobei der irregulire Teil 
nur aus endlich vielen Gliedern besteht, wahrend der iibrige regulare Teil 
Koeffizienten hat, die demjenigen Kérper angehéren, der durch die endlich 
vielen Koeffizienten des reguliren Teiles bestimmt ist. Da aber jeder Koeffi- 
zient des irreguliren Teiles einer algebraischen Gleichung iiber A geniigt 
und endlich viele algebraische Elemente von endlichem Grad iiber A ebenfalls 
nach dem hier giiltigen Satz vom primitiven Element einen algebraischen 
Kérper endlichen Grades tiber A bestimmen, da ferner alle Beweismethoden 
auf die Natur der Koeffizienten nicht eingehen, vielmehr allein die Tatsache 
benutzen, dafs die Koeffizienten einem Kérper angehéren, ergibt sich die 
Ubertragbarkeit dieser Satze auf Reihen mit beliebigen Koeffizienten. Fir den 
Fall zweier Unbestimmten hat’ schon RuNGE diesen Satz bewiesen. Daraus 
folgt in Anwendung auf unsere Ausgangsgleichung F (x; y, ¢,,...,t,) = 0. 
daB diese Gleichung eine Wurzel x, hat, die sich im Punkte oo nach einer ge- 
eigneten gebrochenen Potenz von z. B. t, entwickeln l48t und deren Entwick- 
lungskoeffizienten einem endlichen algebraischen Erweiterungsk6rper von end- 


lichem Grade itiber dem Korper P (y, é,,...,¢,) angehéren. Es gibt also eine 
erzeugende algebraische Funktion 4 von y,ts,...,t,, so daB alle Entwicklungs- 
koeffizienten der Reihe Polynome in » mit rationalen Funktionen von y, 
t.,...,t, als Koeffizienten sind. Ersetzt man 7 durch die algebraisch kon- 
jugierten Funktionen beziiglich P (y,t,,....t,), so erhalt man aus 2, neue 
1 * 
Wurzeln 2, x,.... Dasselbe findet statt, wenn man das Radikal . }* dureh 
1 

1\. ae ; 
é “a, |)" ersetzt, wobei unter ¢ eine v-te Einheitswurzel verstanden wird. Die 
aus x, so entstehenden Wurzeln z,, z,,... heiBen adjungierte Wurzeln oder 


auch ein System adjungierter Wurzeln. Alle n-Wurzeln zerfallen im all- 
gemeinen in mehrere Systeme adjungierter Wurzeln. 

Wir wollen uns jetzt auf Gleichungen mit drei Unbestimmten f (x; y,t) =0 
beschrianken, da fiir. mehr als drei Unbestimmte sich alles ohne prinzipielle 
Schwierigkeiten iibertragen laBt. Eine solche in P (y, t) als irreduzibel vor- 


ausgesetzte Gleichung laBt sich also im Punkte co formal in eine Reihe nach 
1 


{1 , , ‘ . . , . 
Potenzen von : }” entwickeln, und die Reihe besitzt Entwicklungskoeffi- 


zienten, die einem algebraischen Kérper von endlichem Grade tber P (y) 
angehoren. 

Nach diesen allgemeinen Vorbemerkungen lautet die angekiindigte Ver- 
scharfung des Satzes iiber absolute Irreduzibilitat, die von mir als Satz tiber 
absolute Reduktion bezeichnet werden soll und speziell fiir drei Unbestimmte 
formuliert wird, 


7. Satz iiber absolute Reduktion: Hat eine in P (y, t) irreduzible Gleichung 
f(x; y,t) =0 tiber P(y,t) die Galoissche Gruppe @, so ist fir fast alle 
komplexen y* entweder @ oder aber eine einzige Untergruppe § von © die 
Galoissche Gruppe von f(z; y, t) = 0 tiber P(t). Diese Untergruppe 9 liegt 
invariant unter @. 
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Beweis: Man adjungiere zu P (y, t) den algebraisch abgeschlossenen Kérper 
A (y) aller algebraischen Funktionen von y allein. Der Durchschnitt von 
A (y) mit dem Wurzelkérper von f (x; y, t) =0 ist ein Unterkérper des Wurzel- 
kérpers, der nach dem Fundamentalsatz der Galoisschen Theorie zu einer 
bestimmten Untergruppe § von © gehért. Ist nun p(2,..., 2) ein zu © 
gehériges Polynom der Wurzeln mit Koeffizienten aus P (y, t), welches in 
t — was man ohne Beschrankung der Allgemeinheit stets annehmen kann — 
nicht identisch verschwindet, so wird g (2,,..., %,) ein Polynom in ¢ mit 
Koeffizienten, die zu A (y) gehéren. AuBerdem ist eiti Polynom der 2, ... ,, 
welches zu einer Untergruppe von § gehdért, wegen der algebraischen Ab- 
geschlossenheit von A (y), kein Polynom in ¢t. Spezialisiert man jetzt y = y* 
beliebig komplex, so wird  (2f,..., 7%) ein Polynom in ¢t mit komplexen 
Koeffizienten, gehért also dem spezialisierten Kérper P (y*,t) = P(t) an 
und kann héchstens fiir endlich viele Ausnahmewerte y* identisch in ¢ ver- 
schwinden. Daher ist nach Satz 3 die Galoissche Gruppe von f (x; y*,t) =0 
iiber P (t) fiir alle y* bis auf endlich viele Ausnahmen entweder § oder aber 
eine Untergruppe von §. Eine echte Untergruppe von § als Galoissche Gruppe 
kann aber héchstens fiir endlich viele Ausnahmewerte eintreten; denn ein 
zur Untergruppe gehérendes Polynom der 2,,..., 2, enthalt in der Reihen- 
entwicklung nach ¢ mindestens eine negative oder gebrochene Potenz von ¢, 
deren Koeffizient als algebraische Funktion von y héchstens endlich oft ver- 
schwinden kann. Es folgt daraus, dai § auch definiert werden kann als der 
Durchschnitt aller derjenigen Untergruppen von G, deren zugehérige Polynome 
@ (%,,--., Z,) Polynome in ¢ sind. 

fst umgekehrt & eine Untergruppe von &, auf die sich f (x; y,t) =0 
liber P (t) fir unendlich viele komplexe y* reduziert, so mu8 ein zu & gehéren- 
des Polynom yw (2, ..-, Z,) selbst ein Polynom in ¢ sein, da Koeffizienten bei 
negativen oder gebrochenen Potenzen von t héchstens endlich oft verschwinden 
kénnen. Also muB & Obergruppe von § sein. Aber es muB sogar R = 
sein; denn andernfalls miiSte, wenn y* irgendein beliebiger Wert aus der 
unendlichen Menge der y* ist, fiir die eine Reduktion auf & eintritt, das Po- 
lynom y (2zf,.., 2%) ein Polynom in ¢t sein, jedoch jedes Polynom der speziali- 
sierten Wurzeln, das zu einer Untergruppe von & gehért, kein Polynom in t 
sein. Das aber steht im Widerspruch damit, da8 ein nach dem Hilfssatz ge- 
eignet gewahltes Polynom 9 (zf, . . ., xi), welches zu der dann echten Unter- 
gruppe § von & gehdrt, ebenfalls ein Polynom in ¢ ist. Damit ist der erste 
Teil des Satzes bewiesen; der die eindeutige Bestimmtheit der reduzierten 
Gruppe behauptet. 

Die Invarianz der Untergruppe § unter & ist nun leicht zu zeigen. Denn 
der Kérper A (y) ist ebenso wie der Wurzelkérper von f (x; y, t) = 0 normal 
iiber dem Grundkérper P (y, t) und daher ist auch der Durchschnitt beider 
Kérper normal iiber dem Grundkérper. Der Aufstieg vom Grundkérper zu 
einem Normalkérper ist aber gruppentheoretisch gleichbedeutend mit dem 
Abstieg von & zu einer invarianten Untergruppe. § liegt also invariant in @. 


Nach diesem Satz kann es also nicht sein, daB f (x; y*,t) = 0 fiir unendlich 
viele y* eine Reduktion auf eine invariante Untergruppe §, und fiir weitere 
unendlich viele komplexe y* eine Reduktion auf eine andere invariante Unter- 
gruppe §, erfahren kann. Als Folgerung ergibt sich ein wichtiger Satz, det 
wegen seiner haufigen Anwendbarkeit als Hauptsatz bezeichnet werden soll. 
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8. Hauwptsatz: Ist f(x; y,t) =O vom Grade n> 4 iiber P(y,t) ohne 
Affekt; so ist f (x; y*,t) = 0 tiber P(t) fir fast alle komplexen y* entweder 
ebenfalls ohne Affekt oder alternierend, oder aber f (x; y*,t) zerfallt in P (t) 
in Linearfaktoren. 

Der Beweis folgt sofort aus der Tatsache, daB die ©, fir n>4 nur die 
alternierende Gruppe oder £ als invariante Untergruppe enthalt. Fir n = 4 
kann noch die Vierergruppe unendlich oft vorkommen. 

Eine hinreichende Bedingung dafiir, daf der in Satz 8 angegebene Fall 
der Zerfaéllung in Linearfaktoren fiir fast alle y* nicht eintreten kann, ist z. B. 
die Nichtexistenz eines Polynoms in ¢t, das Wurzel von f (x; y, t) = 0 ist. 
Wann das der Fall ist, ist schwer zu entscheiden. Es gibt aber einen einfachen 
Spezialfall, fiir den das sicher zutrifft. Das zeigt der folgende 


9. Satz: f (x; y,t) =0 vom Grade n > 4 sei in P (y,t) ohne Affekt und 
der héchste Grad von ¢ stecke nicht in dem von 2 freien Glied. Dann hat 
f (x; y*,t) =O in P (t) fir fast alle y* entweder die alternierende oder symmetri- 
sche Gruppe als Galoissche Gruppe. 

Beweis: Wenn eine Gleichung f (xz; y,¢) = 0 fiir fast alle y* linear in 
P (t) zerfalit, miissen alle Wurzeln z,,..., 2, Polynome in ¢ sein, woraus 
folgen wiirde, da das von 2 freie Glied in f (x; y, t) = 0 als Produkt aller 
Wurzeln x; als Polynom in ¢ einen nicht niedrigeren Grad in ¢t haben kann als 
jeder andere Koeffizient von x. Dann aber kénnen fiir § nur noch die Y, 
oder ©, in Frage kommen, .womit der Satz bewiesen ist. 

Einige Folgerungen aus Satz 9, die spiter oft Verwendung finden, be- 
ziehen sich auf die Méglichkeit der Reduzibilitat von f (x; y, t) = 0 fiir un- 
endlich viele y*. So ergibt sich 


10. Satz: Ist f (x; y,t) =90 iiber P (y, t) ohne Affekt und steckt der héchste 
Grad von t nicht in dem von 2 freien Glied, so wird f (x; y*, t) = 0 in P (t) 
héchstens fiir endlich viele komplexe y* reduzibel. 

Noch allgemeiner gilt 


11. Satz: Ist f(x; y,t) = 0 tber P(y,t) primitiv und steckt der héchste 
Grad von ¢ nicht in dem von 2 freien Glied, so wird f(x; y*,t) = 0 in P (t) 
héchstens fiir endlich viele komplexe y* reduzibel. 

Der Beweis fiir beide Saitze ergibt sich daraus, daB die einzige intransitive 
und invariante Untergruppe Z ist. Eine Reduzibilitét fir unendlich viele 
y* kénnte daher nur durch Zerfallen in Linearfaktoren zustande kommen, 
was mit der Gradbedingung fiir t wegen Satz 9 im Widerspruch steht. 


Die oben angegebenen Satze 9 und 10 haben zum Ziel, den einen der drei 
méglichen Fille S,, &, und £ im Hauptsatz auszuschlieBen. Satz 9 gibt eine 
hinreichende Bedingung, die aber keineswegs notwendig ist, fiir den Aus- 
schluB8 des dritten Falles. Wir wollen uns mit der Frage befassen, ob und 
wann cine Entscheidung zwischen den beiden ersten Fallen herbeigefihrt 
werden kann. Eine notwendige und hinreichende Bedingung dafir, dal die 
Gruppe von f (x; y, t) = 0 fiir unendlich viele y* und damit fiir fast alle y* 
reduziert wird, ist, daB die Diskriminante D (y, t) der Gleichung f (x; y, t) = 0 
nach x das Quadrat eines Polynoms in ¢ oder auch | D(y,t) ein Polynom in t 
ist. Dabei ist diese Bedingung bei n > 4 sowohl fir die beiden Falle der Re- 
duktion auf YU, oder E als auch bei n = 4 fiir die dann méglichen drei Fille 
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der Reduktion auf &,, 8, oder £ zugleich giltig. B, soll hier die Vierergruppe 
sein, die bekanntlich in der ©, invariant liegt. 

Um das zu zeigen, nehme man zunichst die Existenz unendlich vieler y* 
an, fiir die eine Reduktion der Gruppe eintritt. Die echte Untergruppe, auf 
die f (x; y, t) = 0 fiir diese y* reduziert wird, sei allgemein mit § bezeichnet. 
Dann ist jedes Polynom p (2,, .. ., 2,) der Wurzeln von f (x; y. t) = 0, welches 
zu § gehdrt, selbst ein Polynom in ¢. Um so mehr ist jedes Polynom der 
Wurzeln, welches zu einer Obergruppe von § gehért, ebenfalls ein Polynom 
in t. Da aber in allen Fallen § stets Untergruppe der &, ist und |) D (y, t) 
ein Polynom der Wurzeln ist, welches zu Y, gehdrt, muB |/ D(y, t) ein Poly- 
nom in ¢ sein. Ist umgekehrt | D (y,t) ein Polynom in ¢t, so reduziert sich 
fiir fast alle y* die Gleichung f (z; y, t) = 0 nach Satz 5 mindestens auf die 
alternierende Gruppe, womit der Beweis erbracht ist. 

Es ist klar, daB im allgemeinen die Diskriminante D(y,t) nicht das Quadrat 
eines Polynoms in t sein wird. Diese Bedingung bedeutet vielmehr eine starke 
Einschrankung fiir die gegebene Gleichung. Wir gehen im folgenden noch 
etwas genauer auf den Aufbau von D (y, t) ein, falls die obige Bedingung zu- 
trifft. Wir zeigen namlich den 


12. Satz: Dann und nur dann ist | D (y, t) ein Polynom in t, wenn die Dis- 
kriminante sich in der Form schreiben laBt: 


D (y, t)} = d(y) -{D (y, OF, 


wobei d (y) ein Polynom von y allein ohne quadratischen Faktor und D (y, t) 
ein Polynom von y und ¢t mit komplexen Koeffizienten ist. Eine Zerlegung 
mit diesen beiden Eigenschaften ist eindeutig bestimmt. 


Beweis: D(y,t) ist als ganzzahliges Polynom der Koeffizienten a; von 
f (x) ein Polynom von y und ¢ mit komplexen Koeffizienten. Eine mégliche 
Zerlegung der verlangten Art ist also nach dem verallgemeinerten GauB- 
schen Satz im Integritatsbereich der Polynome von y und t mit Koeffizienten 
aus P gegeben, wenn es schon im Kérper P (y,.4) eine solche Zerlegung gibt. 
Wegen der Affektlosigkeit von f (x; y,t) =90 tiber P(y,t) ist die rein qua- 
dratische Gleichung z? — D(y,t) = 0in P (y,t) irreduzibel, muB jedoch nach 
Voraussetzung im Kérper A (y) (t) zerlegbar sein. Die beiden Wurzeln z, und z, 
sind Polynome in ¢t, und die Koeffizienten sind nach den Vorbemerkungen 
algebraische Funktionen zweiten Grades in y, und zwar wegen der Affekt- 
losigkeit von f (x; y,t) = 90 in P(y,t) genau vom zweiten Grade. Sei jetzt 
7) | d(y) eine erzeugende Gréfe des Funktionenkérpers von y, dem die 
Koeffizienten von ¢ in z, und z, angehéren, so haben die beiden Wurzeln die 
Gestalt 


4 (To + Tom) tl? + (ry +7, m) te! +--+ +(r, 4 r,@), 
26 (To + 7) w’) t? + (ry +7, ’) t? P4..-+(r +7, ow’), 
wobei w’ @ zu setzen ist, d(y) keine mehrfachen Wurzeln hat und 
r;(y) bzw. 7; (y) Polynome in y mit komplexen Koeffizienten sind. Wegen 
z, +2, =0 folgt daraus z,=q@ D(y,t) und z, w D(y,t), wobei D (y, t) 
> 


ein Polynom in beiden Verinderlichen y und ¢ ist. Daraus folgt aber sofort 
D (y, t) = d(y) D (y, t)?. Das Umgekehrte ist trivial. 
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Die Eindeutigkeit einer solchen Zerlegung ergibt sich sofort. Ware neben 
d (y) D (y, t)? noch d, (y) D, (y, t)? eine zweite Zerlegung, so miiBte jedes Prim- 
polynom von d (y), da es auf beiden Seiten immer nur in ungrader Potenz 
vorkommen kann, auch Teiler von d, (y) und umgekehrt jedes Primpolynom 
von d, (y) auch Teiler von d (y) sein. d (y) und d, (y) unterscheiden sich also 
hdchstens um einen konstanten Faktor, den man als 1 annehmen kann. Dann 
aber sind auch D (y, t)? und D, (y, t)? eindeutig festgelegt. Damit ist der 
Satz in allen seinen Teilen bewiesen. 

FaBt man diese Uberlegungen zusammen, so ]a4Bt sich der folgende Satz 
formulieren 


13. ‘lauptsatz: Eine in P (y,t) affektlose Gleichung f (x; y,t) = 0 erfahrt 
dann und nur dann fiir unendlich viele komplexe y* und damit fiir fast alle 
komplexen y* eine Reduktion der Galoisschen Gruppe, wenn die Diskriminante 
von f(x; y, t) = 9 sich in P [y, t] in ein Produkt von folgender Form auf- 
spalten JaBt: 

D (y, t) =d (y) - D (y, t? , 
wobei d (y) ein Polynom von y ohne quadratischen Faktor und D (y, t) ein 
Polynom in y und ¢ ist. 

Weiter gilt 

14. Satz: Eine in P(y,t) affektlose Gleichung f (x; y, t) =0 ist siches 
dann fiir fast alle komplexen y* in P (t) eine alternierende Gleichung, wenn 

1. die Diskriminante die Form hat 

D (y, t) =d (y) - D(y, t), 
wobei d(y) ein Polynom von y ohne quadratischen Faktor ist, 

2. der héchste Grad von t nicht in dem von 2 freien Glied der Gleichung 
steckt. 

Die in den beiden Satzen 13 und 14 angegebene Struktur der Diskrimi- 
nante wird dann und nur dann eintreten, wenn f (x; y, t) = 0 durch Adjunktion 
einer algebraischen Funktion von y allein eine Reduktion erfahrt. Geniigt 
aber eine algebraische Funktion von y nicht, um eine Reduktion zu bewirken. 
mu man also eine algebraische, nicht rationale Funktion t, oder im allge- 
meinen eine algebraische Funktion von beiden Unbestimmten y und ¢ ad- 
jungieren, um die Gruppe zt: reduzieren, so kann es héchstens endlich viek 
komplexe y* geben, fiir die f(x; y*,t) = 0 iiber P (t) einen Affekt hat. 


§ 3. 
Wir wollen uns nun dem eigentlichen Thema der Untersuchungen zuwenden. 
Im Gegensatz zu §1, in dem beliebige Zahlenkérper K, und zu § 2, in dem 
der komplexe Kérper P in der Hauptsache fir die Spezialisierungen verwendet 
wurde, sollen jetzt die Gleichungen ganze rationale Zahlen als Koeffizienten 
besitzen, also als Grundkoérper K stets der rationale Zahlenkérper P genommen 
werden. Es handelt sich somit um Gleichungen von x der Form 


f(a; y,t) = a2" +a, (y,t)a®—-1+---+a;,(y,t) e®—-'+---+a,(y,t) =9, 


bei denen die a; (y, t) ganzzahlige Polynome von y und ¢ sind. Weiter wird 
dabei fiir den ganzen ersten Teil vorausgesetzt, da f (x; y, t) = 0 im K6rper 
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P (y,t) ohne Affekt ist, eine Voraussetzung, die sehr schwach ist, wie im 
zweiten Teil der Arbeit gezeigt werden wird. Gefragt wird nun nach der 
Gruppe der Gleichung, wenn y ganz rational spezialisiert wird. Nach HILBERT 
gibt es stets unendlich viele ganze y**, so daB f (x; y**,t) = 0 itiber P(t) ohne 
Affekt bleibt und nach Dérce ist die Menge der ganzen y*,fiir die die Gruppe 
reduziert wird, eine diinne Menge, die aber sehr wohl unendlich viele Zahlen 
enthalten kann. Das Ziel der folgenden Untersuchung ist, die Alternative 
der Endlichkeit oder Unendlichkeit der diinnen Menge, wenn méglich, zur 
Entscheidung zu bringen. Ein erster Satz in dieser Richtung, der eine not- 
wendige Bedingung fiir unendlich oft auftretende Reduktion angibt, ist der 
folgende 


15. Satz: Eine in P (y, t) affektlose Gleichung f (x; y, 1) = 0 erhalt héchstens 
dann fiir unendlich viele ganze y* in P (t) einen Affekt, wenn die Diskrimi- 
nante als Produkt von folgender Form mit ganzrationalen Koeffizienten ge- 
schrieben werden kann: 


D(y,t) =d(y)- D(y, t)*, 


wobei d(y) ein Polynom von y ohne quadratischen Faktor und D(y,t)? das 
Quadrat eines Polynoms von y und t ist. 

Beweis: Gibt es unendlich viele ganze y* mit Affekt, so muB f (a; y,t) =0 
auch in P (t) fiir unendlich viele komplexe y reduziert werden. Nun sind zwei 
Moglichkeiten zu unterscheiden. Die Gleichung f(z; y,t) = 0 kann in P (y, t) 
selbst mit oder ohne Affekt sein. 

a) Ist f(z; y,t) =O mit Affekt in P (y,t), so reduziert die Adjunktion 
des komplexen Koérpers P die Gleichung auf eine invariante Untergruppe der 
S,, da der Durchschnitt des Wurzelkérpers mit P ein Normalkérper sein 
mu. Alle echten invarianten Untergruppen der G,, liegen aber in der Y,. 
Es mu demnach ein zur alternierenden Gruppe gehérendes Polynom der 
Wurzeln z;, also z. B. / D(y, t) ein Polynom in y und t mit komplexen Koeffi- 
zienten sein. D (y,t) wird damit das Quadrat eines Polynoms in beiden Un- 
bestimmten, darf aber keine rationalen Koeffizienten haben wegen der Affekt- 
losigkeit von f(z; y,t) =0 tber P(y,t). Daraus folgt, daB D(y,t) die Form 
hat: D (y, t) =d-D(y, t)*, wobei d eine ganze rationale quadratfreie Zahl 
ist, und D(y, t) ein Poly nom von y und ¢ mit ganzen rationalen Koeffizienten 
ist. Das ist aber die in der Behauptung verlangte Form der Diskriminante, 
wobei d (y) in diesem Falle die Unbestimmte y nicht mehr erhilt. 

b) Ist dagegen f (x; y,t) =0 auch in P(y,t) ohne Affekt, so muB8 nach 
dem Hauptsatz 13 fir D (y,t) eine Zerlegung D (y,t) = d(y) - D(y, t)? gelten. 
Diese Zerlegung gilt zunachst im Koérper P, d.h. die Koeffizienten von d (y) 
und D (y, t) sind komplexe Zahlen. Andererseits hat aber D (y, t) nach Voraus- 
setzung ganze rationale Koeffizienten. Die auf der rechten Seite der Zerlegung 
auftretenden Zahlen kénnen daher nur algebraische Zahlen sein, weil sie einem 
System von algebraischen Gleichungen mit rationalen Zahlenkoeffizienten 
geniigen miissen. Sei nun a eine erzeugende algebraische Zahl des Kérpers 
der Koeffizienten von d(y) und schreibt man, um das anzudeuten, d(y) = 

=d(y;«), so muB D (y, t) wegen seiner rationalen Koeffizienten auch .d (y; «’) 
enthalten, wenn «’ eine zu « konjugierte Zahl in Bezug auf P ist. Aus der 
dann folgenden Beziehung: 
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d(y; a) - D(y,t; a) =d(y; a’) - D(y,t; a’) 


folgt aber, da mit d(y; «) auch d(y; a’) keinen quadratischen Faktor enthalt, 
wegen der Eindeutigkeit einer solchen Zerlegung nach Satz 12 die Gleichung: 


d(y; a) =d(y; a’) =d(y; a”) =---=d(y;a®—) 


fiir alle zu « konjugierten Zahlen «’,«”’,...,a%—. Das heiBt aber d(y; a) 
besitzt rationale Koeffizienten. Es gibt dann eine Aquivalente Zerlegung, 
in der alle Koeffizienten ganz rationale Zahlen sind, womit der Satz bewiesen ist. 


Diese Bedingung ist jedoch nicht hinreichend fir die Reduktion der Gruppe 
fiir unendlich viele ganze y*. Es ist also hier anders als bei der Reduktion 
fiir unendlich viele komplexe y*, bei der diese Bedingung notwendig und 
hinreichend war. Die Existenz einer Menge von unendlich vielen komplexen 
y* und damit von fast allen komplexen y*, fiir die f (x;-y*,t) =0 in P(t) 
reduziert wird, zieht eben im allgemeinen nicht die Existenz von unendlich 
vielen ganzen y* nach sich, fir die f (x; y*,t) = 0 in P(t) reduziert wird. 
Das sieht man folgendermafen ein: 

Gilt die obige Zerlegung, so wird D(y,t) nur dann fiir unendlich viele 
ganze y* ein Quadrat in P(t), wenn die irreduzible quadratische Gleichung 
22 — d(y) = 0 fiir unendlich viele ganze y* in P zerfallt, was nach einem 
Satze von MorDELL bei allen Gleichungen z* — d(y) = 0 vom Geschlecht 
gréBer Null nicht der Fall ist, also bei allen d (y), deren Grad gréBer als 2 ist. 

Aber auch auf eine Reduktion fiir unendlich viele ganze y* auf eine Unter- 
gruppe §, die nicht Untergruppe der UY, ist, kann man nicht aus der Zerlegung 
der Diskriminante schlieBen. Hat z. B. f(z; y,t) =0 einen von z freien 
Koeffizienten, der nicht den héchsten Grad von ¢ enthalt, so kann eine Re- 
duktion fiir unendlich viele ganze y* auf eine solche Untergruppe § nicht 
eintreten, da daraus folgen wiirde, da f (x; y,t) =0 in P(t) fir fast alle 
komplexen y* in Linearfaktoren zerfallen wiirde im Widerspruch zu Satz 9. 

Es ergibt sich daraus noch folgendes: 

Wenn die quadratische Gleichung z* — d (y) = 0 fiir unendlich viele ganze 
y* reduzibel wird, so braucht die Zerlegung der Diskriminante in Verbindung 
mit der unendlich oft auftretenden Reduzibilitét von z* — d(y) = 0 nicht eine 
notwendige Bedingung fiir Reduktion darzustellen. Es kénnte ja f(z; y,t) =0 
fir unendlich viele ganze y* sich auf eine Untergruppe reduzieren, die nicht 
Untergruppe der , ist. 

Dagegen ist die Zerlegung der Diskriminante und die Reduzibilitat von 
22 d(y) = 0 in P fiir unendlich viele ganze y* eine notwendige und hin- 
reichende Bedingung dafir, daB f (x; y, t) = 0 fair unendlich viele ganze y* 
eine Reduktion auf solche Untergruppen der G, erfahrt, die zugleich Unter- 
gruppen der Y, sind. Ob unendlich oft iberhaupt ‘eine Untergruppe der G,, 
die nicht in der UY, enthalten ist, auftreten kann, habe ich nicht entscheiden 
kénnen. 


§ 4. 

Der Satz 15 gibt eine notwendige Bedingung dafiir an, daB f (x; y, t) = 0 
fiir unendlich viele ganze y* reduziert wird. Ob dabei die Reduktion unend- 
lich oft auf eine Untergruppe oder auch auf mehrere Untergruppen statt- 
findet, bleibt offen. Die erschépfende Beantwortung dieser Frage scheint tief 
zu liegen: Immerhin kann man das Problem im folgenden, etwas weiteren 
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Sinn lésen. Entweder kann man eine bestimmte Untergruppe angeben oder 
man kann das Problem auf die Untersuchung einer Gleichung f (z; t) 0 
mit nur zwei Unbestimmten zx und ¢ zuriickfiihren. Das soll nun durchge- 
fihrt werden. 

Es sei n + 4 und werde vorausgesetzt, dai es unendlich viele ganze y* 
gibt, fiir die f (x; y*,t) =0 in P(t) einen Affekt hat. Die Wurzeln x; von 
f(x; y,t) =0 werden nun entweder selbst schon Polynome in ¢t mit alge- 
braischen Funktionen von y als Koeffizienten oder aber erst |) D(y,t) wird 
ein Polynom in t, eine Folgerung, die sich aus den Satzen des § 2 ergibt. Im 
letzteren Falle wird f (x; y, t) = 0 fiir fast alle komplexen % und damit auch 
fiir die unendlich vielen ganzen y* in P (t) alternierend. Da aber die Galois- 
sche Gruppe von f (xz; y*,t) =0 in P(t) eine Obergruppe der Y,, sein muB, 
andererseits jedoch nach Voraussetzung eine Reduktion der Gruppe ein- 
treten soll, haben alle diese unendlich vielen Gleichungen f (x; y*,t) =0 
iiber P(t) ebenfalls die alternierende Gruppe als Galoissche Gruppe. Hier 
kann man also die Gruppe tber P (¢) fiir unendlich viele ganze y* angeben. 
Das gibt den 


16. Satz: Erhalt die in P (y, t) affektlose Gleichung f (x; y, t) = 0 fiir un- 
endlich viele ganze y* in P(t) einen Affekt, und ist keine Wurzel x; von 
f (x; y, t) = Oein Polynom in #, so ist f (x; y*, t) = 0 in P (t) fiir diese unendlich 
vielen ganzen y* eine alternierende Gleichung. 

Fiir den anderen noch méglichen Fall, da8B alle Wurzeln x; Polynome von ¢ 
sind, wird das Problem auf ein entsprechendes Problem fiir eine andere Glei- 
chung @ (z; y) 0 mit nur zwei Unbestimmten zuriickgefihrt. 

Diese Zuriickfihrung geschieht folgendermaBen: 

Eine Wurzel x, von f(x; y, t) = 0 ist ein Polynom in ¢ und die Koeffi- 
zienten von ¢ sind algebraische Funktionen von y iiber dem Kérper P (y). 
Bezeichnet man mit w = @, (y) eine erzeugende Funktion desjenigen alge- 
braischen Funktionenkérpers, der durch alle Koeffizienten von ¢t als engster 
Kérper bestimmt ist, so 1aBt sich die Wurzel z, darstellen als Polynom in 
@, (y) mit Koeffizienten, welche rationale Funktionen von y und ¢ mit ratio- 
nalen numerischen Koeffizienten sind. Also gilt 


(A) Z, by (y, t) + , (y, t) @, + be (y, bt) w* +--+ +5, (y, t) we, 


wo die b; (y, t) rationale Funktionen von y und t mit rationalen Koeffizienten 
sind. w, (y) geniigt einer irreduziblen Gleichung iiber P (y), die mit ® (z; y) = 0 
bezeichnet werden soll und deren iibrige Wurzeln @., @ 3,..-,@, sind, so daf 
D (z; y) (z — @,) (e —w,)--- (2 —@,) geschrieben werden kann. Er- 
setzt man in der Gleichung (A) w, durch die konjugierten qo, wg, - . -, @,. SO 
gehe x, tiber in » 1 verschiedene GréBen 2,, z,...,2,. Die Gleichung: 
H (2x) (x — 2,) (x — 2.) (x — %)... (2% —2,) hat in @,,@,...,@, Ssym- 
metrische Koeffizienten, die somit zum Kérper P (y,t) gehéren nach dem 
Hauptsatz iiber symmetrische Funktionen. Folglich hat H (x; y, t) mit dem 
irreduziblen Polynom f (zx; y,t) iiber demselben Kérper eine Wurzel 2, ge- 
meinsam, so da H (x; y, t) mit f(x; y,t) zusammenfallen muB, also vy = n 
wird. Es folgt daher fiir alle Wurzeln die Beziehung 


(B) X; = by (y, t) +6, (y, t) ow; + b, (y, t) w? $+ .--+-b, 4 (y, t)w"—" 
fir «= 1,2,...,%, 
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wobei die GréBen @,, @»,.--,@, der irreduziblen Gleichung @ (z; y) = 0 
von n-ten Grade iiber P(y) geniigen. Nun werde der Wurzelkérper von 
@ (z; y) =0 tiber P(y) mit We und der Wurzelkérper von f (x; y, t) =0 
iiber P(y,t) mit W, bezeichnet. Daneben bilde man das freie Kompositum 
Wo des Kérpers We und des Erweiterungskérpers P(y,t) von P(y), betrachte 
also ® (z; y) als Polynom itiber dem neuen Grundkérper P (y, t), der durch 
Adjunktion von t zu P(y) entsteht. Dann ist bekanntlich die Galoissche 
Gruppe von We iiber P(y,t) isomorph mit der Galoisschen Gruppe von Wo 
iiber dem Durchschnitt von Wg mit P(y,t). Da aber We mit P(y,t) nur 
P (y) gemeinsam hat, weil kein Unterkérper von We die Unbestimmte ¢ ent- 
halt, ist die Galoissche Gruppe von W» itiber P (y,t) isomorph mit der Galois- 
schen Gruppe © von Wg» iiber P(y). Nun gehdren aber die Wurzeln 2;, 
wie man aus dem Bau der Formel (B) erkennt, zu We. Der Wurzelkérper W, 
ist daher Unterkérper von Wg. Andererseits sind die x; ihrer urspriinglichen 
Auffassung nach Polynome in ¢ mit Koeffizienten aus Wg. Dabei mu’ man 
den ganzen Wurzelkérper Wo erst haben, um durch Adjunktion von ¢ die 2; 
zu erhalten. Der Wurzelkérper W, fallt daher mit W» zusammen, da bekannt- 
lich Wo auch aufgefaBt werden kann als Erweiterung P (y,t) von P (y) tiber 
dem Kérper Wo. Nun hatte Wg iiber P(y) und ebenso nach den vorigen 
Uberlegungen Wo iiber P (y, t) die Gruppe &. Andererseits hat nach Voraus- 
setzung W, tiber P(y,t) die S, als Gruppe. Wegen Wo = W, muB also 
@& = G,, sein oder die Gleichung @ (z; y) = 0 ist tiber P(y) ohne Affekt. Das 
gibt demnach den folgenden 


17. Satz: Ist f (x; y, t) == 0 eine in P (y, t) affektlose Gleichung und sind 
die Wurzeln x; von f (x; y,t) Polynome in t, deren Koeffizienten durch die 
Wurzeln der Gleichung @ (z; y) = 0 iiber P(y) rational darstellbar sind, so 
ist die Gleichung ® (z; y) = 0 iiber P(y) ohne Affekt. 

Auf die Untersuchung dieser Gleichung @ (z; y) = 0 itiber dem Kérper 
P (y) kann jetzt das Problem des Auffindens von unendlich vielen ganzen 
y*, fiir die f (x; y*,t) =0 in P(t) einen Affekt erhalt, in diesem Falle zuriick- 
gefiihrt werden. Das geschieht durch den folgenden 


18. Satz: Reduziert sich die Gleichung ® (z; y) = 0 fiir unendlich viele 
ganze y* auf die Gruppe §, so wird f (x; y, t) = 0 fiir diese y* auf dieselbe 
Gruppe § reduziert und umgekehrt. 

Beweis: Die Wurzelkérper Wg und W, = We haben iiber P(y) baw. 
P (y, t) die gleiche Gruppe S,. Jedem Zwischenkérper 4 von Wo entspricht 
ein Zwischenkérper A von Wg, wobei solche A und A einander zugeordnet 
werden, die zur gleichen Untergruppe § von ©, gehdren. Da aber Wo der 
Erweiterungskérper Weg von P(y) ist, aufgefaBt tiber P(y,t) als Grund- 
kérper, entsteht jeder Kérper A durch Adjunktion von ¢ zu A. 

Nun sei § nach Voraussetzung eine Gruppe, auf die ® (z; y) =0 fir un- 
endlich viele ganze y* reduziert wird, oy (2,,..., %,) ein Polynom der Wurzeln 
von f(x; y,t) =0, das zu § gehért und A bzw. A die zu § gehdrenden Zwi- 
schenkérper. Dann ist @ (x,,..., 2,) ein Polynom von t mit Koeffizienten 
aus A. Alle diese Koeffizienten gestatten daher die Permutationen von 9, 
haben also nach Voraussetzung fiir diese y* rationale Werte. gp (2,,..., Zp») 
wird daher fiir diese y* ein Polynom von ¢ mit rationalen Koeffizienten. 


27* 
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Folglich ist fiir diese y* bis auf héchstens die endlich vielen Ausnahmen, 


fiir die p(2zj,..., 2%) gleich einem der konjugierten Polynome 4, (2f, . . ., 2%) 
wird, die Galoissche Gruppe von f (x; y*, t) = 0 iiber P (t) nach Satz 5 ent- 
weder § oder eine Untergruppe von §. Alle Koeffizienten von ¢ in @ (2,,..., Z,) 


gestatten zugleich die Permutationen von §, da sonst der dadurch be- 


stimmte engste Koérper ein echter Unterkérper A* von A ware und dam 


Pp (2, .- +, %,) einen Wert aus A* (t) hatte mit Widerspruch gegen die Voraus 
setzung iiber g Ly, » Z,)- Dabei mussen moglicherwei ‘ endlicl ‘ ler 
y* ausgenommen werden. 

Daraus ergibt sich sogleich, daB die Galoissche Gruppe von f (x; y, ¢ 0 


fiir unendlich viele y* keine echte Unts rgruppe ll vor H sein kann Denn 


wy (x , Z,) ein Polynom der Wurzeln von { (2; y, t) 0, das zu Ul gehofrt 
und sind K bzw. A di entsprechenden Oberkérpe von A bzw 1, so ist 
yp (x, , Z,) ein Polynom von ¢t mit Koeffizienten aus A, die alle zugleich 
nur die Permutationen von U gestatten. Daher werden fiir y = y* bis auf 
vielleicht endliche viele Ausnahmen nicht alle Koeffizienten zugleich rational 
da nach Voraussetzung iiber di Gruppe von @D (z: y 0 fiir diese y* keine 
GréBe, die zu Ul gehdrt, einen rationalen Wert hat nach Satz 2. Das Polynom 
wy (2,,..., %,) hat daher als Polynom von ¢ fiir diese y* keine rationalen 
Koeffizienten. Ebenfalls nach Satz 2 ist also die Galoissche Gruppe mn 
f (x; y*, t) = 0 iiber P(t) fiir unendlich viele ganze y* die Gruppe 9 
Das Umgekehrte gilt auch. Denn reduziert sich f(z; y,t 0 fiir unen 
lich viele ganze y* auf die Gruppe § und ist @ (2,,..., Z,) ein Polynom der 
las zu § gehért, so mu, wenn — (2), x,) nach Potenzen von t geordnet 
wird, mindestens einer der Koeffizienten von ¢ als Funktion wy (q@,, ,O, 
VOn @y, @, ZU D ge héren. Da aber nach Voraussetzung Y (WM, > Dy 
einen rationalen Wert hat, ist die Galoissche Gruppe von @ (z; y 0 iibe 


P fiir diese y* die Gruppe § oder eine Untergruppe von 9. Eine Untergruppe 
ll von § kann es aber bis auf vielleicht endlich viele Ausnahmen nicht sein 


da sonst aus dem ersten I's il des Bewe ises rut kwarts aut h ul als Galoissche 


Gruppe von f (x; y, ¢ 0 fiir diese unendlich vielen y* folgen wiirde. Daz 
der Satz bewilesen 
Zum SchluB soll noch vermerkt werden, wie ma enigstens im | 
eine solche Gleichung @ (2; y) 0 des Satzes 18 aus der gegebenen G! 
P(x yy t 0 finden kann, falls diese, wi erlangt, nur Wurzelr 
die Polynome in ¢t sind 
Setzt man in f(z; y, f 0 einen ganzen Wert t, ein, fiir den die Gl 
I P (y) ohne Affekt bleibt, was nach DORGE fiir eine dichte Menge von ¢* 
méglich ist, so werden die speziellen Wurzeln 2zf, zy dem Wurzelkérpe 


We iiber P (y) angehoren. Also ist f(x; y t*) 0 tiber Ply eine irredu 








zible Tchirnhaustransformierte von @ (z; y) 0. Man kann daher statt det 
Gleichung @ (z, y) 0 jede aus dieser dichten Menge von Gleichungen nehmen 
Fassen wir kurz zusammen gilt fiir die allgemeinsten affektlosen Glei- 
chungen in drei Unbestimmten f(z; y, ft) = 0 folgendes: 
1. Notwendig dafiir, daB f (x; y,t) = 0 fiir unendlich viele ganze y* i 


P (t) reduziert wird, ist nach Satz 15 eine gewisse Bedingung iiber das Zer- 
fallen der Diskriminante von f (x; y, t) = 0. 

2. WeiB man schon, das es unendlich viele ganze y* gibt, fiir die die Gruppe 
reduziert wird, so ist die reduzierte Gruppe fiir alle n 4 die alternierende 
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Gruppe, wenn keine Wurzel x; von f (x; y,t) =0 ein Polynom in ¢ ist, wenn 
also z. B. der héchste Grad von ¢ nicht in dem von 2 freien Koeffizienten 
steckt. 


3. Ist die notwendige Bedingung fiir die Diskriminante erfillt und sind 
iuBerdem die Wurzeln x; Polynome in ¢, so wird die Frage der Reduktion 
fir ganze y* auf die entsprechende Frage fiir die Gleichung @ (z; y) = 0 
uriickgefiihrt, fir die auch eine Gleichung f (x; y, to) 0 mit geeigneten 
ganzen t, gewahit werden kann. 

§ 5. 

\ls Anwendung wollen wir uns nunmehr speziellen affektlosen Gleichungen 
(x: y, t) 0 zuwenden. Das Wesentliche ist, da hierbei genauere Aus- 
agen iiber die Diskriminante médglich sind, im besonderen also, da es in 
manchen Fallen gelingt, das Bestehen der notwendigen Bedingung fiir die 
iskriminante als unmdéglich darzutun. Damit hat man dann eine hinreichende 


Bedingung dafiir gewonnen, daf fiir eine solche Gleichung héchstens endlich 
ele ganze y* existieren, fiir die eine Reduktion der Gruppe eintritt. Zwei 
besondere Typen von Gleichungen werden von jetzt ab im Vordergrund stehen. 
Das sind einmal a) Gleichungen der Form 2x” + a,2"-! + a,a"-? 
a; x* - +a, 0, bei denen zwei der Koeffizienten a; Unbestimmte 
1, und das andere Mal b) allgemeinere Gleichungen der Form 2" + a, (t) x" ~! 
a,, (t) 0, bei denen noch einer der numerischen Koeffizienten als 


rit 


inbestimmter Parameter y auftritt. 


Es sei also f (2; y, t) e* +a, 2*-! _ a, 2"-h 4... +t a"-' 
a 0 eine in P(a,,t) nach Voraussetzung affektlose Gleichung. 
Die a; mit Ausnahme von a, und a, seien beliebige, aber feste ganze ratio- 
ale Zahlen und die Koeffizienten a, und a, =t seien Unbestimmte. In 


einer Arbeit (,.Seltenheit der Gleichungen mit Affekt’’, Deutsche Mathe- 
natik 1936, 519ff.) habe ich gezeigt, dali es, wenn fe zum Grade der Glei- 
hung relativ prim ist, héchstens endlich viele ganze a* gibt, fiir die 
r;a*,t) = 0 in P(t) und ebenso in P (t) einen Affekt hat. Daraus ergibt 
ch, daB f(x; a., a,) 0 mit variablen a, und a, iiber dem Kérper P (a,, a,) 


ind ebenso iiber P (a,,a,) ohne Affekt ist. Es liegt also in f (x; y, t) 
f (x; @,, @,) 0 eine Gleichung vor, fiir die die Voraussetzung der Affekt- 
osigkeit tiiber P(a,,a,) zutrifft, falls (u, ») l ist. Es soll nun untersucht 


verden, ob allgemein eine in P(a,,a,) affektlose Gleichung f (x; @,,a,) = 0 mit 
beliebigen a, und a, fiir héchstens endlich viele ganze Spezialisierungen einer 
der beidea Variablen im Kérper der anderen Variablen einen Affekt erhalt. 
Es sei also f (x; a,,t) = 0 eine solche Gleichung der eben erklarten Art 
und a, +0. Weiter sei f (x; a,, t) 0 in P (a,, t) und, wie wir jetzt voraus- 
setzen wollen, auch in P (a,, t) ohne Affekt. Der Index yu von a, y sel 
keiner Bedingung aufer «+ unterworfen. Die Anwendung des Haupt- 
satzes 15 ergibt dann, daf} die Diskriminante D (a,, t) von f (x; a,, t) 0 
die Gestalt: 
, t) d (a,) - D(a, t)? 


' ay pee 
haben muB, wenn es unendlich viele ganze af geben soll, fiir die f (x; a7, t) =0 


mit Affekt wird. 
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Diese Gestalt kann aber die Diskriminante in unserem Falle nicht haben. 
Enthalt namlich der Faktor d (a,) die Variable a,, so gibt es mindestens eine 
in P gelegene Nullstelle @, von d(a,). Fir dieses a, verschwindet D (G,, t) 
identisch in t. f (x;@,,t) = 0 hat daher in P(t) mehrfache Wurzeln, ist so- 
mit sicherlich reduzibel im Widerspruch dazu, daB f (x; @,,t) = 0 offenbar 
fiir jedes komplexe @,, in P (t) irreduzibel bleibt. In d (a,) muB aber die Un- 
bestimmte a, wirklich auftreten; denn andernfalls ware | D (a,,, t) in P (a,, t) 
ein Quadrat und daher f (x; a,, t) =0 in P (a,, t) nicht ohne Affekt. Dieser 
Beweis gilt ibrigens auch fiir den Fall n = 4, da die notwendige Bedingung 
fiir das Zerfallen der Diskriminante auch fiir n 4 gilt. 

Es gilt also der folgende: 


19. Satz: Ist fiir beliebige u + und vy +n die Gleichung f (2; @,,,a,) =0 
in P (a,, a,) ohne Affekt, so bleibt die Gleichung fir fast alle ganzen a, in 
P (a,) und ebenso fiir fast alle ganzen a} in P (2,,) ohne Affekt. 

b) Wir betrachten nun allgemeine Gleichungen der Form: 

f (x; ¢,, t) a” +a, (t)a®-14...4a, (t)a"-@+---+a,_1(t) 2 +a, (t) =0. 


Es sei a, (t) = 0, die a; (t) beliebige ganzzahlige Polynome von ¢ und a, (t) 
ein ebenfalls ganzzahliges Polynom von ¢, in welchen irgendein Koeffizient 
von t eine Unbestimmte sei und c, genannt werde. Es laBt sich also schreiben 
a, (t) =, 1% + 5, (t), wobei b, (t) ein beliebiges ganzzahliges Polynom von 
t ist und 9, irgendeine nicht negative Zahl bedeutet. AuBerdem sei immer 
0+” gesetzt. 

Vorausgesetzt werde wieder, daB f (x; ¢,,t) = 0 in P(c,,t) ohne Affekt 
ist. Es soll jedoch noch eine — und wie im zweiten Teil gezeigt wird — sehr 
schwache Zusatzvoraussetzung gemacht werden. 

Zusatzvoraussetzung : Es gibt mindestens ein spezielles ganzes t, mit a, (t,) 4-90, 
fiir das die Riemannsche Flache von f (x; c¢,,t,) =0 iiber der c,-Kugel n 
verschiedene im Endlichen gelegene Verzweigungspunkte besitzt. — 

Wir stellen wieder die Frage nach der Menge der ganzen cj, fiir die 
{ (x; c%,t) =O in P(t) einen Affekt erhalt, fragen insbesondere, ob diese Menge 
unendlich sein kann. Es soll gezeigt werden, dais diese Menge bei unserer 
Zusatzvoraussetzung nicht unendlich sein kann, wobei vorsichtigerweise 
von einigen leicht angebbaren Ausnahmefiallen abgesehen werden muB. 

Wir machen einige Vorbemerkungen. Ein spezieller ganzer Wert t* + 0 
soll zulassig heiBen, wenn a, (t*) + 0 ist. 


20. Hilfssatz: Jede spezielle Gleichung f (x; c,,t*) = 0, in der ¢t* ein zu- 
lassiger Wert aus P ist, besitzt eine Riemannsche Flache, die héchstens n 
im Endlichen gelegene Verzweigungsstellen, aber keine singularen Punkte hat. 

Beweis: Ein singularer Punkt ist ein solcher, fiir den f (x; c,, t*), = u und 

. Cz 


af a os é , 
gleichzeitig verschwinden. Nun ist aber f “a x"-°, wo «eine ganze 


Ct o 
Zahl bedeutet. Also kénnen héchstens solche Punkte singular sein, fiir die 
x =O ist. Da a, (t*) die Variable c, nach Voraussetzung nicht enthalt, gibt 
es keinen singuliren Punkt im Endlichen. Die den Verzweigungsstellen der 
c,-Kugel auf der x-Kugel entsprechenden sog. merkwiirdigen Punkte geniigen, 


of 


wenn man zur Abkirzung 


f, setzt, der Gleichung 
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D (x) = x-f, (x; 0,t*) — (n — 0) f (x; 0, t*) = 0 
die vom n-ten Grade in z ist, daher héchstens n Wurzeln besitzt, denen héchstens 
n ¢,-Werte auf der c,-Kugel entsprechen kénnen. 

Aus diesem Hilfssatz ergibt sich fir die spezielle Diskriminante, die be- 
kanntlich in einen wesentlichen und einen auBerwesentlichen Teiler zerfallt, 
von denen der wesentliche Teiler die Verzweigungsstellen, der auBerwesent- 
liche Teiler jedoch die singularen Stellen der Flache als Nullstellen hat, da8 
D (c,, t*) nur aus dem wesentlichen Teiler w (c,,t*) besteht. Die von uns ge- 
machte Zusatzvoraussetzung besagt also, dafs es mindestens ein zulassiges 
t, gibt, fiir welches der wesentliche Teiler und damit die Diskriminante als 
Polynom in ¢, » verschiedene Wurzeln besitzt. Damit hat die zugehdrige 
Riemannsche Flache n Transpositionen als Verzweigungssubstitutionen, wo- 
mit f(x; ¢,,t*) =0 in P (c,) affektlos wird. Wir brauchen also hier die Vor- 
aussetzung der Affektlosigkeit iber P (c,, t) nicht zu machen, da sie aus unserer 
Zusatzvoraussetzung folgt. 

Nach diesen pep mepe nehmen wir nun an, daB die allgemeine 
Diskriminante D (c,, t) die notwendige Bedingung fir die Existenz von un- 
endlich vielen ganzen cf erfillt, fir die f(x;cf,t) =0 in P(t) reduziert 
wird, da8 also gilt 


D (¢,,t) =d (c,) -D (c,, t)? 

wobei d(c,) seiner Bedeutung nach nur einfache W naam haben kann. Wir 
fragen, ob diese Bedingung mit den gemachten Voraussetzungen iiber f (x; ¢,, t) 
vertraglich ist. 

Aus der Beziehung fiir D (c,,t) folgt, wenn t =t, gesetzt wird, 

D (c,, to) = d (¢,) -D (c,, to)? 

Da aber infolge der Zusatzvoraussetzung D(c,,t)) nur einen wesentlichen 
Teiler w (c,,t)) mit einfachen Wurzeln besitzt, folgt die Beziehung 


w (¢,,t) =d (ec, )-D(e,,t e)" 


aus der sich ergibt, daB D(c,,t)) nicht von c, abhangen kann, da sonst rechts 
mindestens eine mehrfache Wurzel iiber P(e ¢,) auftritt. Dann aber wird bis 
auf einen konstanten Faktor aus P der wesentliche Teiler, also auch die Dis- 
kriminante D (c,,t,) gleich d(c, ), wobei zu beachten ist, daB d(c,) von ¢ un- 
abhangig, also fiir alle zulissige n t* dasselbe bleibt. AuBerdem ergibt sich n 
als der Grad von d (C,). 

Setzt man nun in die allgemeine Beziehung mit variablem t: 


D (c,,t) =d (c,) -D (c,, t)? 


irgend ein zulassiges t* ein, bildet also D (c,, t*) =d (¢,) ° D (C,» t*)? und be- 
riicksichtigt den Hilfssatz, so zeigt eine Gradvergleic hung der Potenzen von 
., dab D (c,, *) fiir jedes zulassige t* von c, nicht abhangt, also allgemein 
$ (c,, t) nur ‘die Unbestimmte ¢t enthalt. Es folgt t also aus diesen Uberlegungen 
fiir die Diskriminante von f (x; ¢,, t) =0 die scharfere Beziehung: 


D (c,,t) =d (c,) -D(t)?, 


also eine Zerlegung der Diskriminante in zwei Faktoren, von denen der eine 
nur von ¢,, der andere nur von ¢ abhangt. 


e? 


Co» 
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Ist nun x+ 0 eine Wurzel von D (t), die nicht gemeinsame Wurzel von 
a, (t) und a,_, (t) ist, so folgt: D(c,,t) verschwindet fir t= identisch in 
c,- Die Gleichung f(z; ¢,, «) = 0 hat also in P (c,) mindestens eine mehr- 
fache Wurzel. Das fihrt aber sofort zum Widerspruch. Denn die Gleichung 
f (x3 ¢,, a) = 90 ist in P (c,) irreduzibel, falls « keine Wurzel von a, (t) ist. 
Ist « jedoch Wurzel von a, (t), so wird nach Annahme jedenfalls a, — ; («) + 9, 
und die zugehdrige Gleichung f (x; ¢,, «) = 0 zerfallt in einen Faktor x und 
einen zweiten Faktor, der in P (c,) irreduzibel ist, so daB wiederum keine 
mehrfache Wurzel von f (x; ¢,, x) = 0 auftreten kann. 


21. Satz: Ist f(x; ¢,,t) =0 eine tiber P (c,, t) affektlose Gleichung, die 
die Zusatzvoraussetzung erfillt, so ist die Bedingung fiir die Diskriminante 


D (c,,t) = d(c,) D (c,, ti)? =d (c,) D (t)? 


héchstens dann mit den gemachten Voraussetzungen tber f (c,, t) = 0 ver- 
traglich, wenn D(t) nur Wurzeln hat, die verschwinden oder gemeinsame 
Wurzeln von a, (¢t) und a,_, (t) sind oder fiir die beides zutrifft. 

Daraus ergeben sich eine Reihe von hinreichenden Bedingungen fiir eine 
nur endlich oft auftretende Reduktion der Gruppe von f (x; ¢j, t) =0 in 
P(t). Man erhalt so die folgenden Satze: 


22. Satz: Ist in der itiber P (c,, t) affektlosen Gleichung f (x; ¢,, t) 0, 
die die Zusatzvoraussetzung erfillt, der Parameter c, das von ¢ freie Glied 
in a, (t) und sind a,, (t) und a,,_ ; (t) relativ prime Polynome, so gibt es héchstens 
endlich viele ganze cj, so dal f (x; cf,t) = 0, iiber P (t) einen Affekt erhalt. 


23. Satz: Ist der Parameter c,_, das von t freie Glied in a,_, (t), so gibt 
es héchstens endlich viele ganze c}_,, so daB die in P (c,_ 1, t) affektlose Glei- 
chung f (x; ¢,—1, t) = 0, die die Zusatzvoraussetzung erfiillt, fiir c,, = c¥_, 


in P (t) einen Affekt erhalt. 


24. Satz: In der die Zusatzvoraussetzung erfillenden tiber P (c,, t) affekt- 
losen Gleichung f (x; ¢,,t) = 0 sei der Parameter c, ganz beliebig in irgend- 
einem a; (t) (i+ m) gewahlt und es stecke der héchste Grad von t nicht in dem 
von x freien Koeffizienten a, (t), ferner seien a, (t) und a,_, (t) relativ prim, 
dann gibt es héchstens endlich viele ganze cf, so daB f (x; ¢f,t) =90 iiber 
P (t) einen Affekt erhalt. 

25. Satz: Ist Cs nicht der Koeffizient der héchsten Potenz von ?¢ in a, (t), 
o sonst beliebig, und sind a, —, (t) und a, (t) relativ prim, so gibt es héchstens 
endlich viele ganze cf, so dal die in P (c,,t) affektlose Gleichung bei Er- 
fillung der Zusatzvoraussetzung fiir c, = cf in P (t) einen Affekt erhalt. 

Fiir den Beweis des Satzes 22 ist nur zu beachten, daB wegen der Vor- 
aussetzung tiber die Stellung des c, als des von ¢ freien Gliedes in a, (¢) auch 
die Nullstelle ¢ = 0 fir P(t) wegen (a, (t), a,_, (t)) = 1 sofort zum gleichen 
Widerspruch fiihrt wie bei Satz 21. 

Bei Satz 23 sind a, (t) und a,_, (t) =¢,_,; + b,_;(t) stets relativ prim, 
da ¢,_, eine Unbestimmte ist. 

Zum Beweise der Satze 24 und 25 beriicksichtige man, daB wegen (a,, (t), 
Gy 1 (t)) 1 als Nullstelle von D(t) nur t = 0 allein vorkommen darf, wenn 
nicht sofort die Unvertraglichkeit der Diskriminantenbedingung mit den Vor- 
aussetzungen uber f(x; c¢,,t) = 0 folgen soll. Die Bedingung aber, dai D (t) 


Ganzzahlige Gleichungen von mehr als zwei Unbestimmten. 399 


nur t = 0 als Nullstelle hat, also cine Potenz von t ist, ergibt, daB® alle Wurzeln 
x; Polynome von t von folgender Form sind: 


arte : 
x= w;(c,)°t* + ¢ (¢= 1,2,...,%), 


wobei ¢ eine rationale Zahl ist, und wie friiher, die w; (¢,) die n Wurzeln einer 
in P (¢,) affektlosen Gleichung h (z;¢,) = 0 sind. Das erkennt man so: 

Man wahle in f(2z;¢,,t) = 90 ein solches ganzes cf, so daB f(x; cf, t) = 0 
in P(t) ohne Affekt bleibt. Dann kann die Galoissche Gruppe von f (2; cg, t) =0 
iiber P(t) nur entweder die &, oder das Einheitselement E sein. Ware YW, 
die Gruppe, so hatte die in P(t) irreduzible Gleichung f(x; ef,t) =O im 
Endlichen nur t = 0 als Verzweigungsstelle und die zugehérige Verzweigungs- 
substitution S miiBte die inverse der Substitution des Punktes oo sein. S kann 
aber die U, nicht erzeugen. Es darf also kein c} geben, so daB f (x; cf, t) = 0 
in P (t) irreduzibel bleibt. Also reduziert sich die Gruppe fir alle komplexen 
é, auf das Einheitselement. Das aber heift: Alle 2; werden Polynome von t 
mit Koeffizienten, die einem algebraischen Kérper iiber P (c,) angehéren. 
Das bisherige geniigt schon, um gegen die Voraussetzung des Satzes 24 einen 
Widerspruch herzuleiten wegen der Gradbedingung von t in a, (t). Fir Satz 25 
wird jedoch die genaue oben angegebene Form der Wurzeln gebraucht. 

Wegen IT (x;— x,) =d(ce,)- D (t)? hat jede Differenz x; — x, nur die Null- 

i+k 
stelle ¢ = 0 und, da alle x; als Koeffizienten von t konjugierte algebraische 
Funktionen von c, tiber P(c,) nach den friiheren Uberlegungen haben 
miissen, folgt, daB die von t freien Glieder in den x; alle gleich und damit 
rational werden miissen. Dann ergibt sich aber sofort die oben angegebene 
Gestalt fiir die 2;: 2; = wj (C,) t? 4. ¢, 

Bildet man nun fiir die x; der Reihe nach die symmetrischen Grund- 
funktionen und beriicksichtigt, da® in a, (t), a, (t), . . ., dg; (t) der Parameter 
c, nicht vorkommt, so folgt, daB auch die ersten 9 — 1 symmetrischen Grund- 
funktionen der w; von ¢c, unabhangig sind. Die 9-te symmetrische Grund- 
funktion aller x; als Polynom in ¢t enthalt aber nur in der héchsten Potenz von t 
die o-te symmetrische Grundfunktion der w,;, alle anderen auftretenden Grund- 
funktionen gehéren zu den 9 — | ersten, sind also von c, unabhangig. Da 
aber nach Voraussetzung a, (t) die Unbestimmte c, enthalt, kann das nur 
der Koeffizient der héchsten Potenz von t in a, (t) sein. Verbietet man also 
fiir c, den Koeffizienten der héchsten Potenz von ¢ in a, (t), so ist die Zer- 
legung der Diskriminante mit den Voaussetzungen iiber f(z; ¢,,t) = 0 un- 
vertraglich. Damit ist auch der letzte Satz bewiesen. 


Es folgt nun noch ein Satz itber Reduzibilitat von f(x; ¢,,t) =0 bei 
Spezialisierungen c, = cy, bei denen auf die Zusatzvoraussetzung verzichtet 


werden kann. Es gilt allgemein der 


26. Satz: Eine in P (c,, t) affcktlose Gleichung f (x; ¢,,t) = 0 kann héchstens 
fiir endlich viele spezielle ganze cf in P(t) redyzibel werden. 

Beweis: Man wahle in der Gleichung f(x; cy, t) = 0 ein solches ganzes ty, 
daB die Gleichung f (x; ¢,,t,) =9 in P(c,) ohne Affekt bleibt, was nach 
HILBERT immer méglich ist. Diese Gleichung f (x; ¢,, to) =0 in P (c,) kann 
héchstens fiir endlich viele spezielle ganze ¢, in P reduzibel werden. Das 
folgt aus einem Satz, den ich in der Arbeit .,Affektlosigkeit der Gleichungen 
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fiir fast alle Werte des linearen Koeffizienten’’ [Deutsche Mathematik 7, H. 1, 
99 (1942)] bewiesen habe. Er lautet: Es sei 
f(z;t) = 2" +a, 2"%—!+---+ta2"—-"4+---+a,=0 
mit a, + 0 und » + n eine in P(t) affektlose Gleichung. Dann gibt es héch- 
stens endlich viele spezielle ganze ¢*, fiir die f(x;#*) = 0 in P reduzibel ist. 
Fiir alle anderen Werte cf ist f(x; c3,t) = 0 in P irreduzibel und bleibt 
damit erst recht irreduzibel in P (t). Damit ist der Satz bewiesen. 


Zweiter Teil. 

Wir haben im ersten Teil bei den wichtigsten Satzen immer die Voraus- 
setzung der Affektlosigkeit der gegebenen Gleichungen gemacht. In diesem 
zweiten Teil soll es sich im Gegensatz dazu darum handeln, das Zutreffen 
der Voraussetzung zu iiberpriifen und insbesondere dariiber zu entscheiden, 
ob diese Voraussetzung selbst eine starke oder schwache Einschrankung be- 
deutet. Die folgenden Satze lassen erkennen, daB die Affektlosigkeit eine 
auBerst schwache Voraussetzung ist. Damit hangt eine andere Fragestellung 
zusammen, die seit HILBERT in den Vordergrund geriickt ist. Die Galoissche 
Gruppe von f{(z;t) = 0 tiber P(t) ist entweder die symmetrische Gruppe oder 
eine ihrer Untergruppen. Wie verteilen sich alle méglichen Gleichungen 
f (x; t) = 0 auf die S,, und ihre Untergruppen ? Kann man eine asymptotische 
Verteilung der Gleichungen auf die einzelnen Gruppen angeben? Es wird 
sich aus den folgenden Satzen ergeben, daB — wie zu vermuten — asympto- 
tisch 100% der Gleichungen in P(t) ohne Affekt sind. Sie zeigen dariiber 
hinaus, da und wie man in einfacher Weise beliebig viele solche Gleichungen 
in P(t) finden kann. 

§ 1. 

Die folgenden Satze und ihre Beweise haben als Grundlage einen in der 
Arbeit: Seltenheit der Gleichungen mit Affekt (Deutsche Mathematik 
1936, 519) von mir bewiesenen Satz, der noch einmal der Ubersicht halber 
als ,,Satz iiber Seltenheit’”’ formuliert werden soll. Au®erdem wird ein dort 
bewiesener Hilfssatz vorausgeschickt werden. 

Hilfssatz: Besitzt eine transitive Gruppe von n Variablen eine Substitution S, 
die aus zwei Zyklen von »y und n — y Variablen besteht, und ist » zu 7 relativ 
prim, so kann die Gruppe nicht imprimitiv sein. 

Satz iiber Seltenheit: In der Gleichung f(x; a,,t) = x" + a,2"-!+---4 

a,x"-" +...+4+t2"-* +... +a, =O seien alle Koeffizienten a; feste ganze 
rationale Zahlen und a, +0. a, sei ein Parameter und w zum Grade der 
Gleichung relativ prim. Ist dann ¢ eine Variable, so ist die Gleichung 
f(x;a,,t) =0 fiir fast alle speziellen ganzen af iiber dem Kérper P(t) und 
auch tiber P(t) ohne Affekt. 

Bei jeder Wah! der iibrigen n — 2 Koeffizienten @; mit der Einschrinkung 
a, +0 hangen die ganzen Ausnahmewerte — sie seien mit @, bezeichnet - 
im allgemeinen von den gegebenen n — 2 Koeffizienten ab. Es gibt jedoch 
Fille, in denen bei jeder Wahl der iibrigen Koeffizienten eine affektlose Glei- 
chung entsteht. Wir beweisen namlich den sehr allgemeinen 
-a 0 


27. Satz: Die Gleichung f(x;t) = 2" +a,2"-!+t2"-* . " 
mit a, + 0 und ungeradem Grad ist bei jeder Wahl der ganzzahligen a; iiber 


P(t) und damit auch iiber P(t) stets ohne Affekt. 


“ 
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Beweis: Die Monodromiegruppe von {(z;t) = 0 und damit erst recht die 
algebraische Gruppe iiber P(t) enthalt eine Substitution S, die aus zwei 
Zyklen von 2 und n — 2 Variablen besteht, da die Reihenentwicklung der 
Wurzeln im Punkte co zeigen, da®& dort zwei Blatter und die ibrigen n — 2 


Blatter zyklisch zusammenhangen. Wegen n= 1 (mod 2) ist 2 relativ prim 
zun, und die Gruppe wegen der Irreduzibilitat von f (2; t) = 0 transitiv. Nach 
dem Hilfssatz kann die Gruppe daher nicht imprimitiv sein. Die Gruppe 
enthalt nun die Substitution S"-*, die wegen n = 1 (mod 2) eine Transposi- 
tion ist. Die Gruppe kann daher nur die symmetrische Gruppe sein, womit 
der Satz bewiesen ist. 


Aus demselben Grunde gilt auch 


28. Satz: Eine Gleichung f(x2;t) = a" +a,a2"-!4--..-+t2%+a,_\2 
a, —0 mit a, +0 und ungeradem Grad ist bei jeder Wahl der ganz- 
zahligen a; in P(t) und damit auch in P(t) stets ohne Affekt. 
Als Folgerung ergibt sich hieraus 
29. Satz: Eine kubische Gleichung in der reduzierten Form 2° +t2+q=0 


mit q+ 0 und ganz ist in P (t) stets ohne Affekt. 
Aus dem Satz tiber Seltenheit erkennt man, dab f(x; a,,a,) =0 


mit 
variablen a, und a 


, uber P (a,, a,), ja sogar iiber P (a,,. a,) ohne Affekt ist, 
wenn mindestens einer der Indices ~ oder v zum Grade n relativ prim ist. 
Denn spezialisiert man denjenigen der beiden Koeffizienten, dessen Index 


relativ prim zum Grad ist — es sei dies @, so gibt es nach diesem Satz 
sicherlich ganze Werte af, fiir die die Gleichung ttber P(a,) ohne Affekt ist. 
Also gilt das auch um so mehr fiir variables a... 


30. Satz: 


Damit folgt 

Ist mindestens einer der beiden Indices uw oder y relativ prim 
zum Grad n, so ist die Gleichung f(z; 4a,,a,) 0 tiber P (a,,, 4,) und auch 
iiber P(a,,a,) ohne Affekt. 

Die zcnachst merkwiirdige Voraussetzung fiir die Indizes ist nicht zu 
vermeiden, wie folgendes Beispiel zeigt: 

Die Gleichung x34 + ya?4 + t24 + a,,=0 vom Grade n= 34, in der 
alle a; auBer a, = y und a,, =¢t Null sind, und a,, + 0 ist, hat in P(y, t) 
sicher einen Affekt. Denn setzt man 2’ z, so geniigt z einer kubischen 
Gleichung iiber P (y,t), die durch Radikale lésbar ist und x wird durch Aus- 
ziehen einer A-ten Wurzel aus z gewonnen. Die Gleichung kann also fiir 
A> 1, d.h. fir n>6 nicht ohne Affekt sein. Verbindet man diesen Satz 
mit Satz 19, so ergibt sich endgiiltig 

31. Hawptsatz: Es sei von den beiden Indices ~ und » mindestens einer 
zum Grade der Gleichung relativ prim und a, +0. Dann ist die Gleichung 
f(x; a,,a,) =0 fir fast alle ganzen af in P(a,) und ebenso fir fast alle 
ganzen a; in P(a,) ohne Affekt. 


§ 2. 

Wir hatten im ersten Tei! Gleichungen der Form 
f(x;¢,,t) x” + a, (t) ge-lia...4 a, (t) x"~e Gy; (t) x + a, (t) = 0 
betrachtet und unter der Voraussetzung der Affektlosigkeit von f (2; ¢,, t) 
liber P(c,,t) einige Satze tber die Gruppen bei Spezialisierungen c, = cf 
abgeleitet. Nun soll wieder die Frage der Affektlosigkeit von f(x; ¢,,t) =0 
iiber P (c,, t) untersucht werden. Wir erinnern noch einmal daran, daB a, (t) +9, 
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o +n, die a;(t) fir i+ @ beliebig ganzzahlige Polynome in ¢ sind und a, (t) = 
= ¢,t% + b, (t) geschrieben werden kann, wobei 0, eine ganze, nicht negative 
Zahl und 6, (t) ebenfalls ein beliebiges ganzzahliges Polynom in ¢ ist und ¢, 
eine Unbestimmte bedeuten soll. Dann gilt der 


32. Satz: Gibt man in einer Gleichung f(x;c¢,,t) = 0 mit a, (t) +0 alle 
a; (t) bis auf das Polynom a, (t), dessen Index ~ zum Grad n der Gleichung 
relativ prim ist, beliebig als ganzzahlige Polynome vor und vermeidet héch- 
stens endlich viele Ausnahmepolynome 4@, (t), so ist f (x; at (t), ¢,,t) = 0 fiir 
alle ibrigen Polynome aj (t) in P(c,,t) ohne Affekt. 


Beweis: Neben der Gleichung f (x; ¢,,t) =0 betrachte man diejenige 
Gleichung g (z; b,, C,, t) = 0, die entsteht, wenn man in f (x; ¢,, t) =O den 
Koeffizienten a, (t) durch eine neue Unbestimmte 6, ersetzt, alles andere 
jedoch ungeandert lat. Nimmt man jetzt fiir ¢ irgendeinen zulassigen ganzen 
Wert ¢, + 0, der also nicht Nullstelle von a, (t) ist, so werden in der Gleichung 
g (x; b,,¢,,t) = 90 alle Koeffizienten auBer 6, und c, festgelegt. Der heraus- 
gegriffene Wert t, bedeutet also eine bestimmte Wahl von n — 2 Koeffizienten 
in g (2; Bis Cos t) = 0. a, (t) wird dabei die Summe einer festen Zah! und eines 
Vielfachen von ¢,, also a, (to) = th'- ¢, + k (to). 


Bei dieser durch ¢, festgelegten Wahl der n—2 Koeflizienten in 
g (x; 6,,¢,, t) = 0 gibt es héchstens endlich viele spezielle Ausnahmewerte fir 6,, 
— sie seien, um die Abhangigkeit von t, anzudeuten, mit 6,,(t)) bezeichnet — 
so daB g (x; b,, (to), ¢,, ts) =9 mit variablem ¢, in P (c,) méglicherweise einen 
Affekt erhalten kann; denn Affekt in P (jc, + k(t )) ist gleichbedeutend 
mit Affekt in P (c,) und umgekehrt, Wird a, (t)) nicht gleich einem der Aus- 
nahmewerte 6, (t,), so ist die Gleichung f (x; ¢,, to) = 90 in P (c,) und sogar 
in P(c,) ohne Affekt und damit f(x; ¢,,t) =0 mit variablem ¢ erst recht 
ohne Affekt tiber P(c,,¢) und auch tiber P (c,,t). Gibt es also mindestens 
ein zulassiges to, so daB a, (ts) von den endlich vielen Ausnahmewerten 6, (to) 
verschieden ist, so ist die Affektlosigkeit von f.(x;¢,,t) =9 in P (c,,t) be- 
wiesen. 

Man kaun daher annehmen, daf fiir jedes zulassige ¢* a, (f*) = b, (t*) wird, 


wo jetzt b., (t*) einer der endlich vielen Ausnahmewerte b, (t,) sein soll. Nun 
bilde man von g (2; b,,. c,, t) =0 die Diskriminante D nach x, die ein Poly- 
nom von-b,, c, und ¢ ist. Es sei D=@(b,,¢,,t) gesetzt. Dieses Polynom 
® (b,, ¢,, t) verschwindet nicht identisch, da g (x; b,, ¢,, *) = 9 fir jedes zu- 
lassige ** wegen (u,n) =1 in P(b,,¢,) ohne Affekt ist. AuBerdem steigt 
@ (b,,, ¢,, t), aufgefaBt als Polynom von c¢,, in ¢, genau bis zum n-ten Grad 
auf. Denn fiir fast alle ganzen bf ist g (x; bf, ¢,,t)) =0 tber P(c,) ohne 
Affekt nach dem zitierten Satz iiber Seltenheit, wobei diese Tatsache fiir 
alle zulassigen t* Giltigkeit hat. Zwar hangen die méglichen Ausnahmewerte b, 
und damit die 6% von den gewahliten ¢* ab, aber fiir jedes zulassige {* gilt 
die gleiche Uberlegung. Das Polynom g (x; b¥, c,, t*) hat aber nach Hilfssatz 20 
eine Diskriminante, die nur aus dem wesentlichen Teiler besteht, der bei 
fester Wahl von ¢, fiir alle diese b% lauter einfache Wurzeln besitzt. Die Werte bf 
sind ja so bestimmt, daB g (x; bf, ¢,,t,) =9 im Endlichen n verschiedene 
Verzweigungsstellen besitzt. Das ergibt sich aus dem Beweis des Satzes tiber 
Seltenheit. Also kann auch allgemein D = @ (b,, c,,t) in c, keinen héheren 


Ganzzahlige Gleichungen von mehr als zwei Unbestimmten. 403 


Grad als n haben; denn der Koeffizient einer héheren Potenz von c, ware 
ein Polynom in b,, und t, kann daher bei fester Wahl ¢ = t, héchstens fiir endlich 
viele 6,, verschwinden, was mit der Existenz einer dichten Menge von b* un- 
vertraglich ist. 

Bildet man nun von @ (b,, ¢,, t) erneut die Diskriminante nach Cy, 80 er- 
halt man ein Polynom 4 = Y'(b,,t) von 6, und t, welches ebenfalls nicht 
identisch in b> t verschwinden kann, da @ (bx, Cy, ts) nur aus dem wesentlichen 
Teiler bestehen kann nach Satz 20 und in P (c,) nm verschiedene Wurzeln 
hat nach der Bedeutung von bf. Fir dieses Polynom ¥ (b,,, t) gilt nun nach 
unserer Annahme folgendes: 

b,, wird fir jedes zulassige t* eine ganze rationale Zahl, da ja b,, stets gleich 
a, (t*) sein soll und a, (t) ein ganzzahliges Polynom von ¢ ist. Also zerfallt 
Y (b., t) fiir fast alle ganzen ¢* linear, woraus nach Déras folgt, daB® schon 
im Variablenbereich ein Linearfaktor abgespaltet wird, der dann wegen 
unserer Annahme nur b, —a,,(t) sein kann. Also kann das Polynom a, (t), 
wenn es die Eigenschaft hat, fiir fast alle ganzen ¢* einen Ausnahmewert b, (t*) 
darzustellen, nur Nullstelle des Polynoms ¥ (b,, t) in P(t) sein. Solche Null- 
stellen von Y (6,, t) gibt es aber héchstens endlich viele. Damit ist der Satz 
bewiesen. 

Beriicksichtigt man die beiden Satze 27 und 28, so ergibt sich fiir den 
Fall 9 = 2 oder o = n—2 und ungeraden Grad der Gleichung, daB auch 
a,,(t) véllig willkirlich ist, daB also allgemein formuliert werden kann: 

33. Satz: Gibt man in der Gleichung von ungeradem Grad: 

f (x; cy, t) = 2" +4, (t) e*—1 +a, (t) 2-2 +---+a,() =0 
mit a, (t) +0 und a,(t) = c, te + 6b, (t) alle a;(t) und 6,(t) als ganzzahlige 
Polynome heliebig vor, so ist f(x; ¢,,t) iiber P (c,,t) stets ohne Affekt. 
Dasselbe gilt fiir die Gleichung von ungeradem Grad 
f (x3 Cy—2, t) = 2” + a, (t) e*—14---+a,_ 9 (t) 2? +4,_;() +4, (t) =0 
mit a, (t) = 0 und ay_2 (t) = cp_ot®"-2 + B,_¢ (t). 

Es ist jedoch darauf zu achten, daf alle Polynome a, (t), die Teiler von 
Y (b_, t) sind, auch in diesem Falle Ausnahmepolynome genannt werden sollen. 
Diese Ausnahmepolynome 4G, (t) ergeben zwar jetzt keinen Affekt fiir die 
Gleichung f (x; c,,t) = 0 baw. f (x; ¢,_2,t) = 0 tiber P(c,,t) baw. P (cy~2, t). 
Es werden aber beim Spezialisieren von ¢ zu ¢* fiir ein @, (t) nicht mehr alle im 
Endlichen gelegenen Verzweigungsstellen voneinander verschieden sein, so 
daB keine spezielle Aussage iiber f(x; c3,t) = 0 baw. f(x;ch_s,t) =O fir 
unendlich viele ganze c} bzw. c¥_» gemacht werden kann. 

Aus dem Beweis des letzten Satzes ergibt sich, daB die Gleichung 
f (x; ¢,,t) = 0, wenn kein Ausnahmepolynom G,, (t) vorliegt, fiir jedes zulassige 
t* +0 stets m im Endlichen gelegene Verzweigungsstellen besitzt, daB also 
die in Satz 21 gemachte Zusatzvoraussetzung sogar fiir fast alle ¢* zutrifft. 
Verbindet man daher unseren letzten Satz mit Satz 21, so ergeben sich die 
abschlieBenden Satze 

34. Hauptsatz: In der Gleichung 
f (x3¢,,t) =a" + a, (t)a™—1+--- +a, (t)a"—@ +--+ +a, (t) a4 +++ tay (t)=0 
seien die a;(t) ganzzahlige Polynome von ¢t, a, (t) #0, a, (t)=c, + 5, (t), 
wo fir 9+ c, Parameter und 6, (t) ebenfalls ein beliebiges ganzzahliges 
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Polynom ist. Ferner sei a,_, (t) zu a, (¢) relativ prim. Vermeidet man dann 
fir das Polynom a, (t), dessen Index yu relativ prim zum Grade n ist, endlich 
viele Ausnahmepolynome, so gibt es héchstens endlich viele ganze c¥, so daB 


f (x; cf, t) = 90 in P(t) einen Affekt hat. 

35. Hauptsatz: In der Gleichung 
f (23 Cn —1, t) = o®* + a, (t) w®—i4...4 a, (t) e®—" + -+-+ay 1 (t) x +a, (t)=0 
seien die a;(t) ganzzahlige Polynome von f, a, (t) +0 und dy_, (t) = ¢y_1 

b,_ (t) mit dem Parameter c,_,; und dem beliebizgen ganzzahligen Polynom 
b,-1 (t). Vermeidet man dann fiir das Polynom a,, (t), dessen Index yu relativ 
prim zum Grade n der Gleichung ist, endlich viele Ausnahmepolynome, so 
gibt es héchstens endlich viele ganze c¥_,, so daB f (x; c¥_,, t) = 0 in P (t) 
einen Affekt erhalt. 

36. Hawptsatz: In der Gleichung 
{ (x3 ¢,,t) = 2" +a, (t)z®—14---4 a, (t) a*—* +--+ +a, (t) a*—@ +--- 4 a, (t)=0 
seien die a;(t) ganzzahlige Polynome von ¢, a, (t) = 0, a, (t) = ¢,t® + 6, (), 
o+n und 9, beliebig, ferner a,, (t), a,_, (t) relativ prim und es stecke der 
héchste Grad von ¢ nicht in a, (t). Vermeidet man fir a, (t), dessen Index 
relativ prim zum Grad n ist, endlich viele Ausnahmepolynome, so gibt es 
héchstens endlich viele ganze ce}, so daB f (x; c¥,t) = 0 tiber P(t) einen Affekt 
erhalt. 


37. Hauptsatz; In der Gleichung 
f(z3¢,,t)=2" +a, (t)2"—' + a,,(t) x"—* foes 4 a, (t) x" + --- +a, (t)=0 
seien die a;(t) ganzzahlige Polynome von ¢t und a, (t) +90. In a, (t) sei der 
Parameter c, nicht der Koeffizient der héchsten Potenz von t bei beliebigem 
o +n und a,_, (t) zu a, (t) relativ prim. Dann gibt es héchstens endlich viele 
ganze cy, so daB f(x;cf,t) = 0 tber P(t) einen Affekt erhalt. 

Diese Satze zeigen, daB es bei einer Gleichung 

f(x; t) = 2" +a, (t) a™—!4+.---+4;() e™—-'+---+a, (0 

im wesentlichen nur auf zwei numerische Koeffizienten in den a;(t) ankommt, 
bei denen man héchstens endlich viele ganze Werte vermeiden mu8, um sicher 
eine in P(t) affektlose Gleichung zu erhalten. Man wahle a, (t) +0, alle 
anderen a; (t) beliebig ganzzahlig. In zwei verschiedenen a, (t) mit (, 7) l 
und a, (t) sei jedesmal ein beliebiger Koeffizient der Parameter. In a, (t) 
werde dieser Parameter y und in a, (t), wie bisher, ¢, genannt. Dann ist 
f(x; y,¢,,t) =90 im wesentlichen-in P(t) ohne Affekt fir fast alle ganzen 
y* und bei jeder Festlegung eines solchen y* fiir fast alle cf. Denn da fir 
a, (t) héchstens endlich viele Ausnahmepolynome existieren, stehen fiir den 
variablen Koeffizienten y in a,, (t) fast alle ganzen y* zur Verfigung. 

Zum SchluB sei noch bemerkt, daB alle angefiihrten Satze sinngemali 
auch fiir Gleichungen gelten, in denen mehr als drei Unbestimmte vorkommen, 
also allgemein fir Gleichungen der Form f (2; y,t,,.--,t,) = 9. Die Beweise 
ergeben sich ohne Schwierigkeit, wenn man alle Uberlegungen sinngema8 vom 
Koérper P(y,t) bzw. P(y,t) auf die entsprechenden Koérper P (y, t, - - ., t,) 
bzw. P (y, ty, «+ +t) anwendet. Neue Gesichtspunkte treten dabei nicht auf. 


(Eingegangen am 24. Januar 1949.) 
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Die Brennpunktseigenschaften 
der sphiarischen Ellipse und ihre Ubertragung 
auf die ebene nichteuklidische elliptische Geometrie *). 


Von 
Friepricu Scuiwuineé in Gladbeck/Westf. (friiher Danzig). 


Unserem hervorragenden Lehrer und Meister Fetrx KLEIN zum Gedenken 
an seinen 100. Geburtstag am 25. April 1949 in Verehrung gewidmet. 


I. Es sei die Hinheitskugel im euklidischen Raum durch die Gleichung 
(1) X?4 y?+2Z?=1 
in rechtwinkligen (X, Y, Z)-Koordinaten gegeben. 
1. Wir definieren jetzt die Kegelschnitte auf ihr als Schnittkurven der Kegel 
zweiter Ordnung mit der Spitze im Koordinatenanfangspunkt O. 
Wir heben sogleich hier den Satz hervor: 
2. Jeder solche Kegel zweiter Ordnung hat bekanntlich zwei zueinander senk- 
rechte Symmetrieebenen, die sich in seiner Achse durch den Punkt O schneiden, 
Wir kénnen jetzt die Achse des Kegels ja sogleich in der Z-Achse gewahlt 
denken und seine beiden Symmetrieebenen in den (X, Z)- und (Y, Z)-Ebenen. 
Der Kegel mége demnach durch die Gleichung gegeben sein: 
me a 

(2) +2 Z—0, 
a® b? 

wo noch a> b sei. 

In der Ebene Z 1 hat also dieser Kegel die Schnittellipse 
, x? y? 
(3) i - 3 

a 6 

Wir kénnen die Kegelschnitte auf der euklidischen Kugel insbesondere als 
sphdrische Ellipse benennen. 

3. Jeder andere Kegelschnitt oder jede andere sphirische Ellipse geht dann ja 
ersichtlich durch Drehungen um den Punkt O aus einer solchen speziellen Ellipse 
mit den Gleichungen (1) und (2) hervor, so daB unsere folgenden Entwicklungen 
sogleich auch fiir alle sphirischen Ellipsen gelten. 

Wir méchten nun aber den durch die Gleichungen (1) und (2) gegebenen 
Kegelschnitt auch leicht anschaulich durch einfache geometrische Konstruktion 
auf der Kugel erfassen. Hier denken wir daran, daf} die euklidischen Ellipsen 
ja in diesem Sinne die Brennpunktseigenschaften besitzen. Wir behaupten 
nun sogleich hier den analogen Satz: 

4. Jede sphirische Ellipse ist der geometrische Ort der Punkte, die von zwei 
Punkten der Kugel, den Brennpunkten der Ellipse, dieselbe Summe der sphari- 


schen Abstinde besitzen. 


Um den Beweis des Satzes 4 soll es sich nun im folgenden handeln. 


*) Die erste Anregung fiir meine Arbeit verdanke ich einem Briefwechse] mit Herrn 
Oberstudiendirektor Dr. C. Pret in Kéln-Lindenthal. 
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Wir wollen so vorgehen, da wir von vorneherein die beiden Brennpunkte 
der spharischen Ellipse annehmen und auch die Summe 2 @ der genannten 
spharischen Abstande. Wir bestimmen dann die Kurve auf der Kugel, welche 
die konstante Summe der Abstande besitzt.. Es seien also in der Ebene Y = 0 
die beiden Brennpunkte C,, C, auf der Kugel gegeben, und zwar symmetrisch 
zur Z-Achse mit den spharischen Abstanden CM = Me, =y= MOC, < hed 
(Fig. 1). 

Es gilt jetzt ersichtlich fiir die GréBe a die Ungleichung = >a>y 
entsprechend der allgemeinen Ellipse. Wir legen jetzt zunachst um diese Punkte 
C,, C, die spharischen Kreise mit dem spharischen Radius «. Die Projektionen 
dieser Kreise auf die (X, Z)-Ebene sind die Geraden S, S, und 7, 7, der Fig. 1. 
Der Schnittpunkt dieser Geraden sei der Punkt B, wo dieser Punkt B 
die Projektion der Schnittpunkte B,, B, der beiden Kreise, der beiden 
Scheitelpunkte des Kegelschnittes in der (Y, Z)- 
Ebene ist. Es ist also in dem am Punkte M 
rechtwinkligen spharischen Dreieck M C, B, 
auf der Kugel, wo die Kathete MB, = Bp = 
= MOB, sei, 

(4) , cos B = 


{ 
cos a 


=OB 








cos y 

gemiS der entsprechenden Formel der sphari- 
schen Trigonometrie. Wir wollen sogleich die 
Gleichung hinzufiigen, von der wir spater Ge- 
brauch machen 


Fig. 1. (4’) tg? B = 
Sodann legen wir um die Brennpunkte C,, C, die spharischen Kreise mit 


dem spharischen Radius «— y bzw. « + y, (Fig. 2). Diese beiden Kreise 
beriihren sich im Punkte A, auf dem Einheitskreis der (X,Z)-Ebene. Dieser 





sin? a — sin® y 


cos* a 





Fig. 2. Fig. 3 


Punkt A,, der eine Scheitelpunkt der spharischen Ellipse in der (X, Z)-Ebene, 
hat die Koordinaten X = sin a, und Z = cos a. 

Wir bestimmen jetzt weiter einen allgemeinen Punkt D des geometrischen 
Ortes fiir die spharischen Abstinde « — 6, bzw. « + 6 von den Brennpunkten 


C,,C,. In der Fig. 3 ist also 6,U, =a —6 und C,V,=a+6. Die Pro- 
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jektionen der spharischen Kreise um den Punkt C,, bzw. C, mit den sphiri- 
schen Radien « — 6 bzw. « + 6 sind analog wie soeben die Geraden U,U, 
und V, V,. Die Abstande OU und O V dieser Geraden sind dann cos (a — 8) 
und cos (« + 6). Folglich lauten die Gleichungen der Geraden U, U, und 


V, V, in der Normalform, da der Winkel UOE = +- y und der Winkel 
An 8 . 
J OE = 7 oe Y ist, 
X-sin y + Z-cos y = cos (a — 4), 
—X-sin y + Z-cos y = cos (a + 46). 


Der Schnittpunkt D dieser Geraden hat also die Koordinaten 


(5a, b) ra ™ (a — d) ~ cos (a + 4d) 
2 sin y 


c.- cos (a — 6) + cos (a + é) 


2 cos y 
oder 
ee » sin a: sind 
(5’ a, b) X = : 
sin y 


Z cos «+ cos 6 
ai cos y 


Aus diesen Gleichungen (5’a,b) folgt dann durch die Elimination der 
GréBe 6 


. , sin? y cos? 4 
(6) X?.—__* +2. Y =i, 
sin? « cos? « 
wo 
7 cos y ] 
(7) = 
COs % cos B 


ist und die Koeffizienten von X? und Z? bzw. < 1 und > 1 sind. Die Fig. 4 
zeigt die Kurve mit der Gleichung (6) in der (X, Z)-Ebene, eine Ellipse, deren 
euklidische Halbachse OB gleich 

cos B = =~ , also gleich der Strecke 


~ €08 
OB der Fig.1 ist. Diese Ellipse geht 
ja auch durch die zur Z-Achse sym- 
metrischen Punkte A,, A, der Fig. 2. 
In bekannter Weise ist dann leicht 
die groBe Halbachse OL, = OL, = 
= — “ > 1 aus den Punkten B und 
sin y 
A, der Ellipse zu konstruieren, wie 
in der Fig. 4 ausgefiihrt ist. In der 
we ee A’A, cosa _ 
at ist sin Y= OR “cap 
cos y, cosy =siny, { MOB,= 8 
cos a 
also OB, =OB=cos$ = as (vgl. 
. ‘1: : sin « sin « . 
die Gleichung (4)) und folglich OL, = aa ae OL,. Von der 
Ellipse der Fig.4 kommt natiirlich nur der stark ausgezogene Bogen als 
Mathematische Annalen. 121. 28 
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Projektion der beiden Teile der vollen reellen spharischen Ellipse auf der 
Kugel in Betracht. 

Zu der Gleichung (6) tritt dann noch die Gleichung (1) der Kugel. 

5. Beide Gleichungen (1) und (6) zusammen ergeben also den geometrischen 
Ort der Punkte auf der Kugel, welche von den beiden Punkten C,, C, die gleiche 
Summe 2 a ihrer sphdrischen Abstéinde, der Brennstrahlen, besitzen. Die ge- 
samte sphirische Ellipse besteht natiirlich aus den beiden zum Punkte O sym- 
metrischen Teilen, wie es die Fig. 4 zeigt. 

Aus den Gleichungen (1) und (6) folgt auch sogleich erneut die Gleichung 
des Kegels mit der Spitze O, auf der die Schnittkurve der beiden Flachen mit 
diesen Gleichungen gelegen ist. Es ergibt sich 


: ~~ _ a = sin* y _— os? y \ 
exe 4. 72 4+ PP 1) + 2( 2. SS ew - SS 1)=0 
' sin* « cos* « } 
oder fiir A — ] 
_ ve sin? y » cos? 
x2 y2 Z2 - we.,2 } Z2 . — 0 
sin* a cos? « 
oder 
~ sin? « — sin? y ” wo «sin? a — sin? y 
X?. “ + Y2?— Z?. 0 
sin” « cos* a t 
oder 
xX? y? we 
(8) ; j = 2 0, 
tg* a tg* p 
fvgl. die Gleichung (2)], wo 
e sin? a — sin? y 
(9) tg? p : 0 
' cos* « 


ist [vgl. die Gleichung (4’)]. 
6. Der geometrische Ort des Satzes 5 ist also eine sphdrische Ellipse gemaB dei 
Definition 1. 
Wir wollen noch hinzufiigen: Es ist stets tg? « > tg? fp — 2 —Y 0 
os* 
also auch a > f. 
Wenn jetzt die Winkel «, f zuerst gegeben sind, so ist auch leicht der 


cos @ 


Winkel y zu bestimmen aus der Gleichung cos y [vgl. die Gleichung (4) 


cos p 
auch konstruktiv geometrisch. In der Fig.5 sind auf der (X, Z)-Achse di 
Strecken OB =cos B und OA = cos « aus den 
Fig. 1 und 2 iibertragen. Durch die Parallel 
zu A B durch den Punkt £ ergibt sich auf de1 
Z-Achse die Strecke OC = cos y und damit det 
Winkel y und die Brennpunkte C,, C3, vgl. die 
Gleichung (7). 


II. Ubrigens wird noch die Projektion der 
sphdrischen Ellipse auf die (Y, Z)-Ebene, wie 
sich leicht durch die Elimination der GréBe X 
aus den Gleichungen (1) und (8) ergibt, durch 
die Gleichung gegeben 





) ro | te? a _ 
10) — ¥Y? —1)/+2Z?- ;. 
Fig. 5. (29) tg? B | cos* « 
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wo ja tg* a > tg*? ist, so daB diese Gleichung euklidisch eine Hyperbel dar- 
stellt (Fig. 6). 

Die Projektion der sphérischen Ellipse auf die (X, Y)-Ebene wird durch die 
Gleichung gegeben 
1 - = 
sinta | sin®? ? 
(Fig. 7). Es ergibt sich diese Gleichung auch leicht analytisch durch die 
Elimination der GréBe Z aus den Gleichungen (1) und (8). 











Fig. 6. Fig. 7. 


Es sei noch erwahnt: Wir kénnen auch die Punkte C,, C, der Fig. 1 als 
die Brennpunkte der Ellipse mit der konstanten Summe 2 (~7 — a) der Ab- 
stiinde oder die Punkte C,, C, als die Brennpunkte mit der konstanten Diffe- 
renz (7 — 2a) > 0 der Abstinde ansehen. Das Analoge gilt dann auch in 
den sogleich betrachteten Grenzfillen. Natiirlich kénnen wir statt der Geo- 
metrie auf der Einheitskugel entsprechend auch die euklidische Geometrie 
des Strahlenbiindels mit dem Koordinatenanfangspunkt O als seinen Trager 
betrachten. 


III. Als Grenzfall der sphérischen Ellipse ergibt sich zunichst die Méglich- 
keit, daB der Kegel mit der Gleichung (8) ein Rotationskegel ist mit der 
Gleichung 
, X? + Y? we 
(S') ies V Su 0. 

Die spharische Ellipse ist demgem4B ein sphari- 
scher Kreis um den Punkt Z 1 der Z-Achse. Es 
ist dann gemiB der Gleichung (9) die GréBe y = 0: 
die beiden Brennpunkte C,, C, sind in den einen 
Punkt C, C; M zusammengefallen (Fig. 8). 








Der Rotationskegel mit der Gleichung (8’) kann 


ferner fiir « = (y= 0) in die doppelt zahlende ~~ 


(X, Y)-Ebene mit der Gleichung Z? = 0 iibergehen. 
Die sphiarische Ellipse ist dann der doppelt 
zahlende euklidische Kreis der Einheitskugel in der Ebene Z = 0, der dann 
ja ein gréBter Kreis der Kugel (oder eine Pseudogerade), also kein eigent- 
licher Kegelschnitt mehr ist. Als Brennpunkt gilt dann wieder der Punkt M. 
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Der Kegel mit der Gleichung (8) kann weiter in zwei zur Ebene Y = 0 
symmetrische Ebenen durch die X-Achse ibergehen und damit werden die beiden 
Teile der vollen sphiarischen Ellipse insbesondere euklidisch durch zwei zur 
Ebene Y = 0 symmetrische gréBte Kreise der Kugel mit dem Durchmesser 
in der X-Achse (oder durch zwei Pseudogeraden) dargestellt (Fig. 9). 

Wir kénnen weiter bei diesem letzten Grenziibergang die beiden Ebenen 
durch die X-Achse speziell als die doppelt ziihlende (X, Y)-Ebene, bzw. (X, Z)- 
Ebene wahlen, so dab ~ B = = bzw. = 0 ist. 

IV. In meinem Buche ,,Pseudosphariscke, hyperbolische und elliptisch- 
spharische Geometrie“, Leipzig 1937, ist bereits ausfihrlich gezeigt: 

7. Durch die Projektion der Einheitskugel vom Koordinatenanfangspunkt O 
aus auf die Ebene Z = | oder die (x, y)-Ebene, wo die rechtwinkligen Koordinaten- 


Zs 

















Fig. 9. Fig. 10. 


achsen mit dem Koordinatenanfangspunkt M, dem Punkte (X, Y,Z) = (0, 0, 1), 
zu den (X, Y)-Koordinatenachsen parallel sind, iibertrdgt sich die sphérische 
Geometrie auf die nichteuklidische Geometrie der (x, y)-Ebene mit elliptischer 
Mafbestimmung bei entsprechenden gleichen Bogenelementen und gleichen Win- 
keln der Kugel und der (x, y)-Ebene. 

Die spharische Ellipse der Fig. 4, 6 und 7 tibertragt sich dann leicht auf die 
Fig. 10. In dieser ist MA; = tga, MB, =tgf und MC, = MC, = tg y. 
Diese drei Strecken sind aus den Fig. 2 und 6 zu entnehmen. 

Es gilt sogleich gema8 den Satzen 2 und 7 analog dem Satze 4 der Satz 
fiir die allgemeine Ellipse in der nichteuklidischen elliptischen Geometrie der 
(x, y)-Ebene: 

8. Eine gegebene nichteuklidische Ellipse 


- . 
ae wat wep! 
hat nichteuklidisch zwei aufeinander senkrechte Symmetrieachsen und also einen 
Mittelpunkt M, und alle ihre Punkte haben die gleiche Summe 2 « ihrer nicht- 
euklidischen Abstinde oder Brennstrahlen von den beiden nichteuklidischen 
Brennpunkten C,,C, mit den Koordinaten x = + tg y, y = 0 [vgl. die Glei- 
chungen (3) und (8)]. 


Die Brennpunkte C,, C, sind natiirlich von den Brennpunkten der euklidi- 
schen Ellipse mit der Gleichung (11) verschieden. Denn die euklidischen 
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Brennpunkte sind ja die Punkte z* = a* — b? = tg? a — tg* 8, y= 0. Es ist 


dagegen fir die nichteuklidischen Brennpunkte tg y = V' cost B — costa , da 
cos a 


nach der Gleichung (4) cos y = =| und tg y = pi-avy ist. 


8B eos y Nun ist 
‘ l l 
me —) ee ui 
cos* a 1a tea und cos? # Ta tgp’ also 
a] ‘tg? a — tg? B a? — 5? 
13 MC — = / = oa 
(13) 1=tey= |e Ve 


Der Satz 8 gilt dann analog auch fiir alle allgemeinen nichteuklidischen 
Ellipsen der (x, y)-Ebene, wie auf der Einheitskugel fiir alle allgemeinen spha- 
rischen Ellipsen, (vgl. die Satze 2 und 3). 

Im Hinblick auf die Fig. 11 wollen wir sogleich noch folgende Bemerkung 
hinzufiigen: Es ist fir einen beliebigen Punkt D der gegebenen Ellipse die 
stark ausgezogene Strecke DC, gleich 2 — (a — 8). 
Folglich ist die Differenz der stark ausgezogenen 
Strecken DC,— DC,=2-—a+6-—a—d=a2—-2a, 
woa=MA,< bad ist; also gilt der Satz: 


9. Die gegebene Ellipse hat auch die Eigenschaft, 





daB alle ihre Punkte die konstante Differenz 1x — 2 
der angegebenen Entfernungen von den Brenn- 
punkten C,, C, besitzen. 

Wenn wir auch noch statt der in der Fig. 11 
angegebenen Strecke D C, ihre auBere Strecke 
wiahlen, so ist jetzt 








4 
Fig. 11. 


DC, + DC,=a—a«+64 a—a—§=2n—2e. 


10. Die Punkte der Ellipse haben also demgemaB von den Brennpunkten 
auch die Summe der Entfernungen 2 a — 2 «. 

Ist die gegebene Ellipse insbesondere ein Kreis um den Punkt M mit dem 
nichteuklidischen Radius «, also C, = C, = M, so gilt auch der spezielle Satz: 


11. Alle Punkte eines solchen Kreises haben gleichen nichteuklidischen Ab- 
stand ~ — «a von der euklidisch unendlichfernen Geraden, der absoluten Polaren 


des Mittelpunktes M, (vgl. auch die Fig. 101 und den Satz 4, S. 208—209 meines 
genannten Buches). 

Natiirlich stehen diesen Satzen 9—11 auch analoge Satze fiir die sphari- 
sche Ellipse zur Seite. 


V. An der Ellipse in der (zx, y)-Ebene fiihren wir nun eine weitere Kon- 
struktion aus; doch wollen wir jetzt die Ellipse kleiner als in der Fig. 10 wahlen. 
Es seien in der Fig. 12 der (x, y)-Ebene die Scheitelpunkte A,, A, und die 
Brennpunkte C,,C, gegeben. In der Hilfsfigur 14 der zugehérigen (X, Z)- 
Ebene mit dem Einheitskreis um den Koordinatenanfangspunkt O seien die 
Punkte C, und C, tibertragen und dann ganz der Fig. 1 entsprechend sei 
der Punkt B konstruiert. Die Umlegung des Punktes B, um die Gerade O M 
ergibt dann den Punkt Bf mit dem Zentriwinkel § und damit die kleine Halb- 





typ-b- 
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achse M B, der Ellipse in der (zx, y)-Ebene. Es ist dann also in der Fig. 13 
mit den Halbachsen M A, = M A, und M B, = M B,=M B, die neue 
Ellipse in der (x, y)-Ebene gegeben. 








= 
Ge tgy-s | 
+ —tg a-a—~ 











Fig. 12. Fig. 13 


Wir denken nun zunachst fir den Punkt B, die Strecke M B, = f iiber 
B, hinaus nichteuklidisch um sich selbst bis zum Punkte B verlangert. Den 
Punkt B konstruieren wir wie folgt: Es sei die Ebene O B, M um die y-Achse 


r 
& ©, | G 

















—— 














Fig. 14. Fig. 15. 


umgelegt, so da der Punkt O in den Punkt O, fallt. Durch die Gleichheit 
der Winkel £8 am Scheitel O, erhalten wir dann den Punkt B, so daB nicht- 
euklidisch M B, = B, B = B ist. Die Senkrechte B G auf der y-Achse ergibt 
auf C, B, den Punkt G, so daB wegen der Kongruenz der Dreiecke M B,C, 
und B B,G@ dann nichteuklidisch C, B, = B,G = « ist. 

Nun denken wir weiter fiir einen beliebigen Punkt D der Ellipse auch den 
Brennstrahl C, D iiber D hinaus um den Brennstrah] DC, verlangert bis 
zum Punkte J, so daB C, J = 2 @ ist (vgi. die Fig. 15); der geometrische Ort 
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des Punktes J ist der nichteuklidische Kreis k um den Punkt C, mit dem 
nichteuklidischen Radius C,G = 2a, euklidisch also allgemein ein Kegel- 
schnitt'); der entsprechende Kreis der Einheitskugel ist ein spharischer Kreis 
mit dem dem Punkte C, entsprechenden Punkte als Mittelpunkt und dem 
sphirischen Radius 2 «. Den Kreis k der (x, y)-Ebene wollen wir jetzt kon- 
struieren. Mit Hilfe der Umlegung der Ebene O A, A, um die x-Achse, wobei 
der Punkt O in den Punkt O, fallt, erhalten wir dann leicht die Endpunkte 
F,, F, der groBen Achse des nichteuklidischen Kreises k in der (x, y)-Ebene 
mit ihrem euklidischen Mittelpunkt N, (Fig. 13). Nach bekannter Konstruktion 
der euklidischen Geometrie finden wir die euklidische kleine Halbachse N H, 

N H, des hier eine euklidische Ellipse darstellenden nichteuklidischen 
Kreises um den Punkt C, und zwar aus den Punkten F,, F, und G, mit Hilfe 
der Kreisbogen um den Punkt N durch die Punkte F,, G, und die Punkte 
G@,, H,. In der neuen Fig. 15 sei dann, wie wir wollten, fiir einen beliebigen 
Punkt D der gegebenen Ellipse der Brennstrah] C, D um den Brennstrahl 
DC, bis zum Punkte J verlingert. Wir wollen nun in dem nichteuklidisch 
gleichschenkligen Dreieck C, D J die Basis Ci J wie folgt nichteuklidisch hal- 
bieren: Es sei das Dreieck C, J O um die Gerade C,J nach C, J O* umgelegt, 
indem zunachst durch Umlegung des rechtwinkligen Dreiecks OM J um M J 
nach O, MJ die Lange der Strecke OJ =O,J konstruiert wird. wahrend 
wir die Strecke C,0 = C,O0* aus der Fig. 14 als die Strecke C,O entnehmen. 
Die euklidische Winkelhalbierende O* L des Winkels C,0*J ergibt dann 
den nichteuklidischen Mittelpunkt L der Strecke C,J. Jetzt aber ist nicht- 
euklidisch A4C,DL~AJDL; also ist x LDJ =a LDC,. Wir be. 
haupten nun, dab die Gerade DL die Tangente der gegebenen Ellipse im 
Punkte D ist, so daB dann der Satz gilt: 


12. Die Tangente in einem beliebigen Punkte D der gegebenen Ellipse in 
der (x, y)-Ebene bildet gleiche Winkel mit den Brennstrahlen DC, und DC, (vg. 
auch die analogen Verhialt- yb 
nisse in der euklidischen Geo- 


metrie). 





Den Beweis dieses Satzes 
fiihren wir indirekt an der 
schematischen Figur 16: An- 
genommen, es wire die Ge- 
rade DL nicht Tangente: 
dann .miBte diese Gerade 
die Ellipse noch einmal reell 
schneiden im Punkte D. Es 
ware dann auch nichteukli- 
disch AC, DL = AJ DL, also 
DC, = DJ. Da auch nicht- 
euklidisch C,D + 0,D =2« — 
wire, so wiirde die Verlangerung von C,D um DC, den Punkt K fir 
C,K =2« liefern, d.h. auch der Punkt K miiSte auf dem Kreis k um C, 

1) Es sei hier auf mein in Abschnitt IV genanntes Buch, 8.209, Fig. 100, hingewiesen, 


woselbst das nichteuklidische Kreisbiischel mit einem beliebigen Punkt der z-Achse 
dargestellt ist. 
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liegen oder der Kreis um D mit den Radien DJ = DK mite den 
nichteuklidischen Kreis k zweimal reell schneiden, namlich in den Punkten 
J, K. Dies ist aber unméglich, da der Kreis um D und der Kreis k um C, 
sich notwendig beriihren miBten. Also muB die Gerade DL der Fig. 15 
die Tangente im Punkte D an die Ellipse sein. Hiermit ist der Satz 12 
bewiesen. 

13. Wieder iibertrigt sich Satz 12 natiirlich auch auf die sphdrische Ellipse 
der Einheitskugel. 

In einer weiteren Arbeit sollen die gleichen Betrachtungen fiir die ebene 
Geometrie mit hyperbolischer MaSbestimmung durchgefiihrt werden. Hier 
werden wir auch andere Wege gehen, die dann ebenfalls fiir die Geometrie 
mit elliptischer MaSbestimmung in Betracht kommen. 


( Bingegangen am 18. Oktober 1948.) 


Math. Annalen, Bd. 121, 8. 415—426 (1950). 


Die Brennpunktseigenschaften der eigentlichen Ellipse 
in der ebenen nichteuklidischen hyperbolischen Geometrie. 
Von 


Friepricu Scuiwuine in Gladbeck/Westf. (friiher Danzig). 


1. Diese Arbeit schlieBt sich der friiheren an: ,,Die Brennpunktseigenschaften 
der sphérischen Ellipse und ihre Ubertragung auf die ebene nichteuklidische ellip- 
tische Geometrie.*‘ Es sei jetzt eingebettet in der Ebene mit den rechtwinkligen 

r, y)-Koordinaten die Geometrie mit hyperbolischer MaBbestimmung in be- 
zug auf den absoluten Kegelschnitt x2? + y® = 1 gegeben. Die grundlegenden 
Eigenschaften dieser Geometrie seien als bekannt vorausgesetzt'). Wir 
wollen die Ellipsen betrachten, die ganz innerhalb des absoluten Kegel- 
schnittes liegen und also durch eine entsprechende Gleichung zweiten Grades 
gegeben sind. Wir kénnen diese Ellipsen, da sie nur eigentlich (d. h. inner- 
halb des absoluten Kegelschnittes liegende reelle) Punkte besitzen, auch als 
eigentliche Ellipsen bezeichnen. Wir behaupten sogleich den Satz: 


1. Jede eigentliche Ellipse hat stets einen und nur einen nichteuklidischen 
Mittelpunkt M, so daB also jede Sehne durch diesen Punkt von ihm halbiert 
wird, und eine nichtewklidisch gréBte und kleinste 
Sehne A, A, und B, B, durch diesen Punkt M, I 
wobei diese Sehnen aufeinander nichteuklidisch 
senkrecht stehen und nichteuklidisch Symmetrie- 
linien der Ellipse sind. 


Auerdem aber gilt der Satz: 


tg kB 


? 


2. Jede eigentliche Ellipse besitzt in ihrem 





Innern zwei Brennpunkte C,, C,, 80 daB also alle 
Punkte der Kurve von diesen Punkien eine nicht- 
euklidisch konstante Summe der Entfernungen be- 
sitzen, wobei diese Punkte C,, C, auf der groBen 
Achse A, A, in gleichem nichteuklidischen Ab- i 
stande vom Mittelpunkte M liegen (Fig. 1). Le fe i 
Fig. 1. 








Um den Beweis dieser Satze soll es sich im 
folgenden handeln. 


Wir wollen zunachst einmal] auf der z-Achse in gleichem euklidischen und 
nichteuklidischen Abstande von dem Koordinatenanfangspunkt M die beiden 
Scheitelpunkte A,, A, und die beiden Brennpunkte C,, C, gegeben sein lassen, 
wobei M C,< M A, sei, und den geometrischen Ort der Punkte bestimmen, 
welche die gleiche Summe 2 « = A, A, ihrer nichteuklidischen Abstinde von 


1 Es sei auf meine Biicher hingewiesen : ,, Pseudospharische, hyperbolisch-spharische und 
elliptisch spharische Geometrie“, Leipzig 1937, S. 120—185, sowie ,,Projektive und nicht- 
euklidische Geometrie“, Bd. I u. II, Leipzig 1931 und ,,Die Bewegungstheorie im nicht- 
euklidischen hyperbolischen Raum, Bd. I u. II, Miinchen 1948, insbesondere schon Bd. I, 
S. 1—26. 
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diesen Punkten C,, C, besitzen, wobei also euklidisch M A, M A, = tgha 
und MC, = MC, = tgh y ist (Fig. 1). 


/ 
Auf der y-Achse liegt dann erst einmal der Punkt B, (und sein beziiglich 
M symmetrischer Punkt B,), der ven jedem der Punkte C,, C, den nicht- 
euklidischen Abstand « besitzt. In dem rechtwinkligen Dreieck M C, B, 
(Fig. 1) gilt dann nichteuklidisch die trigonometrische Formel cosh f - 


cosh « ; , ee ' ' 
— wo a, §, y die nichteuklidischen Langen der Strecken C, B, 
cos ly ° 
M A,, M B, und MC, sind. Es sind dann ja die euklidischen Lingen 
o —o 
ae gf —sé 
M B, = M B, = tgh f. Es ist ja insbesondere sinh d > , cosh® 
cic” sinh @ 


und tgh? Die Scheitelpunkte B,, B, sind konstruktiv 


2 coshé - 


wie folgt bestimmt: 


Es folgt aus der Gleichung cosh? f - cosh? y cosh? « jetzt 


(1) (1 — tgh? #) - (1 — tgh? y) | —tgh*?« 


tgh? « —tgh?y M A? — MC? 


odae euklidise B2 
= der euklidisch M B? 1—_ MO? In 
der Hilfsfigur la ist nun MA? — MC? = PC?— MC? M FP? und 


oder tgh? p 





ht, g—- 





Fig. 1a. 


MB, MP 


1— MC? = C,@. Nach der Gleichung C.@ 


ist dann M B, kon- 


struiert und in die Fig. 1 tibertragen. 

Wir wollen aber noch eine andere einfache, rein geometrische Konstruktion 
der Punkte B,, B, fir gegebene Punkte A,, C, anfiigen, (Fig. 1b). Wir denken 
den Punkt C, lings der x-Achse verschoben, bis er in den Punkt M = C, fallt. 
Dann ist M nach M gelangt, wo 1 M = MC, ist. Um den Punkt C, be- 
schreiben wir den Kreis mit dem nichteuklidischen Radius « MA,. Auf 
der Ordinatenlinie von M erhalten wir den Punkt B.. Diesen Punkt ver- 
schieben wir nun lings der 2-Achse, bis der Punkt M in den Punkt M zuriick- 





gelangt; den aus B, entstandene Punkt B, gewinnen wir nun durch die 
Hilfskonstruktion mit dem Punkt @, so daB die Doppelverhiltnisse (F, F, B, B,) 
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und (F, F, B, B,) einander gleich sind®). Dann ist also M B, = M B, und 
C, B, = C, B, =«. 

Wir denken weiter den allgemeinen Punkt D bestimmt, wo C, D = «— 6 
und C,D =a +6 ist (Fig. 2). Es ist dann in den an der Ecke D’ recht- 
winkligen Dreiecken D’C,D und D'C,D 

cosh (a — 6) cosh rt - cosh (y — 9), 
cosh (x + 6) cosh t - cosh (y + 9), 
wo nichteuklidisch die Strecken M D’ = o und 
D' D t sind, oder da z. B. 
cosh (a — 6) = cosh a - cosh d— sinha: sinh 6d, 
cosh (a + 0) cosha-coshé + sinh a:-sinh 6 


ist, 


cosh «- cosh 6 sinh « - sinh é 





cosh t - (cosh y - cosh o — sinh y - sinh 0), 


und i - 


cosha-coshé + sinh «- sinh dé ~tgha— 





Sas . ' Fig. 2. 
= cosh t - (cosh y- cosho + sinh y- sinh 0). . 
Durch beiderseitige Addition und Subtraktion dieser Gleichungen folgt 


cosh a: cosh 6 = cosh Ge cosh y ? cosh 0, 
und 


sinh a: sinh é = cosht: sinh y- sinho 


oder nach Elimination der GréBe 6, da ja cosh? 6 — sinh? 6 l ist, 


( cosh t- cosh y - cosho \? cosht- sinh y~-sinho \? 1 
cosh a 7 ( sinh « + 
oder 
cosh? y - cosh? o sinh? y - sinh? o l cos h? ¢ 
cos hh? « oa sinh? « ~ cosh?t cosh? ’ 


da coshoa-cosht cosh oe im rechtwinkligen Dreieck M D’ D mit der nicht- 
euklidischen Hypotenuse @ ist, oder 


cos h? y sinh? y - tgh?o l 
cos h? « sin h? « cos h? 9 
oder, da “%"* — cosh f im Dreieck MC, B, ist, 
cosh y I 1 1 
l cos h? « tgh?o l 
cos h? B 4 | cosh? 2 i sinh? « cosh? o * 


Nun ist fiir die euklidischen Koordinaten des Punktes D tgh* o 
] 
1 — (2? + y*) © 
Wir kénnen ja die Stvecke M D durch die Drehung um den Punkt M 
in die Strecke M D, der 2-Achse iiberfiihren. Also ist jetzt: 


x? und 


tgh?9 = 2? + y? oder cosh* o 


(cosh? «a — cosh? f) , se . ‘ 
| — . - : - cosh? f - (1 - - x? — y?) 
sinh? « 


2 


) Vgl. mein zitiertes erstes Buch ,,Pseudo“, 8. 161, Gleichung (1*). 
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oder 
j cosh? a — cosh? e ‘ P =e 
lcosh? 8 ~ P). z* + cosh? fp - y? cosh? 8 — 1 sinh? 2 
: sinh? « ; 
oder 
sinh? a - cosh? 8 — cosh? « + cosh? 8 2 


> 28.2 . 
sinh? « + cosh* B+ y sinh? 8 


oder, da sinh? « - cosh? 8 — cosh* « + cosh? 3 
(cosh? « — 1) - cosh? 6 — cosh? x + cosh? 8 = cosh’ «a - sinh? f ist. 


Fe y? 


tgh?a  tgh?p 


3. Der gesuchte geometrische Ort ist also die Ellipse mit den nichteuklidischen 
Halbachsen «, B oder den euklidischen Halbachsen tgha =a, tgh 8B = 6 auf 
den (x, y)-Koordinatenachsen*). 

Unsere Ellipse hat auch den Koordinatenanfangspunkt M als ihren Mittel- 
punkt. Einen eigentlichen anderen Mittelpunkt kann es fiir diese Ellipse er- 
sichtlich nicht geben. Hiermit gelten also die Sédtze 1 und 2 fiir unsere spezielle 
Ellipse. 

Doch sei noch nebenbei bemerkt: Aus der Symmeirie der KurVe beziiglich 
der (x, y)-Achsen ergibt sich, da8 wir auch die euklidisch unendlich fernen 
Punkte dieser Achsen je als uneigentlichen Mittelpunkt ansehen kénnen. 
(Analoges gilt auch in der elliptischen Geomctrie). Doch sind hier die Abstiande 
der Ellipsenpunkte von diesen Mittelpunkten nicht reell. 

Wir erkennen auch leicht, da die nichteuklidischen Brennpunkte C,, C, 
von den euklidischen Brennpunkten Cf, C$ der Ellipse natiirlich verschieden 
sind. Es ist ja nach der Gleichung (1) 
tgh? « — tgh? f a? — } 


4 oder MC 1 1 — 8B 


tgh? 4 
9 1 — tgh? B 


Fiir den euklidischen Brennpunkt aber gilt 
M C7? = a? —b?< MC}. 


Il. Wir kénnen nun die Ellipse der Fig. 1 mit der Gleichung (2) in eine 
neue Ellipse in allgemeiner Lage iiberfiihren, und zwar durch die Aufeinander- 
folge folgender drei Bewegungen in der (x, y)-Ebene: erstens durch die Drehung 
um den Punkt M durch den euklidischen oder nichteuklidischen Winkel /, 
zweitens durch die polare Drehung mit der GréBe yu lings der x-Achse, wo- 
durch der Mittelpunkt M in den neuen nichteuklidischen Mittelpunkt M 
auf der x-Achse mit ‘der euklidischen Strecke MM = tgh mw tibergeht, und 
drittens durch die Drehung um den Punkt M durch den euklidischen ode 
nichteuklidischen Winke! ». Die Gleichungen dieser Bewegungen sind 


(3) x cos A+ 2% + sin A-%, 
y -sinA-%+cosi:- ¥%, (A> 0), 
%) Vgl. wegen der Formel tgh « = a mein zitiertes erstes Buch ,,Pseudo“, S. 161 mit 


l+a f —@~* 


a l : 
der Gleichung (1), wonach « = = oder a tgh « ist. 
y a —@ 


2 l—a e*+te 


’ 
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sodann 
(4) ; cosh p 2 — sinh p 
—sinhw-%+ coshyu 
= y 
y= - 0 
J — sinh w-% + coshy (u >) 
und 
(5) Z=cosyv+z* + siny: y*, 
y = — sin r+ z* + cosr: y*, (vy > 0). 


Die Gleichung (2) geht dann iiber, wie sich nach einfacher, aber etwas 
umstindlicher Rechnung ergibt, zuerst in die Gleichung 
(2') (cos A-%+ sin A- H)* (— sin 2+ %+ cosd- 7)? 
& a? : b? 


z - (b? . cos? A + a? .- sin? A) + 7 - (b? - sin? A + a? - cos? A) 
2z% - (b? — a*) - sinA-cosA = a? - B?, 
sodann in die Gleichung 
b? - [cos A- (cosh uw -  — sinh wz) + sin A- y}* 
+ a®.{—sinA-(coshu- Z—sinh uz) + cosd- 7}? =a* - b? (— sinh w-% + cosh)? 
2 - [b? . cosh? u - cos* A + a® - sin® 2 - cosh? « — a® - b* - sinh® uw} 
+ y?- [b? - sin? A + a? - cos? A) 
229 - (b®- sin A-cosA-coshu —a*- sin A-cosA- cosh pu] 
2%-[—6®-cosd-sinhyu-coshy + a*-sin/-sinhw-coshyu + a*-b?- sinha -coshy) 
297-(—*-sinA-cosd-sinhyw + a*-sinA-cosA- sinh u) 
+- [b? - cos? A - sinh? uw + a®- sin? 2 - sinh® » — a® b? - cosh? uw] = 0 
oder 
#-A+p-Bi277-64+22-D427-E+F=0 


und endlich in die Gleichung 


(cos y+ x* + siny- y*)?- A + (—siny: z* + cosy: y*)- B 
2 (cos v- x* + sin vy: y*) (—siny- z* + cosy: y*)-C 
2 (cos v- 2* + sin y- y*)- D+ 2(—sinr-2* + cosy y8)-h+F=0. 


oder 


x*? . (cos? v- A + sin? y- B—2sinyv-C] 


y** . [sin® » - A + cos?y: B +2siny-cosv- UC) 
+ 2 2* y* [sin y+ cosy: A—siny-cosy- B+ (cos? y — sin? y) - C} 
2 x*- [cos y- D—sin y+ B] + 2 y* - [sin y-D4 cos y+ E] +F =0 
oder 
(2°") A-a*? 4+ B-y*?42C-xty*# 4+2D-2*+2E-y* + F =0, 


wo die Koeffizienten lauten 
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A [(a? - sin? 2 + 6? - cos? A) - cosh? uw — a? b? - sinh? yp] - cos* » 
-+- [a® - cos? A + 6? - sin? A] - sin® y + 2 (a? — b*) - sin A-cos/4-coshy- sin »- cos », 
B = [(a® - sin? A + b? - cos® J) - cosh*® uw — a? b? - sinh? yu] - sin* » 
+- [a® - cos? 4 + b? - sin? A] - cos® y — 2 (u? — 6?) - sinZ-cosA- sinh: sin y- cosy, 
C = [(a®- sin? A + b? - cos* J) - cosh? uw — a* b? - sinh? yw) - sin vy - cos » 
— [a?- cos? A + b?- sin? A]- sin v- cos vy — (a* — b*) -sinA- cosA- cosh - (cos* vy — sin* »), 
D = [— (a® - sin? A + b? - cos? A) + a® b?]- sinh uw - cosh w~ cos 
oo» (oP .. b?) -sinA-cos/A- sinh fe sin v, 
E =[—(a®- sin? A + 6* - cos? 4) + a? b?]- sinh w- cosh: siny 
+ (a* — b*)- sinA-cos/- sinh u - cos ¥, 
F = (a*- sin? A + b? - cos? A) - sinh? « — a® b* - cosh* u 
fir a? = tgh*a und 5b? = tgh? pf. 

Fiir die verschiedenen Werte der 5 Parameter a, b, A, u, v ergeben sich also 
co§ verschiedene Ellipsen innerhalb des absoluten Kegelschnittes. 

4. Auf jede dieser Ellipsen iibertragt sich nun unmittelbar von der urspriing- 
lichen Ellipse der Gleichung (2) (Fig. 1) die Eigenart, nichteuklidisch einen 
Mittelpunkt, zwei zueinander senkrechte Symmetrieachsen und auf der groBen 
Achse zwei Brennpunkte mit der angegebenen Eigenschaft zu besitzen. 

Wir wollen dementsprechend jetzt auch noch den Mittelpunkt z = y = 0, 
sowie die (x, y)-Achsen oder Symmetrielinien der urspriinglichen Ellipse der 
Fig. 1 durch die Aufeinanderfolge der genannten drei Bewegungen in den 
neuen Mittelpunkt und die neuen zueinander senkrechten Symmetrielinien 
iiberfiihren. Der neue Mittelpunkt M* hat dann die Koordinaten 

z* =cosv:tghy, y* = sin vy: tghy, 


und die aus der z-Achse, bzw. aus der y-Achse hervorgegangenen neuen nicht- 
euklidischen Symmetrielinien haben die Gleichungen 
(sin A - cosh yu - cos vy — cos A+ sin v) - 2* 
+ (sin A+ cosh uw - sin y + cosA-cos v) + y* — sinA-sinhu = 0, 
bzw. 
(cos A- cosh u + cos vy — sin A - sin v) - 2* 
+ (cos A - cosh uw * sin y + sin A- cos v) + y* — cosA-sinhu = 0. 
III. Wir werden bald zum genauen Zeichnen unserer Figuren von den 
Lésungen einfacher —Konstruktionsaufgaben der nichteuklidischen hyperboli- 
schen Geometrie Gebrauch zu machen haben. Um unsere allgemeinen Be- 
trachtungen nicht zu unterbrechen, wollen wir diese an sich interessanten 
Hilfsaufgaben schon hier kurz durchfiihren‘*). 
Aufgabe 1. Es soll eine gegebene eigentliche (d.h. innerhalb des absoluten 
Kegelschnittes gelegene) Strecke A B nichteuklidisch halbiert werden (Fig. 3). 
Der absolute Pol der Geraden A B, der Schnittpunkt der Tangenten der 
Punkte U, V, wird mit den Punkten A, B verbunden und in den Schnitt- 


4) Die Aufgaben 1 und 2sind bereits in meinem ersten 8.415 genannten Buche: ,, Pseudo“ 
S. 161—162 behandelt. 





< 
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punkten S, T' mit dem Einheitskreis, dem absoluten Kegelschnitt, werden die 
Tangenten gezeichnet mit ihrem Schnittpunkt D. Die Gerade PD ergibt 
den gesuchten Mittelpunkt C, wie die Umlegung um PC leicht erkennen 
laBt. 

Aufgabe 2. Es soll eine gegebene eigentliche Strecke A C iiber C hinaus wm 
sich selbst verlingert werden (Fig. 4). 


Die Lésung kann analog wie soeben oder wie folgt geschehen: Wir zeichnen 
den absoluten Pol P der Geraden A C, sodann die Gerade PC mit dem 


P 








Fig. 3. Fig. 4. 


Schnittpunkt L und die Tangente von L mit den Schnittpunkten S, T. 
Die Gerade A S erzielt den Punkt D und die Gerade 7’ D den gesuchten 
Punkt B, so daB AC =C B ist. Die Richtigkeit der Konstruktion folgt wieder 
leicht aus der Umlegung um die ys 
Gerade PC. 


- 
Aufgabe 3. Auf eine gegebene 


eigentliche Gerade p von einem eigent- 
lichen Punkt D auferhalb das Lot zu af 
fallen (Fig. 4). 


Das Lot ist die Verbindungslinie 








des Punktes D mit dem absoluten 4 
Pol P der Geraden p. 
Aufgabe 4. Eine auf der y-Achse G* 
gegebene Strecke M B auf eine eukli- 
dische Parallele von ihrem Schnitt- 6 





punkt M* mit der x-Achse aus zu 


, "4 Fig. 5. 
iibertragen (Fig. 5). 


Die Verbindungslinie P B des Schnittpunktes P der verbindenden F F* 
mit der x-Achse ergibt den gesuchten Punkt B*, so daB M* B* = M B ist. 
Denn es sind ja die Doppelverhaltnisse (F G B M) und (F* G* B* M*) einander 
gleich, welche fiir die nichteuklidischen Langen M B und M* B* bestimmend 
sind. 
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Aujfgabe 5. Eine auf der x-Achse gegebene eigentliche Strecke B A so langs 
der x-Achse zu verschieben, daB der Punkt B in den Koordinatenanfangspunkt M 
fallt (Fig. 6). 

In der Fig. 6 ist nichteuklidisch die Strecke B A = BC, da (E, E, B A) - 

(fF, F, BC) ist. Ferner ist BC = MDund MD=MG,=MG,=BA. 








Fig. 6. \ 


Natirlich kénnen wir analog nun auch jede eigentliche Strecke BA der 
z-Achse konstruktiv so verschieben, daB der Punkt B in einen gegebenen 
anderen eigentlichen Punkt der z-Achse fallt. 


IV. Wir behaupten nun weiter: 


5. In der Tat gehért jede Ellipse innerhalb des absoluten Kegelschnittes, jede 
eigentliche Ellipse, zu diesen co Ellipsen des Satzes 4, so daB dann also fiir alle 
eigentlichen Ellipsen ausnahmslos dieser Satz gilt. 

Wir beweisen zunichst, daB eine beliebig gegebene Ellipse einen Punkt M* 
als ihren nichteuklidischen Mittelpunkt besitzt. Wir wollen die Ellipse, evtl. 
nach Umformung durch geeignete Bewegungen, in einer solchen Lage voraus 
setzen, daB der Koordinatenanfangspunkt M auBerhalb der Ellipse liegt. 
Wir betrachten dann fiir jede Sehne der Ellipse in einer Geraden durch den 
Punkt M den innerhalb der Ellipse liegenden nichteuklidischen Mittel- 
punkt und die zu der Sehne nichteuklidisch senkrechte Sehne durch diesen 
Mittelpunkt. 

In den beiden Grenzlagen der Tangenten an die Ellipse-vom Punkte M 
aus sind die in ihnen liegenden Sehnen ja gleich 0 und die zu ihnen senkrechten 
Sehnen durch den einen oder anderen Beriihrungspunkt haben auch den einen 
Teil gleich 0, wahrend der andere Teil auf entsprechend verschiedenen Seiten 
der Tangenten liegt. Es mu daher eine Sehne in einer Geraden durch den 
Punkt M gehen, wo die beiden Teile der zu ihr senkrechten Sehne einander 
gleich sind, mit anderen Worten: Es gibt stets zwei sich nichteuklidisch halbie- 
rende Sehnen. Der Punkt, in dem sie sich halbieren, heibe M*. 

Nun wollen wir die gegebene Ellipse durch zwei Bewegungen in eine neue 
Lage tbergefihrt denken, ndimlich durch die euklidische oder nichteuklidi- 
sche Drehung um den Koordinatenanfangspunkt M, welche den Punkt M* 
in die neue Lage M, auf der positiven Halfte der z-Achse tiberfihrt, darauf 
weiter durch die polare Drehung lings der z-Achse, welche den Punkt M, 
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in den Punkt M iberfiihrt. Aus den urspriinglichen Punkten P*, Q* sind 
dann die Punkte P, Q hervorgegangen. Wir behaupten nun: Die gegebene 
Ellipse der Fig. 7 ist in eine neue Ellipse durch die Punkte P, Q und ihre be- 
ziglich M symmetrischen Punkte P,, Q, tibergegangen, welche den Punkt M 
als euklidischen und nichteuklidischen Mittelpunkt besitzt. Hier handelt es 
sich jetzt um Verhaltnisse der euklidischen Geometrie. 


In der Fig. 7 ist eine solehe Lage der Punkte P,Q und P,, Q, dargestellt. 
(Sollte etwa der Punkt P auf der y-Achse liegen, so werden wir vorerst noch 
die beiden Punktpaare um den Punkt M beliebig drehen.) Wir fihren nva 
durch eine perspektive Affinitat mit der Affinitétsachse P P, den Punkt Q in 
den Punkt Q iiber, wo Q der symmetrische Punkt zum Punkte P beziiglich der 
y-Achse ist. Der Punkt Q, geht in den symmetrischen Punkt Q, zu P, beziiglich 


Ji 


yi QQ QA 




















iN 
MM 
. 8. 
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Fig. 7. ‘i 
der y-Achse iiber. Wir betrachten alle Ellipsen, iiberhaupt alle Kegelschnitte, 
welche durch die Punkte P, P, und Q, Q, hindurchgehen (Fig. 8). Hier ergeben 
sich zunachst einmal die Ellipsen, welche einen beliebigen Punkt A der x-Achse 
oder einen beliebigen Punkt B der y-Achse besitzen. Alle diese Ellipsen haben 
den Punkt M als ihren Mittelpunkt und die (x, y)-Achsen als ihre Symmetrie- 
linien. Die Punkte dieser Ellipsen erfiillen gerade die schraffierten Teile der 
beiden Parallelstreifen zwischen den Geraden PQ und P, Q,, sowie PQ, 
und P, Q und die Ellipsen haben als Grenzkurven das eine oder andere Paar 
von Paraliellinien. AuBerdem ergeben sich zu den (2, y)-Achsen symmetrische 
Hyperbeln mit der reellen Achse auf der x-Achse, bzw. y-Achse und die 
Grenzkurven sind wieder die genannten Parallelgeraden. Auch diese Hyperbeln 
haben also den Punkt M als Mittelpunkt. Alle diese Kegelschnitte erfillen 
mit ihren Punkten also die ganze (2, y)-Ebene gerade einmal. Hieraus folgt 
der Satz: 


6. Alle Ellipsen, welche durch. die Punkte P, P, und Q, Q, hindurchgehen, 
haben stets den Punkt M als ihren Mittelpunkt. (Auch kénnen wir ja bei der 
affinen Transformation der Fig. 7 den absoluten Kegelschnitt mit umformen. 
Dann kommen fir uns also weiter nur die Ellipsen in der Fig. 8 in Frage, 
die ganz innerhalb des umgeformten absoluten Kegelschnittes liegen.)} 
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Durch die perspektive Affinitat ibertragt sich das Resultat des Satzes 6 
sogleich in den Satz: 


7. Alle Ellipsen, welche durch die Punkte P, P, und Q, Q, der Fig. 8 hin- 
durchgehen, haben den Punkt M als ihren Mittelpunkt. 


Der Punkt M ist sowohl euklidisch als nichteuklidisch Mittelpunkt der 
Ellipse. Durch M gibt es zwei euklidische Hauptachsen; diese sind aber 
auch nichteuklidische Symmetrielinien. 

Es folgt weiter hieraus: 

8. Die Ellipse der Fig. 7, welche aus der urspriinglichen Ellipse durch zwei 
Bewegungen hervorgegangen ist, hat den Punkt M als ihren Mittelpunkt, und die 
urspriingliche Ellipse hat den Punkt M* als ihren Mittelpunkt. Durch M, wie 
durch M* gehen zwei nichteuklidische Hauptachsen. 

Wenn wir wollen, kénnen wir dann auch noch durch eine Drehung um 
den Punkt M die groBe Achse der umgeformten Ellipse mit dem Mittelpunkt M 
in die x-Achse tiberfihren. 

9. Jedenfalls ist der Satz 5 fiir alle eigentlichen Ellipsen bewiesen. 

Nebenbei sei noch bemerkt, daB eine Ellipse auch nicht mehr als einen 
nichteuklidischen Mittelpunkt haben kann. 


V. Nun wollen wir die Betrachtungen an der Fig. 2 weiterfihren, um die 
Eigenschaft der Tangente des Punktes D an die Ellipse zu gewinnen. Es gilt 
hier der analoge Satz wie der Satz 12 in meiner vorstehenden Arbeit, S. 413 
(vgl. hier auch die Fig. 15 u. 16 auf den Seiten 412 u. 413) und auch der 
analoge Beweis. Wir denken auch hier in der Fig. 9 den Brennstrahl DC, 
nichteuklidisch um den Brennstrahl D C, bis J verlangert; der geometrische 
Ort des Punktes J ist der nichteuklidische Kreis k um den Mittelpunkt C, 
mit dem Radius 2a =—2-MA,. Diesen Kreis k gewinnen wir konstruktiv, 
indem wir nichteuklidisch die Strecke A, C, ttber A, hinaus um sich selbst 
bis zum Punkte F, und die Strecke C, A, tiber A, hinaus um sich selbst bis 
p y zum Punkte F, verlangern. Die Strecke 
Y= ~~ FP, F,= 2a ist dann der Durch- 

\ eo messer des Kreises k auf der x-Achse um 
den nichteuklidischen Mittelpunkt C,. 
Auf der Senkrechten im Punkte C, 
zur x-Achse tragen wir weiter den nicht- 
euklidischen Radius C, F, = C, F, = « 
bis zu den Punkten G,, G, ab, (vgl. 
die Bemerkung zur Hiifsaufgabe 5 mit 
der Fig. 6). Dann ist der Kreis k als 
die euklidische Ellipse mit den Scheitel- 
punkten F,, F,; und den weiteren 
Punkten G,, G, leicht zu konstruieren. 
Es sei dann C, D iiber D hinaus bis 

Fig. 9. zum Schnittpunkt J mit dem nicht- 

euklidischen Kreis k verlangert und 

vom Punkte D das Lot auf die Gerade C,J mit dem FuBpunkt L mit 

Hilfe des absoluten Poles P der Geraden C,J gefallt (vgl. die Hilfsaufgabe 3 
mit der Fig. 4). 


Die gegebene Ellipse hat also weiter die Eigenschaften: 
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10. Jeder ihrer Punkte hat von dem Brennpunkt C, und von dem nicht- 
euklidischen Kreis k mit seinem nichteuklidischen Mittelpunkt C, gleiche Ab- 
stdnde. 

11. Die Winkelhalbierende des Winkels C, D J oder die Héhe vom Punkte D 
auf die Gerade C,J ist die Tangente des Punktes D an die gegebene Ellipse. 

Es mag in der euklidischen Geometrie auf die analogen Satze der Ellipse 
hingewiesen werden. Hier gilt indes noch der Satz, da die FuBpunkte der 
Lote von den Brennpunkten auf die Tangenten der Ellipse auf dem Kreise 
iiber der groBen Achse liegen. Der analoge Satz gilt indes in der elliptischen 
oder hyperbolischen Geometrie nicht. In letzterer 
ist z. B. fiir die gegebene Ellipse der Fig.1 mit 


der Gleichung 5 + a = 1 das nichteuklidische 
Lot C, P vom Brennpunkt C, auf die Tangente p 
des Punktes B, mit dem FuBpunkt Q gefallt 
und zwar mit Hilfe des absoluten Poles P der 
Geraden p (Fig. 10). Wir sehen schon an der 
Figur, daB der FuBpunkt Q nicht auf dem 
Kreis iber dem Durchmesser A, A, liegt. Ana- 
lytisch ist nach der Gleichung (1) im Abschnitt I 





euklidisch 
} a* — b* 


MC, = tghy ; 
1— 5 


2 
und also euklidisch 








‘ ‘ 
B, Q:(, b) = MC,: : mary 


oder 
B,Q=() -»): | oe wb = Yl—b- Vat—B 


6 1 — 6* 
oder 


B,Q:yl-— y a — 6* :1, 
wahrend euklidisch B, R = y a? — 6? ist. 


VI. Wie wir in meiner gleich zu Anfang genannten friiheren Arbeit die 
nahe Beziehung der Ellipse in der ebenen elliptischen Geometrie zu der 
sphirischen Ellipse auf der (reellen) Einheitskugel behandelt haben, so kénnen 
wir auch jetzt unsere eigentliche Ellipse in der ebenen hyperbolischen Geo- 
metrie insbesondere mit ihren Brennpunktseigenschaften auf die Ellipse der 
euklidischen imagindren Einheitskugel iibertragen. Diese léngen- und winkel- 
treue Abbildung der imaginiren Einheitskugel mit der Gleichung X? + Y? 4 

LZ? 4 ] 0 und der hyperbolischen (x, y)-Ebene aufeinander ist ausfihr- 

lich in meinem ersten in der Anmerkung im Abschnitt I genannten Buche 
Pseudo“, Zweiter Teil: ,,Hyperbolisch-spharische Geometrie“, S. 120—185, 
behandelt worden. 

Da diese Abbildung nicht allgemein bekannt sein diirfte, wollen wir im 
folgenden uns méglichst beschranken. Es kommt hier der Z-imaginare Teil 
der imaginaren Einheitskugel (mit reellem Bogenelement) in Betracht, d. h. 
der Teil mit reellen (X, Y)-Koordinaten, also rein imaginaérer Z-Koordinate. 
Wenn wir diesen Flachenteil zur reellen Veranschaulichung weiter durch 


29% 
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die Transformation X = X, Y= Y,W= ; = VY 1+ X*+ Y* auf den (X, Y, W)- 
Raum abbilden, so erhalten wir hier ein (reelles) zweischaliges gleichseitiges 
Rotationshyperboloid. Die (x, y)-Ebene ist nun die Zentralprojektion der Ein- 
heitskugel oder des Hyperboloids vom Koordinatenanfangspunkt O aus auf 
die Ebene Z =i oder W = 1, wo der Punkt M dem Punkte (X, Y,Z) = 

= (0, 0, i) entspricht und die (x, y)-Achsen zu den (X. Y)-Achsen euklidisch 
parallel sind. Diese Zentralprojektion wird dann durch die Gleichungen ver- 


mittelt x: y:1=X:Y: fi baw. t:y:1=X: JY: W. 


Es ist leicht, analytisch und konstruktiv z. B. schon die Fig. 1 auf das 
Rotationshyperboloid zu iibertragen (vgl. die Fig. 85a, b, c, S. 174 in meinem 
Buche ,,Pseudo*“‘). 

12. Die entsprechenden Ellipsen auf der imagindren Einheitskugel haben 
also auch zwei Symmetrieachsen und auf der gréBeren zwei Brennpunkte mit 
den analogen Brennpunktseigenschaften. 

Auch kénnen wir an die weitere Abbildung der Z-imaginairen Einheits- 
kugel ax die Pseudosphdre denken, so daB auch auf letztere sich der letzte 
Satz it -trigt (vgl. mein Buch ,,Pseudo“, § 40 ,,Die Verbiegung der Z-ima- 
gindren (‘ugel auf die Pseudosphare‘‘). 


( Bingegangen am 18. Oktober 1948.) 

















Math. Annalen, Bd. 121, S. 427—445 (1950). 


Linienelementfunktionen und geodatische Ableitungen 
in der Flachentheorie. 
Von 
Frank LOBELL in Miinchen. 


Von den drei GréBen, die die Kriimmungsverhialtnisse eines auf einer 
gegebenen Flache liegenden Streifens in jedem seiner Punkte kennzeichnen, 
sind bekanntlich zwei durch den Ort auf der Flache und die Richtung der 
Streifentangente bestimmt, namlich die Normalkriimmung und die Norma]- 
windung, wahrend die dritte, die geodatische Kriimmung, in erster Linie 
von der Anderung dieser Richtung beim Fortschreiten langs der Streifen- 
achse beeinfluBt wird'). 

Schon LAGUERRE?) fiihrte eine weitere Funktion ein, die auBer vom Ort P 
noch von einer von P ausgehenden Tangentenrichtung t abhingt, deren Wert 
diesen Argumenten aber auch eindeutig zugeordnet ist, und zwar leitete 
er sie aus der Normalkriimmung ab. In der Folge zeigte DarBoux), wie 
man den Laguerreschen Gedanken dazu verwerten kann, um gewisse Aus- 
driicke, die Ableitungen héherer Ordnung der die Richtung t festlegenden 
GréBen enthalten, also auf den ersten Blick nicht schon durch Ort und Rich- 
tung bestimmt zu sein scheinen, auf Funktionen von P und t allein zu re- 
duzieren. Damit werden allgemein GréBen in das Blickfeld unseres Interesses 
geriickt, die wir mit einem Wort Linienelementfunktionen auf der Flache 
nennen wollen. Von dem Laguerre-Darbouxschen Verfahren gab spiter 
CEsARO*) eine gedrangte Darstellung, die auch die Normalwindung in die 
Betrachtung einbezog; es gelang ihm dadurch unter anderem, den Aufbau 
der Codazzi-Mainardischen Gleichungen zu vereinfachen. 

1) Bekanntlich stimmt die Normalkriimmung N mit der Kriimmung des beriihrenden 
Normalschnittes tiberein; die Normalwindung 7' ist der Windung der beriihrenden geo- 
datischen Linie gleich und wurde aus diesem Grunde von BERTRAND geoditische Tor- 
sion genannt. 

Sind n und t Einheitsvektoren der Flichennormalen bzw. der Kurventangente, 
und bedeutet ein Strich die Ableitung nach der Bogenlinge s in der Richtung t, so gilt 
N=n't und 7 =nn't; der bekannte Ausdruck fiir die geoditische Kriimmung 
G = ntt’ setzt deren Abhangigkeit von dem MaBe der Anderung der Tangentenrichtung 
t in Evidenz, indem er zeigt, daB G der Skalarwert der Tangentialkompgnente von t’ ist. 

Alle diese Formeln ergeben sich unmittelbar aus einer Quelle, der Grundformel 
der Streifentheorie (vgl. Z. angew. Math. u. Mech. 9, 216 (1929), wo nur Band statt 
Streifen gesagt ist) 

a =dx4q, 
in der q einen beliebigen, mit dem begleitenden Dreibein (n, t, | = n xX t) starr ver- 
bundenen Vektor und b Tt+ Nj+ @Gn= q+ G@n den,,Krimmungsvektor,“ d. h. 
die .Winkelgeschwindigkeit des Dreibeins bedeutet, und zwar erhalt man N und 7 mit 
q = n durch skalare Multiplikation mit t bzw. {| und G mit q = t nach skalarer Multi- 
plikation mit j. [Vgl. Jber. dtsch. Math. Ver. 39, 168 ff. (1930)]. 

2) Lacuerre, E.: Sur une propriété relative aux courbes tracées sur une surface 
quelconque. Bull. Soc. philomathique 7, 49 (1870). 

3) Darpoux, G.: Legons sur la théorie générale des surfaces. IJ. Paris 1889, p. 358ff. 
p. 370, FuBnote. 


4) Cesaro, E.: Lezioni di geometria intrinseca, Napoli 1896, p. 164, auch schon p. 162. 
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Das genauere Studium dieser, wie man sieht, recht alten Uberlegungen 
zeigt nun, daB ihnen die Idee zugrundeliegt, dafB man aus einer Linien- 
elementfunktion auf die einfachste Art neue derartige Funktionen bilden 
kann, indem man sie, in einer bestimmten Tangentenrichtung fortschreitend. 
unter der Annahme der bei einer infinitesimalen Parallelverschiebung*) in 
dieser Richtung zustande kommenden Anderung des als Funktionsargument 
dienenden Linienelementes nach der Bogenlinge differenziert. 

Diese Methode, die aus spiter anzugebenden Griinden als geoddtische Ab 
leitung bezeichnet werden soll, wird im folgenden zuniachst allgemein aus- 
einandergesetzt. Dann wird sie hauptsachlich auf die vektorielle Linien 
elementfunktion g angewandt, die als Tangentialkomponente des Darboux 
Cesaroschen Kriimmungsvektors definiert ist und die Drehgeschwindigkeit eines 
infinitesimal parallel verschobenen Begleitkérpers der Flache fiir die durch 
den Einheitsvektor t gegebene Translationsgeschwindigkeit von P darstellt: 
q mége, als der Kriimmungsvektor der den Punkt P in der Richtung t durch- 
laufenden, orientierten Geodiatischen, kurz der geoddtische Kriimmungsvektor 
der diese Linie in P beriithrenden Flachenkurven heiBen. Da dieser Vektor 
die Normalwindung und die Normalkriimmung als Skalarwerte seiner Kom- 
ponenten in der Liangsrichtung t und in der Querrichtung j in sich vereint, 
so umfassen die folgenden Ergebnisse auch die von Cesaro ‘entwickelten 
Beziehungen, erweitern sie aber und vereinfachen sie zugleich. Wir gelangen 
so zu neuen vektoriellen Linienelementfunktionen, die mit den Kriimmungs 
vektoren zusammenhingen und interessante Eigenschaften besitzen. Es 
lassen sich u. a. durch Mittelbildungen aus ihnen Vektoren gewinnen, die 
sich als reine Ortsfunktionen erweisen und somit fiir die Kriimmungsverhilt- 
nisse der Flache in einem Punkte kennzeichnend sind. Das Endzic! der 
folgenden Darlegungen ist, zu zeigen, welche héchst einfache Form die Ca- 
dazzi-Mainardischen Gleichungen mit Hilfe der erwihnten vektoriellen Orts. 
funktionen annehmen, wobei schlieBlich auch Gauss’ theorema egregium cine 
bemerkenswerte SchluBfolgerung zu ziehen erlaubt. AuSBerdem wird sich 
ein AnlaB ergeben, die Bedeutung eines schon friher eingefiihrten Diffe 
rentialoperators so zu erweitern, daB er auch auf Linienelementfunktionen 
anwendbar wird. 


I. Linienelementfunktionen. 


Denken wir uns ein reelles, iiberall regulares Flachenstiick im euklidi 
schen Raum gegeben, dessen Punkte P in ihrer Abhangigkeit von zwei 
Parametern u und v durch den Ortsvektor r (u,v) dargestellt seien. 

1. Wir wollen eine GréBe @ skalarer, vektorieller oder tensorieller Art 
betrachten, die auBer von dem Punkte P noch von einer die Flache be- 
rihrenden Richtung, die durch den Einheitsvektor e¢ bestimmt sei, abhingt 
in dem Sinn, da ihr Wert dem gerichteten Linienelement 2 (P, e) ein- 
deutig zugeordnet ist. Wir nennen @ (%) eine Funktion des Linienelementes 
& auf der Flache Sie besitze in der Umgebung des betrachteten Elementes 2 


5) Diese wird von J. A. Scnouren und D. J. Srrui« in ihrer Einfiihrung in die 
neueren Methoden der Differentialgeometrie, Bd. I, 8. 73, Groningen-Batavia 1935 und 
1938, als pseudoparallele oder geodatische Verschiebung bezeichnet. Von W.THomson 
(Lorp KgEtvrsy) schon 1867 auf Flachen im euklidischen Raum beniitzt, wurde sie erst 
durch T. Levi-Crvrra seit 1917 in ihrer allgemeinen Bedeutung bekannt. 
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die fiir das Folgende erforderlichen Stetigkeits- und Differenzierbarkeits- 
eigenschaften. — Ein Beispiel einer solchen Funktion ist, auBer den schon 
in der Einleitung genannten Skalaren N und 7 und der Vektorfunktion gq, 
der Einheitsvektor e selbst. 


Wir wollen das Netz der Bezugslinien v = const, u = const auf der 
Flache in dieser Arbeit im Interesse der Vereinfachung der Rechnungen als 
ein orthogonales annehmen; das kann ohne Beschrankung der Allgemeinheit 
der SchluBergebnisse geschehen. Wenn wir die Bogenhlangen dieser als 


cadecil ee ' , — 
orientiert anzusehenden Netzlinien mit 8, und 8, bezeichnen, so sind ——- = t, 
a os 
i 
ér | ae! E , 
und t, die Einheitsvektoren ihrer Beriithrenden. Die allgemeine 
C8, % 


Tangentenrichtung e kénnen wir durch ihren in der orientierten Berihr- 
ebene gemessenen Winkel y gegen t,, ihren sog. Richtungswinkel, eindeutig 
folgendermafen festlegen: 


e =t, cos y + t,sin zy. 


® wird dann eine Funktion der drei Variablen u, v und x sein. — Der Skalar y 
ist selbst ein weiteres Beispiele einer Linienelementfunktion, die allerdings 
nicht schon durch die Flache allein, sondern erst durch die Wahl des Netzes 
vollends bestimmt ist, die aber mit der Funktion e wesentlich gleichbedeutend 
ist. 

2. Eine einfache Art, Linienelementfunktionen zu erzeugen, ist die Diffe- 
rentiation einer reinen Ortsfunktion nach der Bogenlange s in einer Tangenten- 
richtung t der Flache, die ,,geometrische Ableitung‘‘*). So entsteht z. B. 


es ; dt 

aus dem Ortsvektor t von P der Ejinheitsvektor t - da’ ferner aus der 
s 

Vektorfunktion n(u, v), dem Einheitsvektor der Flachennormalen, der 


' : , in , 
tangentiale Vektor n % , der auBer vom Ort P, durch den allein n be- 
as 


stimmt ist, noch von der Differentiationsrichtung t abhangt; es ist das Na- 
tiirlichste, in solchen Fallen als Argument der Funktien eben das Linien- 
element (P, t) zu nehmen. Aus n’ geht durch ,,Stiirzen‘‘, d. h. durch Drehen 

Tt ° Oa ° . . . “= . . 
um +-—} in der Tangentialebene die wichtige ‘Linienelementfunktion 
q =n Xn’ hervor’). 

Es ist jedoch eine Ausnahme, wenn eine Linienelementfunktion durch 
geometrische Differentiation einer reinen Ortsfunktion hergestellt werden 
kann. Schon die. Werte der Richtungsableitungen einer skalaren Orts- 
funktion f (P) verteilen sich ja bekanntlich so um diesen Punkt, daB die 


i df : ape : ‘ 
Vektoren t ae , sofern sie an P angeheftet werden, die Scheibe eines durch 
& 


6) Dieser ,,zeometrischen Ableitung, die mit den ,,invarianten Ableitungen“ nahe 
verwandt ist, wird von J. KNoBLAUCH in seinen Grundlagen der Differentialgeometrie, 
Leipzig und Berlin 1913, eine groBe Rolle eingeraumt. Sein Begriff der ,,Kurven- 
invariante’‘ (a. a. O. 8.207) nahert sich dem der Linienelementfunktion. 

7) Aus der Grundformel, die in FuBnote *) angefiihrt wurde, flieBt fir q = n: 

n= dD XN—@g X N; 
hieraus folgt wegen gn = 0 


nxn nxqgxn=—g-n?—n-gn=Q. 
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P gehenden Kreises bedecken; aber selbst wenn eine Funktion dieser Vor- 
bedingung geniigt, braucht sie noch nicht die Integrabilitatsbedingungen zu 
erfiillen *). 


Il. Geoditische Ableitungen. 


1. Will man aber aus einer Linienelementfunktion @ (2) durch einen 
DifferentiationsprozeB eine neue Funktion ableiten, so wird man sofort be- 
merken, daB man bei dem Versuch, dazu die Ableitung nach der Bogen- 
lange in der Richtung t zu beniitzen, zu einer Funktion gelangt, die auBer 
von P und e auch noch von dem Werte der Anderung von e, d.h. von 
de 
ds 
elementes“* (P,¢,e’) anzusprechen hatte, ganz abgesehen davon, daB sie 
zudem sogar noch von der Differentiationsrichtung t abhangig ist. Um uns 
zunachst wenigstens von der durch das Hereinspielen von e’ verursachten 
Willkiir frei zu machen, miissen wir der beim Fortschreiten in der Richtung t 
vorzunehmenden Anderung von ¢ ein Gesetz auferlegen, mit anderen Worten: 
wir miissen fiir e eine Richtungsiibertragung einfiihren. Nichts liegt da 
naiher, als daB wir e einer infintesimalen Parallelverschiebung in der Diffe- 
rentiationsrichtung unterwerfen. Wir wollen die unter dieser Koraussetzung 
ausgefiihrte Ableitung von @ (2) nach der Bogenlange in der Richtung t mit 
dem Symbol 


e’ abhangt, die man also fiiglich als eine Funktion eines ,,Kriimmungs- 


6 
ds 
bezeichnen. 
Fiir die wirkliche Durchfiihrung dieser Art von Differentiation sei fol- 
gendes Beispiel angefiihrt: Es sei 0 = e; dann wird 
de 


F =qxe; 


dies ergibt sich unmittelbar aus den Grundauffassungen der kinematischen 
Differentialgeometrie: Da } = g + Gn als der Drehvektor des begleitenden 
Dreibeins eines auf der Flache in der Richtung t durch P laufenden Streifens 
definiert ist und in b, wie als bekannt angesehen werden darf, alle Bestand- 
teile auBer der geoditischen Kriimmung @G durch P und t, zum Teil sogar 
schon durch P allein bestimmt sind, wahrend G noch jeden Wert annehmen 
kann, wenn wir alle das Linienelement (P, t) enthaltenden Flachenkurven 
in Betracht ziehen, so kénnen wir von jedem Punkt P aus in jeder Richtung t 
den Kérper so verschieben, daB die Maizah] G der Normalkomponente 
der Drehung verschwindet, der Drehvektor also g wird, und diese Bewegung 
ist die infinitesimale Parallelverschiebung; die Anderungsgeschwindigkeit 
von e, die der Fortschreitungsgeschwindigkeit t des Punktes entspricht, 
ergibt sich aber bekanntlich als das Vektorprodukt der Drehgeschwindigkeit, 
d. h. hier des Vektors g, mit dem Vektor e. 


8) Eine vektorielle Linienelementfunktion mu8 als notwendige Bedingung dafiir, 
daB sie als Richtungsableitung einer reinen Ortsfunktion auffaBbar sei, die erfillen, 
daB ihre Werte in einem Punkt P den Vektoren t affin entsprechen; dies ist eine unmittel- 
bare Folge der Kettenregel der Differentialrechnung. g geniigt zwar dieser Bedingung, 
jedoch im allgemeinen nicht der Integrabilitatsbedingung. Hierzu siehe Sitzgsber. 
bayer. Akad. Wiss., Math.-nat. Abt. 1929, 172, Gl. (12), und Jber. dtsch. Math. Ver. 39, 
177 Gl. (26), 180 FuBnote 1, Gl. (b), (1930); vgl. auch FuBnote 24 der vorliegenden 
Arbeit 
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‘ ' 5 ‘ 
Durch die Operation z entsteht nun aus @ (2), wie schon erw&hnt, 


zunadchst eine Funktion des Ortes P und der beiden Richtungen e und t, 
also eine Funktion zweier Linienelemente mit gemeinsamem Zentrum P. 
Meistens wird man aber e durch eine Vorschrift an t binden, etwa dadurch, 
da8 man den Richtungswinkel y von e in dem zugrunde gelegten Bezugsnetz 
als Funktion des Richtungswinkels m von t gibt; es muB aber nochmals 
betont werden, daB diese Festsetzung nicht fir den ProzeB der Differentiation 
in der Richtung t gelten soll, bei dem ja e infinitesimal parallel in der Rich- 
tung t verschoben werden sollte, sondern nur fiir die gegenseitige Lage der 
Linienelemente (P,e) und (P, t) vor dem Beginn der Differentiation. Die 
vorherrschende Auffassung wird im folgenden die sein, da den beiden 


_ n ; 
Sonderfillen y = gy, d.h. e=t, und y=g+,,d.h. e =n Xt eine be- 


sondere Rolle zugewiesen wird; im ersten Fall werden wir von einer Léngs- 
ableitung, im zweiten von einer Querableitung sprechen. — Es darf hier nicht 
verschwiegen werden, da man natiirlich immer durch eine geeignete Ab- 
machung (P, t) selbst statt (P,e) als Argument einfiihren kénnte, so daB 
man sich auf die Beschaftigung mit Differentiationen in der Richtung des 
Argumentelementes beschrinken kénnte, ohne die Allgemeinheit der Re- 
sultate zu beeintrachtigen 

2. Der Weg, um das Ergebnis der auf eine vorliegende Linienelement- 
funktion ® angewandten Operation j wirklich zu finden, fiihrt nun in den 

as 


meisten Fallen tiber die zunachst gewodhnlich allein mégliche Bestimmung 
der geometrischen Ableitung von @ langs einer gegebenen, den Vektor t 


beriihrenden Flachenkurve y unter der Voraussetzung, daB e t sei, und 


‘ e . “ é 
zwar im Gegensatz zu der oben fiir die Ausfiihrung der Operation d 
& 
grundsatzlich getroffenen Festsetzung auch wahrend des Differentiations- 
prozesses, so da also auBerdem e’ t’ anzunehmen ist; die unter dieser 


Voraussetzung vollzogene Ableitung sei in der gewohnten Weise mit LJ be- 
zeichnet 

Es wird namlich méglich sein, diese beiden Arten von Differentialope- 
rationen zueinander in Beziehung zu setzen. Wir miissen nur die in die 
Flachennormale n fallende Komponente der relativen Drehung des be- 
gleitenden Dreikants (n,t,j) der Kurve y gegen die langs y infinitesimal] 
parallel verschobene Beriihrebene der Flache in die Betrachtung einfihren. 
Ihre Gr6éBe ist an jeder Stelle P von y einerseits per definitionem durch die 
geodatische Kriimmung G von y, andererseits nach unseren Erklarungen 
der Symbole . und - durch die Differenz a gegeben; dabei ist 

‘ ds ds ds ds 

als Fihrungsbewegung, auf die die beiden soeben betrachteten Bewegungen 
bezogen sind, die des Dreibeins (n, t,, t.) lings yanzusehen. Demnach ist zu- 
vorderst 
dq 0g 


GQ 
— * ds 


Beniitzen wir nun fiir den Augenblick noch die von P in der Richtung t 
auslaufende Isogonaltrajektorie der Netzlinien anstelle der Kurve y; anders 


29a 
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ausgedriickt: bilden wir die Richtungsableitung von @ unter der Annahme, 

daB das als Argument von @ dienende Linienelement e = t einen konstanten 

Winkel mit den Feldlinien des Vektorfeldes t, einschlieBt. Bezeichnen wir 

ganz allgemein die unter dieser Voraussetzung berechnete, also von der Wahl 
‘Ee : : ' . o®@ 

des Bezugsnetzes abhangige Ableitung von @ in der Richtung t mit _— 
cs 


Cc¢ 


so daB also z. B. 0 ist, — so wird ®) 
d® o@ eDdg¢ b56@D OD @@ bp 
: + und = -; + -= 
ds és égp ds ds és ep ds 


hierbei ist jedoch zu beachten, da die Werte der Funktion @ und ihrer Ab- 
: a@ om. . ‘ ons ‘ > 
leitungen und in diesen beiden Gleichungen im allgemeinen nur da 
cs cf 


gleich sein werden, wo die Linienelemente, die als die Funktionswerte be- 
stimmende Argumente gebraucht werden, identisch sind, also im Ausgangs- 
punkt P. Fir diesen erhalten wir demnach durch Gleichsetzen der Werte 


a@ 
von 
C8 
d@® oD dq O@D o@ 6 ¢Y . 
d 8 d vi d s d s : c | d 2 
folglich wird'®) 
Gq q G 
() Oo®D d@ Q o@ 
ds ds Og 
Ist ® in allgemeiner Weise von e abhangig, d. h. e+t, ist mit anderen 
Worten @ eine Funktion von P und  , x aber eine gegebene Funktion von 9g, 
od dy 


° . c 
so ist in (1) nur 
eg Ox dq 
aber auch nur wenn man diese Annahme macht, so tritt formal keine Ande- 
rung in der Beziehung (1) ein; jedoch ist zu bedenken, dafs dann ein anderes 


Richtungsargument in @ eingeht als oben. 


zu setzen. Wahlt man speziell 7 = g + const, 


Fir @ @ liefert die Gleichung (1) wieder, wie es sein muB, den friher 
beniitzten Ausdruck fir G. 


" 7 - : . ah Sa d ‘ 
Nimmt ran als Kurve y, lings der die Differentiation auszufiihren 


/ ds 
, ati — ‘ ‘ é 1 : 
ist, eine geodatische Linie, so wird wegen G = 0 einfach = ; die Ope- 
ds ds 
; , : . ‘ . - . 
ration laBt sich demnach deuten als Richtungsableitung im gewohnlichen 


ds 
Sinn lings der geodatischen Linie, die in dem betrachteten Punkt P den 


*) Ausfihrlicher ware das so zu begriinden: 
. o@ , d® , , 
Zunichst ist | mit der Abkiirzung D,, usw.) PD, u' + Dyv' + D, 9’; ent- 
\ Cu }) ds 
= : o®@d , 
sprechend der oben im Text gegebenen Erklarung ist also - Dy u’ + Dy, v’. Durch 
8 


; eo@m ‘ ‘ . — 4 
Einsetzen dieses Ausdruckes fiir ergibt sich die erste Relation des Textes. Die ana- 


cs 
m é@ . 
loge Uberlegung gilt fiir j und fiihrt zur zweiten Relation. 
t 


8 
1°) Vgl. Cesaro, |. c. p. 164 Hat man sich den Sachverhalt einmal klar gemacht, 
so wird man die Beziehung (1) geradezu als unmittelbar evident anerkennen. 
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: : , . —" , 6 
Tangentenvektor t besitzt. Aus diesem Grunde wollen wir die Operation ds 
die geoddtische Ableitung an der Stelle P in der Richtung t nennen. 


Bei Anwendung auf reine Ortsfunktionen stimmt sie ebenso wie 


mit der gewohnlichen Richtungsableitung q iiberein; das steht im Einklang 
8 
mit (1), da fiir solche Funktionen ja die partielle Ableitung nach dem 
Richtungswinkel @ verschwindet. 
3. Um nach der Formel (1) die geodatische Ableitung einer vorgelegten 
Linienelementfunktion ® berechnen zu kénnen, mu man, wie wir sehen, 
o®@ ‘ - ; ‘ “ . 
vor allem kennen; diese partielle Ableitung ergibt sich aus dem Gesetz 
CG 
der Verteilung der Werte von ® auf die von einem Punkt P ausstrahlenden 
Tangentenrichtungen. 
So gilt z. B. fir einen mit dem begleitenden Dreikant (n, t, }) fest ver- 


bundenen Vektor q, den man als Funktion von P und t ansehen kann, wie 
man sich leicht iiberlegen wird: 


( 
; q nxXq; 
oF 
folglich ist nach (1) und nach der Grundformel der Streifentheorie 
éaq dq , oq . 
- * C= dx q—Gunxq=(d—Gn) Xq—qgxQqQ, 
¢ sa ¢ & Cc q 


wie es entsprechend der Bedeutung von g als geoditischem Kriimmungs- 
vektor selbstverstandlich sein mu8. Dadurch wird ein schon weiter oben fiir 
den Fall q e gefundenes Ergebnis bestatigt. —- Dieses Beispiel deutet 
zugleich auf die Méglichkeit hin, auch aus der Flache hinausweisende Linien- 
elemente als Argument zu beniitzen. 


, _ : , ) : ‘ ‘ 
4. Die Differentialoperation js Senigt bei Anwendung auf eine Summe 
as 


oder ein Produkt denselben Gesetzen wie die gewdhnliche Differentiation; 
dies kann man entweder direkt oder mit Hilfe von (1) nachweisen. 

- bie dias : ‘ 0 é é 4 3 

5. Haufig ist es wichtig, durch und und den Richtungswinkel g 

ds ds, ds, . 

von t ausdriicken zu kénnen. 

Wenn t = t, cos ¢ t,sin pm ist, so gilt bekanntlich fiir eine reine Orts- 
funktion F 

dF 


OF - . oF 
= COS @ + SING 
ds ? 08, t 08 


2 


Diese Forme! ]48t sich aber auch auf die Linienelementfunktion @ (P, e) 
anwenden, wenn e als Ortsfunktion festgelegt wird, wenn man, anders aus- 
gedriickt, eine ,,integrable Richtungsiibertragung“ fiir e auf der Flache 
einfiihrt; denn dadurch wird ® mittelbar eine reine Ortsfunktion. Um einer 

. : . é : 
durch die friher fir das Symbol ..- vereinbarte Bedeutung nahegelegten 
; de - 
: ; d d a 
Verwechslung vorzubeugen, wollen wir dann aber und statt —— und 
ds, ds, 68, 
schreiben. Es wird also zem&8 unserer soeben beziiglich e getroffenen 


82 
Abmachung 
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— d@® +a d@® 
ds ¥ ds, —y da, - 


. . - 5@ : : rhe =: P 
In diese Beziehung wollen wir nun mit Hilfe von (1) einfihren. Zu dem 


ds 
Zweck miissen wir vor allem dafiir sorgen, daB die Richtungsibertragung 
fir e so gewahlt wird, daB (1) gilt: dazu muB, wie wir sahen, y = p + const 
sein. Das darf aber nicht nur fiir die Kurve y gelten, die die Differentiations- 
richtung t beriihrt, sondern mu auch fir die Netzlinien stattfinden, deren 
Tangenten ja auch als Differentiationsrichtungen beniitzt werden. Wir 
miissen somit das Feld der Vektoren e als ein isogonales in das Koordinaten- 
netz legen und zugleich die Kurve y als Isogonaltrajektorie dieses Feldes 
und folglich auch der Parameterlinien annehmen; fiir die weiteren Ent- 
wicklungen haben wir danach die Beziehung zugrunde zu legen: - 
o®@ 


a@ : a@ 
: = COS G +T SINQ -; 
cs t C8, q 0 8 


In der Tat miissen wir hier im Einklang mit unserer Vereinbarung iber die 


a 


. e . d é ine 
Bedeutung des Symbols jetzt und setzen, weil die 


és ds, 08, ds, ~ 08, 
Netzlinien selbst zu den Isogonaltrajektorien des Netzes gehdten. Die All- 
gemeinheit des SchluBergebnisses, das wir suchen, kann, wie wir wissen, 
durch solche speziellen Festsetzungen beziiglich der Richtung e und der 
Kurve y nicht eingeschrankt werden. 
Nach (1) wird nun 


y 
+ 


O@ o®@ A a@ 
ds és o@ ’ 


wo der Querstrich die geodatische Kriimmung als diejenige der von P in 
der Richtung t auslaufenden Isogonaltrajektorie y des Bezugsnetzes kenn- 
zeichnen soll™). Sonach wird 


5@ 6... 86 «nde 
=Ccos Y + Sin g -¢, 
ds 08, 0 8,. ag 
. . . . . 7 
Speziell wird also, wenn wir einmal g = 0, zum andern ¢ » annehmen, 
5@ o® , o®@ o@® o® , @@ 
: -G, und = — G, : 
d 8) C8, og d 8, C 8, “ Cg 


weil G, = G, und G, = G, ist. Da ferner nach LIouvILLE fir jede Isogonal- 

trajektorie eines orthogonalen Koordinatennetzes, fiir die ja g = const gilt, 
G G, cos 9 4 Gs sin q 

ist, so finden wir 


5@ o@ —" o®@ Q Rad @ 
= cos @ | a” sin p ee (G, cos p + G, sin ¢) ae” 


ds 
11) Es ist “* , wie der Vergleich mit der zweiten der Beziehungen zeigt, 
aus denen die Giiltigkeit von (1) erschlossen wurde; es folgt auch daraus, daB 
G > — of und “* 0 ist. Man kann es sich aber auch unmittelbar klarlegen. 


Vgl. Cesaro, |. c. p. 162 (wegen der Vorzeichen der geodatischen Kriimmungen G, und G, 
der Netzlinien siehe FuBnote 20 der vorliegenden Arbeit). 
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folglich #2) 
(2) 


b56@ ' oe. oy 7) 
= COS @ ts i 
ds cos | ds, sin ¢ d 8, 


Ill. Anwendungen auf den geoditischen Kriimmungsvektor. 


Fassen wir nun speziell die vektorielle Linienelementfunktion ins Auge, 
die man erhalt, wenn man vom Darboux-Cesaroschen Kriimmungsvektor } 
die Normalkomponente wegnimmt und nur seine Tangentialkomponente 
iibrig 14Bt: den ,,geodatischen Kriimmungsvektor“ g, der simtlichen, das 
Linienelement (P, t) enthaltenden Flachenkurven an dieser Stelle gemeinsam 
ist. 


1. Wir wollen zunachst die geoddtische Liingsableitung des geodédtischen 
Kriimmungsvektors bilden. 


Um zu dem Zweck die Formel (1) anwenden zu kénnen, brauchen wir 
vor allem die partielle Ableitung von g nach g. Da 


§ = 9G, cos Y + g, sin & 


ist, wenn g, und g, die Werte von g fiir die Richtungen t, und t, sind), 
so erhalten wir, weil g, und g, bei festgehaltenem Punkt P und festgehaltenen 
Richtungen t, und t, von  unabhangig sind, 


0g ? : 
aq qj, SIN g Jo COS p. 


Hier steht rechts der Wert von g, der zu derjenigen Richtung gehért, die 
. , - 1 4 
aus t durch Stiirzen, d. h. durch Vermehren des Winkels g um - hervorgeht. 


Kennzeichnen wir weiterhin alle auf diese Richtung t* = n x t sich be- 
ziehenden GréBen durch ein Sternchen, so wird mithin 


€ c 
(3) ™ q*. 
CoP 
12) Im Stil der Mathematiker des 18. Jahrhunderts mag man sich die Beziehung (2) 
oder die allgemeinere 
5@D db@ _b6@ 


1 


dt . du dv 


so plausibel machen: Man betrachtet das ,,unendlich kleine“ Dreieck mit den Ecken 

(u,v), (u+ du, v), (u+ du,v+ dv) und die Anderung der Richtung e bei infinitesi- 

maler Parallelverschiebung einmal] direkt von (uv, v) nach (u + du, v + dv), zum andern 

auf dem Umweg iiber (u + du, v); die Endlage von e wird beide Male verschieden sein, 

aber der Winkelunterschied ist ,,unendlich klein von héherer Ordnung“ im Vergleich 

zu dem Inkrement von ® (namlich, wenn dieser Vorgriff auf das 19. Jh. erlaubt ist, 

nach dem Gauf-Bonnetschen Satz gleich dem Produkt des KriimmungsmaBes in die 
: ’ ’ 56@D b56@ ; 

Flache des Dreieckchens). So ,,sieht‘‘ man, daB 6@ du + dv sein ,,muBb“. 

du dv 
13) Dies kann als bekannt angesehen werden; es ergibt sich aber leicht auf folgende 
Weise (vgl. FuBnote 7): Es gilt 

, on on . an nn 

nxn n , cos p + - sin 4g nxX- cos n xX =— si = 

8 08, ? 0 8, ? 08; 7" O 8 ? 

q, COS P + g,SIN —. 
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Die gleiche Beziehung gilt ibrigens fiir alle Vektoren, die dem Vektoren- 
biischel t mit dem Scheitel P affin entsprechen, im besonderen also fiir t 
selbst }*): 


t, t*. 
Vermdge (1) und (3) gilt nun 
bq dq 
: Oa* 
ds ds ~ ° 


Fir diesen Vektor, der nach unseren friiheren Uberlegungen, wie g selbst, 
gewib eine Linienelementfunktion von (P, t) ist, mége eine abkiirzende Be- 
zeichnung eingefiihrt werden): 

dq 


ds 


(4) & 


-Gaq*. 

4) Nach (3) flieBt aus g = 7 t + N j unter Beriicksichtigung von | = t* nach einiger 
Umrechnnung 
N—WN*, N T*—T 2T, 


T', ss 
da nach Bonnet T + 7* = 0 ist. Vgl. Cesaro, I. c. p. 164. 
Unmittelbar ergeben sich N, und 7, aus der EvLerschen Formel fiir N und aus der 
BERTRAND-Bonnetschen Formel fiir 7 (vgl. Cesaro, |. c. p. 158 und_159). 
‘ 





é , : ‘ 
15) Auch aus der Beziehung ‘ q’ — @q* konnen wir skalare Relationen herleiten: 
ds 


Nach dem Satz, daB sich die Absolutgeschwindigkeit aus der Fihrungs- und der Relativ- 
on , bq 6T ON. 
geschwindigkeit additiv zusammensetzt, ist zunachst qaxa-4 t+ j | 
ds ; ds ds 
und g’ =b x q+ T’t+ N’j{; also wird 


6T ON. pw — m tet 
t {=Gun x 9+ T’t+ N’j—G(T* t* + N*f*) 
ds ds 
G(T} Nt) + 7T’t+ N’j—G(T*} N* t), 
folglich 
é6T SN . : ; =n 
Tt’ —G(N—N*) und - N’ —G(T* —T) = N’ + 26T. 
ds ds 


Dies hatte sich bei Verwertung der Resultate der vorigen FuBnote auch sofort auf 
Grund von (1) anschreiben lasser. 


ON of .. ;. ; ° Pe ; oe 
und sind im wesentlichen die von Cesaro mit N und T bezeichneten Linien- 


ds ds 
elementfunktionen (1. c. p. 164, wo jedoch 7, N und @ anderes Vorzeichen haben als 
hier). Der oben in dieser FuBnote erscheinende Ausdruck fiir a acigt, a8 @ = Tt + BI 
ein tangentialer Vektor ist. Vgl. die Ausdriicke K und K, bei DarsBovux lL. c. p. 358, 360. 

Wenn Cesaro im Verlaufe seiner Erérterungen die Worte ,,derivazioni assolute 
nello spazio“ gebraucht (1. c. p. 164, oben), so meint er damit nicht die ,,absoluten Ab- 
leitungen’‘ des Tensorkalkiils vgl. E. Cartan, Lecons sur la géométrie des espaces 
de Riemann, Paris 1928, p. 38 ff. und p. 96ff. —, die mit den ,,kovarianten Ableitungen“ 
eng zusammenhangen, welch letztere schon in der Arbeit von E. B. Curistorre., Uber 
die Transformation der homogenen Differentialausdriicke zweiten Grades, Crelles J. 
70, 46 (1869), vorkommen, wahrend der Name von G. Ricct stammt: Sui parametri 
e gli invarianti delle forme quadratiche differenziali, Ann. di Mat. II, 14, lff. (1886). 

Es diirfte nicht iiberfliissig sein, an Hand eines einfachen Beispiels einen Vergleich 
zwischen dem absoluten Differential D (in der Cartanschen Bezeichnung) und dem geo- 
diatischen Differential 6 zu ziehen: 

Im Text wurde fiir den tangentialen Vektor e als Linienelementfunktion berechnet: 
de =q x eds; auber von der Gestalt der Flache ist de nur von dem Ausgangswert 
von e abhangig, da es ja die Anderung von ¢ bei infinitesimaler Parallelverschiebung beim 
Fortschreiten um dt = tds bedeutet. Damit De bestimmt werden kann, muf 
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Folgerecht haben wir dann, weil g** = — gq ist, zu setzen: 
, d g* 
(4’) G+ — 9, + OQ, 


wobei die Differentiation nach s* langs irgendeiner den betrachteten Punkt P 
in der Richtung t* passierenden Kurve, die dort die geodatische Kriimmung G* 
hat, auszufiihren ist. 


2. Es wird sich in der Folge als wertvoll erweisen, wenn wir auch @ = g* 
der geodatischen Ableitung nach der Richtung t unterziehen; wir wollen 
also die geoddtische Querableitung des geoddtischen Kriimmungsvektors bilden: 

Da nach (3) wegen g** = — gq 


a g* 
op os 
ist**), wird 

dg* dg* 

6c 666 + @q. 


Auch fiir diesen Vektor mége eine besondere Bezeichnung eingefiihrt werden’) : 


& (a d * 
(9) G=—, +49. 
Entsprechend haben wir, wiederum wegen g** = — gq, zu setzen: 
me (ut dg Y 
(9) P= — 75 + G* g*. 


dagegen e (oder auch x) als Ortsfunktion gegeben sein; denn De bedeutet bekanntlich 
den Unterschied des Zuwachses de von e gegeniiber der Anderung, die e durch infini- 
tesimale Translation erleiden wiirde ; und zwar kénnen wir hier d e und 6 e so betrachten, 
wie sie von dem die Flache umgebenden Raum aus erscheinen. Demnach ist 
De=de—ée. 
Es liegt im Wesen des Prozesses, daB D e ein tangentialer Vektor sein muB. In der Tat 
gilt, mit m als Richtungswinkel der Differentiationsrichtung t, de = bd x eds, wobei 
nd=G+y,' mit G = G,cosg + G, sin anzusetzen ist; folglich wird De = 
inn ec = _ . 
(b—q) Xxeds=nxXe (G+ xy’)ds= - (Gds+ dy). Die Komponenten —sin y 
ox 
(G+ x’) ds und cos xy (@ + x’) ds von De nach den Richtungen t, und t, sind die ko- 
varianten Differentiale von e = (cos y, sin y) in bezug auf die gewahlte Basis der 
Grundvektoren (t,, t,). Es ware reizvoll, noch die Christoffelschen Symbole fiir dieses 
Beispiel zu berechnen, um die Ubereinstimmung mit der iiblichen Darstellung zu kon- 
statieren; dies mége jedoch dem Leser iiberlassen bleiben. 
16) Durch ahnliche Uberlegungen wie die in Fufnote 14) angeregten findet man 
1% 7e¢_ HOW Tek _ Oo 
TS =N N und Nf i 
Dies ergibt sich aber, wenn man die dort mitgeteilten Ergebnisse verwerten will, einfacher 
daraus, daB N** = N und 7'** = T' ist, oder auch daraus, daB 7'+ 7* und N + N* 
reine Ortsfunktionen sind, weshalb T, 4 T : N, + N* = 0 sein mub. 
17) Die geodatischen Differentialquotienten von 7'* und N* nach der Richtung t 
kénnte man auch auf die in FuBnote 15) gezeigte Art ableiten. Einfacher findet man aber 


aus 7* — — T und N* = 2 H —N, wo fiir die mittlere Kriimmung 4 als reine Orts- 
funktion om on ilt 
<tio - y : 
ds ds © 
67* dT* 5 N* d N* : 
- —G(* —F = —3GTf. 
ds ds ath = ds ds 
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3. Fir den spateren Gebrauch mégen hier schon die Werte der Langs- 
und Querableitungen des geodatischen Kriimmungsvektors fiir die Bezugs- 
richtungen t, und t, bereitgestellt werden: Da gj = g, und g3 = — q, ist. 
wird!’) nach (4), (4’), (5) und (5’) 


og OG» 1 y ° 
&, = a . — G, Qe. 6, =; + G2q ; 


c 8, 
7a eg a 0h aA 
G, = 24+@G : G=—. + Ge Qo; 
1 as, if 2 a8, 2 Se 
, . . , : é - d 7 d é 
hier ist, wie friiher schon einmal (in II, 5), = - und = zu 
ds, 08, ds, 08, 


setzen, damit G, und G@, die richtige Bedeutung haben. 


IV. Verteilungsgesetze fiir die Vektoren @ und G. 

Nach welchen Gesetzen hangen nun die neu eingefiithrten vektoriellen 
Linienelementfunktionen. wenn man sie in einem festen Punkt P der Flache 
betrachtet, von der Richtung t oder von @ ab? 

1. Bei Beriicksichtigung der schon oben herangezogenen Beziehung gq 
G, cos p + G2 sin m und der allgemeinen Liouvilleschen Formel 


' = _ d¢ 
G G, cos g + G, sin p + ds 
finden wir nach (4) 
d Pp | 


Y= £ (g1 COS Y + G2 Sin gy) - (@, cos p + G,sin gp + )c 4, Sin Y + §2COs 9g). 


ds 
Es ist unsere Absicht, in den rechts stehenden Ausdruck die auf die Netz- 
linien beziiglichen Werte der Vektoren G und & einzufiihren; zu diesem Be- 


hufe miissen wir, um die Ableitung ds 2 der Richtung t durch die Ablei- 
8 


d Ss : P ‘ : 
tungen q und da, den Richtungen t, und t, ausdriicken zu kénnen, wie 
8 8 > 
1 


schon friither das ‘Linienclement (P,t) durch eine integrable Richtungs- 
iibertragung in jedem Punkte der Flache festlegen, damit die drei genannten 
Richtungsableitungen einen eindeutigen Sinn bekommen; wir kénnen das, 
wenn die allen Rechnungen zugrunde liegende Relation (1) gelten soll, wieder 
wie bereits weiter oben nur in der Weise durchfihren, daB wir die Kurve y, 
die in diesem Fall ja auch als Trager des Argumentelementes dient, als In- 
dividium in eine Schar von Isogonaltrajektorien des Bezugsnetzes einge- 
bettet annehmen. Wiederum kann dies ohne Beschrankung der Allgemein- 
heit geschehen, weil wir ja wissen, daB @ nicht von der Anderung von t 
beim Fortschreiten lamgs y abhingt. Es ist also weiterhin g als konstant 
anzusehen; daher ist auf der rechten Seite der Gleichung ¥. = - , speziell 


48) Hierzu ist folgendes zu bemerken: Setzt man ty = », t,, to v, t,, 80 ist, wie 
man weib, bei Orthogonalitat der Parameterlinien 


: . 21n » 
élnv, n oC inv, 
> to 


Daher wird 


—— (¥,q,), usw. 
v, 08, 291 
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dg _ O@ 
ds 208 


= 0 zu setzen, und wir erhalten 


6) PS (g, cos p + Ge sin p) — (G, cos y + G, sin y) (— gq, sin p + g, cos ¢) 


. é . 
=|Ccos @ ‘a +sing ; a, ) (g, Cos + ge Sin ¢) 


(G, cos p + G, sin y) (— g, Sin Y + gz Cos ¢y) 


Og. , : Oe A 
. + cos@ sing 
C8 ? ? CO 8 


82 


, é af aq 
Os2 1 ’ i 2 2 
cos? ¢ + sin 9 cos p + sin*® p Oa, 


cos? m G, g, + cos p sin p G, g, — sin g cos g G, Gg, + sin® p G, g, 


a9, a3) 0 . 6G» ag 
cos? ¢ ha" Gi G2) 4 cos psin | x + Gq, + a, — Gz Ge) 


. 2a. . 
+ sin? p (5 + G, $1) 
Der Vergleich mit den am Schlu8B von III angefiihrten Ausdriicken lehrt 
mithin, daB gilt 


& = &, cos? mp + (G, — G,) cos mp sin y + G, sin’ g 


oder 
(6) 2% = G, + G, + (G, — G,) cos 2p + (G, — G,) sin 2 g. 

Dieser Ausdruck zeigt u. a., daB & nicht, wie etwa g, sein Zeichen wechselt, 
wenn t mit —t, d.h. m mit @ + 2 vertauscht wird; @ ist also, wie. z. B. 


N und T, eine Funktion des nichtgerichteten Linienelementes. 

Die der Formel (6) unmittelbar vorausgehende Beziehung*) hatten wir 
aber auch einfacher auf Grund folgender Uberlegung gewinnen kénnen: 
t, und t, brauchen gar nicht als Beriihrvektoren von Parameterlinien ge- 
dacht zu werden. Wenn man t, einer infinitesimalen Parallelverschiebung 
in der Richtung t unterwirft, so erleidet t, ebenfalls eine solche, weil dieser 
Vektor der Beriithrebene angehért und einen konstanten Winkel mit t, bildet, 
und, damit auch t dabei infinitesimal parallel verschoben wird, muB  kon- 


stant gehalten werden. Unter dieser — neuen — Voraussetzung wird daher 
5 ; ‘ 
= 0, und wir bekommen nach (2) unmittelbar 

og i) . 8 , 5 Gs 

fie ds (q, COS M + Ge Sin yY) = cos ¢ > pl sin @ = 


/ 5 ; é - ba, ; é 
cos @ (cos y 4 a + sing oe + sing (cos ¢ z. + sin z") 
1 2 1 


83 


Set “gee Se 5G. , 9:1), 2, OM: . 
=cos*y Gg, 4 cospsin g (7) + da, ) + sin?p 7, 
das ist aber noch einmal das vorhin schon gefundene Ergebuis. 


1%) Zerlegt man diese Beziehungen in ihre skalaren Bestandteile, so findet man fiir T 
und N (vgl. FuBnote 15) kubische Formen in cos p und sin 9, die die Verteilungsgesetze 
dieser Funktionen zum Ausdruck bringen. 

Das gleiche kann man mit der (7) vorausgehenden Beziehung machen: Neben 
T und N treten gleichberechtigt die Linienelementfunktionen T und N, die durch 
G = Tt + Nj+ xn definiert sind; x wird spater bestimmt werden (in IV, 4). 


Zusaiz bei der Korrektur: Hierzu vgl. Sitzgsber. bayr. Akad. Wiss., Math.-nat. K1. 
1949, Sitzung vom 11. Nov. 


Mathematische Annalen. 121. 30 
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Aus (6) flie®t unmittelbar, wenn g durch ¢ +> ersetzt wird: 
(6’) 2 G* = G, + G, — (G, — G,) cos 2 p — (G, — G,) sin 2 g. 


2. Die Funktion @ erweist sich als tangentialer Vektor. Es wird namlich 


d d 
n@ =n/( 7 — Gg") =n “2 ; 





wegen ng = 0 ist aber ng’ + n’ g = 0, folglich nach der Grundformel der 
Flachentheorie nq’ = — gq ng = 0, also 


n @ 0. 


3. Ein Gedankengang, der dem in IV, 1 gegen Schluf8 durchgefihrten 
analog ist, ]J4Bt uns, ausgehend von (5) und der dariiberstehenden Gleichung, 
erkennen, daB 


— é , 
Y= da (~ 91 Sin Y + Gz Cos Y) = 





6 : ‘ 7) , 
= COS ¢ ds, (— 9, Sin p + G2 cos py) + sin p ds, (— g1 8in Y + G2 COs Y) 


82 | 


5 


) 5 3, 9 
cos M sin ¢ (5% aad a) — &n'? “n 


oe 
= cos? p | 
ist, also !*) 
& = G, cos? m — (G, — G,) cos psin p 4 G, sin? ¢ 
oder 
(7) 26 = G, + G, + (G, — G,) cos 2 p — (G, — G,) sin 2 g. 

Auch @ ist somit auBer von P nur von der Tangente als Gerader, nicht 
von ihrer Orientierung abhangig. 

Aus (7) ergibt sich ferner 
(7’) 2 G = G, + G6, — (G, — G,) cos 2 p + (G, — G,) sin 2 g. 

4. Da alle Vektoren @ tangential sind, muB wegen (6) auch G6, — 6, 
der Berihrebene parallel sein. Daraus folgt, daB die Vektoren G, und 6, 
gleiche Normalkomponenten haben. Ihre GréSe bestimmen wir allgemein 
fir @: sie hat den Wert 


— * * 
nG=n(“* +Gg)=n ad =—n'g* = —gng*; 
nun ist 
sa du -— et dun. dn 
gxXq =(nx qs) * (x det )~ de % der’ 
also 
dnudn 


= un 
gug*t=N Te: 


Da nun diese GréBe wegen n t t* = 1 der Flachenmafistab fir die Abbildung 

der Flaiche auf die Einheitskugel n nach dem Prinzip gleichgerichteter Nor- 

malen ist, so ist sie gleich dem GauSschen KriimmungsmaS K; es ist also 
n@ = K. 


Alle Vektoren © im Punkte P haben demnach dieselbe Normalkomponente. 














Linienelementfunktionen und geodatische Ableitungen. 441 


V. Aus den Vektoren © und @ abgeleitete Ortsfunktionen. 
1. Aus den beiden Gleichungen (6) und (6’) ergibt sich durch Addition: 
G + G = G, + G,. 

Die Summe der zu zwei beliebigen, aufeinander senkrechten Linien- 
elementen der Flache in einem Punkt gehérenden Vektoren & hangt somit 
nicht von @, d. h. nicht von der Richtung t ab; ihr Wert ist allein durch 
den Ort auf der Flache bestimmt. 

Der Vektor 


- l 
(8) p= 5) (G, + G,) 


ist also eine reine Ortsfunktion, die von den Kriimmungseigenschaften der 
Flache im Punkt P in charakteristischer Weise abhangig sein muB. 

© ist aus den Vektoren & eines Punktes ebenso gebildet wie die mitt- 
lere Kriimmung aus den Normalkriimmungen der von einem Punkt aus- 
strahlenden Tangentenrichtungen; wir kénnen § als die mittlere geodéitische 
Liingsableitung von g bezeichnen, entsprechend der Schreibweise: 


_ 1/64 5 g* ) 
9=>5 (38 = de®) 
Da alle Vektoren @ tangential sind, gilt dies auch fir §. 
2. Aus (7) und (7’) finden wir 


G + G = G, + G,. 
Auch der Vektor 


(9) a= : (G, + G,) 


ist also eine reine Ortsfunktion auf der Flache, die gleichberechtigt neben 
tritt. 


Da man statt (9) auch 
1/dq* 459 
m=3 ( ds zs) 
schreiben kann, so kénnen wir & die mittlere geoddtische Querableitung von g 
nennen. 

Erst spater werden wir erkennen kénnen, daB & ein Normalvektor der 
Flache in P ist. 

3. Betrachten wir an einer Stelle P die Veranderung von © und & mit 9, 
so sehen wir, daB die Endpunkte dieser Vektoren, sofern wir sie an einen 
festen Punkt M angeheftet denken, Ellipsen beschreiben, deren Mittelpunkte 
durch die von M aus abgetragenen Ortsvektoren § und & festgelegt sind; 
dies lehrt ein Blick auf (6) und (7). Diese Ellipsen sind kongruent und liegen 
parallel; wir erhalten den Endpunkt von @ aus dem von @ dadurch, daB 
wir zu dem Ellipsenhalbmesser @— den im positiven Sinne konjugierten 
ziehen und an § anheften. Dreht sich t monoton um den Winkel z, so 
wird jede der Ellipsen gerade einmal durchlaufen. Wird M in P gelegt, so 
fallt die G-Ellipse in die Berihrebene. 

4. Aus (6) und (7) kann man leicht die partiellen Ableitungen der Vektor- 
funktionen © und @ nach gy berechnen; man findet nach (6) 

30* 
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06 
og 

folglich nach (7’) 


= — (G, — G,) sin2 gp + (G, — G,) cos2¢, 


96 Ls 
eG _93(9-G*); 
oP 

ebenso wird nach (7) 


— ~ (6, — G,) sin 2 p — (G, — G,) cos2¢—p, 


mithin nach (6’) 
c G - 
2 (G* - 
ae 2 (G D) . 


VI. Verkniipfung mit den Fundamentalgleichungen der Flichentheorie. 


Wir wollen nun die Vektorfunktionen § und & genauer untersuchen. 
Um die Rechnungen ‘zu vereinfachen, mége weiterhin das Netz der Kriim- 
mungslinien als Bezugssystem zugrunde gelegt werden. 

1. Da unter dieser Voraussetzung die Normalwindungen 7’, und T’, ver- 
schwinden, wird ‘ 

g, = N,t, und 4g, - Ng t,; 


folglic h (vgl III, 3) 


a(N, te) aN, 


j + G, N. 2 vi -+G6,N, 
G, as, G,N,t, és, t, + Ny a8, Nt, 
N , — ON —. 
oa. te + Nid, X te + G, Net, ae 2 +N Gn t+ G; Net, 
1 
oN > i , ’ 
ae, t+ G,(N,—N,) th; 
ebenso wird 
a ( N, t,) a oN ot » 
&, . : G,N,t.=- F = t,—N, De, +G,N,t, 
IN, . N, — ie 
“.* t, — N,d, Xt, + GN; t, “—* t, —N,G, nxt, + G,N;t, 
08, 7s = . 08, os . . 
an kia , 
- Oa, t, + G, (N, — N,) t,- 


Daraus folgt 


‘ ¢ N, y T T oN a r\\ 
2 & = (- “ride G, (N; N,)) uw + G,(N, — Ny) ) te. 

Die beiden in den Klammern stehenden Ausdriicke lassen sich nun mit 
Hilfe der Codazzi-Mainardischen Gleichungen vereinfachen, die fiir die 
Kriimmungslinien als Bezugslinien folgendermaBen lauten 2°): 


én, 


aN, 
Co 8) 


= G,(N, —,), = G, (N, — N,)- 


*®) Stehe Cesaro, |. c. p. 158. (Es ist zu beachten, daB dort G, mit anderem Vorzeicken 


gebraucht wird als hier, wahrend G,, nicht ganz konsequenterweise, das gleiche Zeichen 
hat wie hier.) 
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Hiernach wird 
29=-t, = (N, + N,) +t, a, (N, + N;). 


Nun ist - (VN, + N,) =H die mittlere Kriimmung der Flache im be- 


trachteten Punkte. Wir finden also, wenn wir den schon bei friiheren Ge- 
legenheiten beniitzten Differentialoperator 2") 
ra) 7) 
d=t, a8, —% 08, 
heranziehen 22), 


(10) § =D4. 


Dies ist wohl die einfachste Form, auf die man die Codazzi-Mainardischen 
Gleichungen bringen kann. 

Rufen wir uns die geometrische Bedeutung der auf eine skalare Orts- 
funktion angewandten Operation D ins Gedichtnis**), so finden wir folgende 
Deutung fir den Vektor §: er beriihrt die durch P laufende Niveaulinie 
des Skalarfeldes H in P, sein Betrag ist gleich der Anderung von H in der 
Querrichtung, und er ist so gerichtet, daB das Anwachsen von H nach rechts 
hin erfolgt. 

Bei den Flachen konstanter mittlerer Kriimmung und nur bei diesen 
ist also H = 0. 


2. Auf ahnliche Weise behandeln wir die Vektorfunktion &: 
Es wird 
6, + 6, —_ “8s + Gi — <1 + Ge Ge- 
0 8, 0 8 

Wir kénnten nun weiter wie oben verfahren; die Anwendung der Codazzi- 
Mainardischen Gleichungen in der oben beniitzten Form wiirde uns darauf 
fihren, da8 die skalaren Faktoren von t, und t, verschwinden und der Skalar- 
wert der Normalkomponente das Doppelte des GauBschen Kriimmungs- 
maBes ist. Wir kénnen das aber auch unmittelbar erkennen, selbst ohne 
das Netz der Kriimmungslinien zugrunde zu legen, wenn wir auf die Zu- 
sammenfassung dieser Gleichungen zu einer Vektorgleichung zurickgreifen, 
die folgendermaBen aussieht*): 


O 


2Ku=(5, > Gs) 92 — fr = @,) a1» 


21) Sitzgsber. bayer. Akad. Wiss., Math.-nat. Kl. 1947, 179ff.; 1948, 71ff., wo noch 
auf weitere Literatur verwiesen wird; vgl. auch Arch. Math. 2, 17ff. (1949). 

22) Vgl. Cesaro, l. c. p. 164, wo zwei der Beziehung (10) aquivalente skalare Glei- 
chungen wohl zum erstenmal vorkommen. 

23) Wird fiir den Augenblick t als einer der beriihrenden Einheitsvektoren der durch 


, oH 

P laufenden Linie H = const genommen, so ist wegen —— =0 
_.,9H ,¢H__ 0H. 
auat as toe toe? 


hieraus ist die Deutung des Textes zu entnehmen. 

*%) Siehe Sitzgsber. bayer. Akad. Wiss., Math.-nat. Abt. 1929, 172, Gl. (12), wo die 
genannte, mit zwei skalaren Relationen gleichbedeutende Vektorgleichung in allge- 
meinerer, namlich fir beliebige Parameter giiltiger Form steht; ferner Jber. dtsch. 
Math. Ver. 39, 180 (1930) FuBnote 1) Gl. (b), (wo die beiden Skalare g, und g, 
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wofir wir tibrigens jetzt auch schreiben kénnen 


é | 
2Kn= 9 Gs 4 
Cc 8, c 82 
Wir erhalten danach 
(11) R Kn. 


Auch diese Beziehung kann demnach als einfacher Ausdruck der Codazzi- 
Mainardischen Gleichungen angesehen werden. 

3. Hiernach haben je zwei der Vektoren &, die zu zwei zueinander senk- 
rechten Tangenrichtungen t und t* in einem Flachenpunkt geh6éren, entgegen- 
gesetzt gleiche Tangentialkomponenten. 

R verschwindet bei den abwickelbaren Flachen und nur bei diesen. 

4. Aus dem theorema egregium von Gauss folgt schlieBlich der Satz: 

Der Vektor & ist biegungsinvariant mit der Flache verbunden. 

Dieser Formulierung liegt die Vorstellung zugrunde, daB an den Ver- 
biegungen einer Flache ihre Begleitkérper als starre Gebilde teilnehmen. 


VII. Verallgemeinerung des Operators 9. ‘ 


Das Auftreten des Differentialoperators D in unseren Uberlegungen legt 
es nahe, diesen zu einem auf Linienelementfunktionen anwendbaren, eben- 
falls gegeniiber der Gruppe der Parametertransformationen invarianten 
Operator zu erweitern, den wir mit demselben Symbol bezeichnen wollen: 


7) t 6 
ds, lds, 


(12) ®D =t, 


mit Hilfe von (2) laBt sich die Invarianz von D gegeniiber gleichzeitigen 
Drehungen von t, und t, in der Beriihrebene verifizieren. Eine neue Be- 
zeichnung brauchen wir fir den Operator D in seiner weiteren Bedeutung 
deswegen nicht einzufiihren, weil er, auf reine Ortsfunktionen angewandt, 
mit dem Operator 2 in seiner alten Bedeutung -identisch ist. 

Die Anwendung der Operation D auf eine Linienelementfunktion bringt 
wieder eine solche Funktion hervor, deren Argument das urspriingliche ist. 

Mittels des Symboles D 14Bt sich u. a. die geodatische Ableitung aus- 
driicken, und zwar folgendermafBen: 


é t* > : 
ds 
Zum SchluB sei noch die Frage beriihrt, ob eine Differentialoperation, 
die denselben Zweck erfillt wie die geodatische Ableitung — namlich bei 
Anwendung auf eine Linienelementfunktion wieder eine solche zu liefern — 
nicht auch auf,andere Weise definiert werden kénnte. 


unter der Voraussetzung rechtwinkliger Parameterlinien, d.h. unter der Annahme 


v ‘ . ‘ aL Y y . 
@,2 = > » gemaB den Gleichungen (32) auf S. 178 durch G, bzw. — G, zu ersetzen sind.) 
Auf die Bedeutung, die die Codazzi-Mainardische Beziehung in Verbindung mit der 
Symmetrie eines gewissen, in der Flachentheorie auftretenden Tensors fiir die Statik 
der Membranen besitzt, hat d. V. schon in der Z. angew. Math. u. Mech. 7, 467 (1927), 


FuBnote, und inden Sitzgsber. bayer. Akad. Wiss., Math.-nat. Abt.1929, 173, hingewiesen. 


; es wy 
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In der Tat ist das méglich: Jede Richtungsiibertragung bietet die Unter- 
lage dazu. 

Die infinitesimale Parallelverschiebung, auf der wir die geodatische Ab- 
leitung aufbauten, hat den Vorteil, eindeutig durch die innere Metrik der 
Flache bestimmt zu sein; man kénnte es jedoch als Nachteil empfinden, 
daB sie im allgemeinen keine integrable Richtungsiibertragung bildet. Kénnte 
man durch den Verzicht auf den genannten Vorzug nicht vielleicht andere, 
unter Umstanden schwerer wiegende Vorteile erkaufen, etwa durch Zu- 
grundelegung einer integrablen Richtungsibertragung ? Dies sollte dann aber. 
wenn nicht im Rahmen einer speziellen Untersuchung andere Gesichts- 
punkte vorherrschen, eine solche sein, die allein durch die Flache festgelegt 
ist; als solche kommt, sofern die Flache keine Kugel ist, nur die auf das 
Netz der Kriimmungslinien gegriindete Ubertragung in Betracht. Es miBte 
sich also um eine Richtungsableitung handeln, die unter der Annahme zu 
erfolgen hatte, daB das Linienelement 2 einen konstanten Winkel mit dem 


- » = 2 ° . Cc » 
Netz der Kriimmungslinien bildet, d.h. um die Operation Be unter der Vor- 


aussetzung, daf 7',= T, = 0 ist, folglich N, und N, die Hauptkriimmungen 
und G, und G, die geodatischen Kriimmungen der Kriimmungslinien sind. 

Die weitere Verfolgung der Frage fiihrt bei Anwendung dieser Operation 
auf die Funktion q zu ahnlichen Beziehungen wie (4) und (5). 

Es zeigt sich aber, da keine Vorteile gegeniiber der Verwendung der 
geodiatischen Ableitung auftreten, so daB nur der Nachteil des Verzichtes auf 
die Invarianz gegeniiber Verbiegungen und der des Ausschlusses der Kugel- 
flichen iibrig bleibt, wobei betont werden muB, daB die Biegungsinvarianz 
nur die Erklarung des Differentiationsprozesses, bei nicht-skalaren Funktionen 
aber nicht dessen Ergebnis betrifft. Trotzdem sind Fragestellungen spe- 
zieller Natur denkbar, fiir deren Behandlung die Beniitzung der soeben 
besprochenen Art der Richtungsiibertragung brauchbar oder sogar wertvoll 
sein kann — wie wir uns denn ja auch tatsichlich in dieser Arbeit bei ver- 
schiedenen Gelegenheiten dadurch geholfen haben, daf wir uns auf der- 
artige besondere Ubertragungen stiitzten. 


(Eingegangen am 10. Mai 1949.) 
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Die Verzweigungsgruppen in der Galoisschen Theorie 
beliebiger arithmetischer K6rper. 
Von 


WotrGane Kru tt in Bonn. 


Es sei & ein beliebiger ,,arithmetischer“‘ Kérper, d. h. der Quotienten- 
kérper eines im iibrigen v6llig willkirlichen, ganz abgeschlossenen Inte- 
gritatsbereiches R. N sei ein endlicher, separabler Normaloberkérper von &, 
S der Ring aller von & ganz abhaingigen Elemente aus %. Dann 1aBt sich, 
genau wie im Spezialfall der endlichen algebraischen Zahlkérper oder der 
bewerteten Kérper'), jedem Primideal p aus S ein zwischen R und & liegen- 
der Zerlegungs- bzw. Tragheitskérper mit den iiblichen Eigenschaften zu- 
ordnen. (Der Beweis, den ich zuerst in einer in den Erlanger Sitzungsberichten 
erschienenen Note skizzierte*), wird in § 1 nochmals kurz rekapituliert und 
erginzt.) Der Hauptinhalt der vorliegenden Arbeit ist der Nachweis, daB 
auch ein Verzweigungskérper bzw. eine Verzweigungsgruppe allgemein so 
eingefiihrt werden kann, daf man in den bekannten Spezialfaillen auf den 
(ersten) Verzweigungskérper bzw. die (erste) Verzweigungsgruppe im tb- 
lichen Sinne des Wortes zuriickkommt. Zur Formulierung der allgemein 
brauchbaren Definition benétigt man allerdings einige neue, von den klassi- 
schen Beispielen her nicht ohne weiteres vertraute Begriffsbildungen. Es 
sei p das Primidea! aus GS, dessen Verzweigungsgruppe gesucht ist, und von 
dem wir ohne wesentliche Beschrankung der Allgemeinheit annehmen 
kénnen und wollen, daB es das einzige maximale Primideal in S darstellt*). 
Als Ausgangskoérper 8 sei gleich der Tragheitskérper von ) gewahlt, so daB 
alle Automorphismen von ® tiber & die einzelnen Klassen des Restklassen- 
kérpers % = G/p in sich tiberfihren. In S werden nur invariante Ideale 
betrachtet, d. h. solche Ideale, die bei allen Automorphismen von % tiber & 
in sich selbst tibergehen. Man iiberzeugt sich leicht, daB jedes beliebige 


') Zur Theorie der bewerteten Koérper vgl.: M. Deurrinc: Verzweigungstheorie be- 
werteter Kérper, Mathem. Ann. 105, 277—307 (1931). W. Krutxi: Galoissche Theorie 
bewerteter Kérper, Sitzgsber. Minch. Akad. Wiss. 1930, 225—238. W. Kruti: All- 
gemeine Bewertungstheorie. J. reine, angew. Mathem. 167, 160—196 (1931). (Bei den 
endlichen algebraischen Zahlkérpern handelt es sich vom allgemeinen Standpunkt der 
arithmetischen Kérper aus im wesentlichen um den Spezialfall diskret bewerteter 
Korper.) 

*) Sitzgsber. Phys.-med. Suz. Erlangen, 67, 323—328 (1935/36). In Zukunft mit 
,,Erl. Sb.“ zitiert. 

3) Da wir bei den weiteren Betrachtungen den Tragheitskérper als Grundkérper wahlen 
ist unsere Voraussetzung sicher erfillt, wenn p RN p das einzige mazximale Prim 
ideal in S R R ist. Die letztere Annahme kann und soll aber weiterhin immer ge- 
macht werden. Ware sie namlich nicht von vornherein realisiert, so brauchte man nur 
R durch den zu p gehédrigen Primidealquotientenring Ry KR mit dem einzigen 
maximalen (an die Stelle von p tretenden) Primideal p’ p-Rp und S durch 
den Ring S’ S-R’ zu ersetzen. Vgl. hierzu meine weiterhin mit ,,Beitrage III“ 
zitierte Arbeit: Beitrige zur Arithmetik kommutativer Integritatsbereiche IJl. Zum 
Dimensionsbegriff der Idealtheorie, Math. Z. 48, 745—766, Nr. 1 u. 2 (1937). 
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endliche (d. h. mit endlicher Basis versehene) G-Ideal in einem invarianten 
endlichen Ideal enthalten ist, und da zu jedem endlichen, invarianten 
Ideal a mindestens ein echtes, maximales (nicht notwendig endliches), in- 
variantes Unterideal a,, existiert, derart, daB zwischen a und a,, kein weiteres 
invariantes Ideal eingeschoben werden kann. Bei jedem solchen Idealpaar a, 
a,, 14Bt sich das Restklassensystem a/a,, auffassen als ein Doppelmodul 
mit dem Restklassenkérper MN als Links- und der Gruppe & von & iiber & 
als Rechtsmultiplikatorenbereich. Wegen der Endlichkeit von a hat a/a,, 
endlichen Rang tiber ®, wegen der Maximaleigenschaft von a,, ist a/a,, 
einfach. a/a,, definiert daher in bekannter Weise eine irreduzible Darstellung 
1 (a, a,,) der Gruppe @ tiber dem Kérper R*). Die Verzweigungsgruppe ©, 
von p tiber & besteht nun einfach aus allen den Automorphismen A € G, denen 
bei stimtlichen Darstellungen A (a, a,,) die jeweilige Einheitsmatrix zugeordnet 
wird. Da8B die so definierte Gruppe G, wirklich den Charakter einer Ver- 
zweigungsgruppe besitzt, zeigt zunichst der in § 2 bewiesene Satz, daB G,, 
falls von der Einheitsgruppe verschieden, stets eine p-Gruppe sein muB, 
wobei p die Primzahlcharakteristik des Kérpers %. Da dariiber hinaus 
®, mit Recht als die Verzweigungsgruppe bezeichnet wird, ergibt sich aus 
der Betrachtung der Ringe G mit Maximalbedingung einerseits (§ 3, § 4) 
und der bewerteten K6érper andererseits (§ 5). Gilt fiir den Ring © die 
Maximalbedingung, ist also ) selbst ein endliches invariantes Ideal, so wird 
man nach dem Vorbild des Falles der endlichen algebraischen Zahlkérper 
erwarten, dah die verniinftig definierte Verzweigungsgruppe schon allein 
mit Hilfe des Restklassenbereiches D p? festgelegt werden kann. In der Tat 
erhalt man den Satz: FaBt man, (was offenbar méglich), p/p? als Doppel- 
modul mit dem Rechtsmultiplikatorenbereich © und dem Linksmultiplika- 
torenbereich R auf, und bildet man die endlich vielen irreduziblen Dar- 
stellungen A,,..., 4, von & itiber NR, die den Gliedern einer Kompositions- 
reihe von p/p? entsprechen, so besteht @, gerade aus allen und nur den 
Automorphismen A, denen in simtlichen Darstellungen 4; die jeweilige 
Einheitsmatrix zugeordnet wird. Dariber hinaus zeigen einfache Bei- 
piele, daB gewisse naheliegende Varianten der oben formulierten Verzwei- 
rungsgruppendefinition unzweckmaBig waren, und daB man insbesondere 
unter Umstanden nur eine echte Untergruppe der ,,richtigen‘* Verzweigungs- 
gruppe &, erhalt, wenn man im Falle eines Ringes S mit Maximalbedingung 
die Gruppe aller der Automorphismen A betrachtet, die jede Restklasse 
1us p/p? in sich selbst tiberfihren. 

Was die bewerteten Kérper angeht, so ergibt sich, das alle in diesem 
Falle fir den Aufbau des Verzweigungs- tiber dem Trigheitskérper giltigen 
Satze ohne irgendwelchen weiteren Riickgriff auf die Bewertungstheorie ausder 
einen Bemerkung abgeleitet werden kénnen, daB bei einem bewerteten 
Kérper ® alle Hauptideale des Ringes S invariant sind. Damit ist die Zweck- 
maBigkeit der allgemeinen Definition der Verzweigungsgruppe &, endgiiltig 
gesichert. §6 bringt einige Andeutungen iiber die mégliche Weiterarbeit. 
Einfache Beispiele zeigen, daB die Faktorgruppe @/@G, der Tragheits- nach 
der Verzweigungsgruppe jeden beliebigen Typ haben kann, da sie also 
keineswegs immer Abelsch sein mu wie im Falle der Hauptidealinvarianz. 


4) Die Darstellung A (a, am) ist eindeutig bestimmt, wenn wir tiber dem Darstellungs- 
kérper Aquivalente Darstellungen als nicht wesentlich verschieden ansehen. 














+45 Worreane Krut: 
Unter diesen Umstanden liefert die spezielle, bei bewerteten Kérpern giiltige 
Verzweigungstheorie nur verhaltnismaBig schwache Ansatzpunkte fir die 
Behandlung beliebiger arithmetischer Kérper. Vordringlich dagegen er- 
scheint die Untersuchung der Frage, ob zu jeder abstrakten irreduziblen 
Darstellung der Gruppe @ iiber dem Kérper ® in © stets ein Idealpaar 
a, a,, existiert, das gerade diese Darstellung erzeugt. 


$1. Zerlegungs- und Trigheitskérper. 


Wir behandeln zunachst kurz die bekannten Satze tiber Zerlegungs- und 
Tragheitskérper unter gleichzeitiger Erginzung einiger Liicken der urspriing- 
lichen Beweisskizze. Es sei 8 der Quotientenkérper des ganz abgeschlosse- 
nen Integritaétsbereiches # mit dem einzigen maximalen Primideal 5). 
® sei ein endlicher separabler Normaloberkérper von &, GS der Ring aller 
von ® ganz abhangigen Elemente aus %. Nach einem bekannten Satz®) 


gibt cs dann in S nur endlich viele maximale Primideale },, ..., },. Die 
Dp; »,liegen alle iber p*‘, d. h. es wird p; \R = ¥ (i = 1, . . ., m). und sie bilden 


in ihrer Gesamtheit gerade ein volles System iiber & konjugierter Ideale. 
Ist g, ein zu p, gehdriges Primarideal, das bei allen den Autoniorphismen A 
von ® tiber &, die p, in sich tiberfiihren, ungedndert bleibt, so sieht man 
sofort, daB genau n zu q, tiber & konjugierte Ideale g qu» a - + +> Qn existieren, 
wobei bei geeigneter Numerierung jeweils g; ein zu ); gehorige s Primirideal 
darstellt. Wegen der Maximaleigenschaft der p; sind die g; paarweise teiler- 
fremd. Es gibt also bei beliebig in G vorgegebenen a; stets ein den Kon- 
gruenzen ¢ = a; (q;) (i = 1,..., m) geniigendes S-Element c. 


Wir zeichnen nun unter den ; etwa das Primideal ), = ) aus und ver- 
stehen unter der Zerlegungsgruppe @, (von  tiber &) die Untergruppe aller 
der Automorphismen A von ® iiber &, die ) in sich selbst iberfihren. Der 
Zerlegungskérper &, (von pH tiber KR) ist der zu G, PN: Kérper zwischen 
RK und R. Schlie Blic h werde ©, =>=GN &,, ), = . R, gesetzt. Es ist 
dann offenbar S, der Ring aller von R ganz hnaniie n §,-Elemente und 
p, ein maximales Primideal aus ©, Fir jedes zu p gehdrige Primideal g 
wird q, = q © &, ein zu p, gehdriges Primarideal. 


Satz 1. a) &, ist der kleinste Zwischenkérper 2 von N und K mit der Eigen- 
schaft, dap iiber dem Primideal p, = § -\ 2 aus S, = S mr Q aufer p = p, 
kein weiteres Primideal von S liegt. —- b) Ist g ein beliebiges zu } gehdriges 
Primédrideal, q, q (\ &,, 80 gibt es zu jedem a € S, mindestens ein der Kon- 
gruenz a =a (q,) geniigendes a ¢ Rt’). 


Beweis: a) Zu jedem €¢€ gibt es nach de + Fe ceo mindestens 
ein den Kongruenzen 9 = € (p), 7 = 1 (p,) (¢ = 2, 3, . . ., n) geniigendes 7 € CS. 
Da durch die Automorphismen von @, die Ideale jg, ps, - - -. P, nur unter- 
einander vertauscht werden, geniigt die Norm # von 9 tiber St, den Kon- 
gruenzen B = (r=0(p), 8 = 1 (p,) (i = 2, 3,.., m) und wegen B¢€ GS, haben 


5) Vgl. Anm.*)! Die Maximaleigenschaft von p ist gleichwertig mit der Tatsache, 
daB in © jedes nicht zu p gehdrige Element Einheit ist. 

*) Vygl. Beitrage III, Nr. 1 und Nr. 2, Satz 5! 

7) Satz 7b wurde in Erl.Sb. nur fiir q, = p, formuliert, also fiir einen Fall, in dem 
der Beweis genau so gefihrt werden kann wie fiir bewertete Kérper. 
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wir pp 0 8+ HO Rk, =p, (i = 2,3, .., mn). Sicher geniigt also R, = 2 
der Bedingung von a). Daf andererseits jeder diese Bedingung erfiillende 
Kérper 2 ein Unterkérper von 8, sein mu, folgt miihelos aus elementaren 
gruppentheoretischen Uberlegungen. — b) Ist g ein zu ) gehériges Primar- 
ideal, so gilt das gleiche fiir das Unterideal 9’ = (q \ S,)-S von g. Denn 
q’ enthalt eine Potenz jedes Elementes aus p, und nach dem unter a) Be- 
wiesenen kann infolgedessen q’ kein von ) verschiedenes Primoberideal be- 
sitzen. Weiterhin ist g’ \ ©, = q © S, =4q, und es ist nach Definition 
q’ invariant gegeniiber allen Automorphismen, die 6, elementweise fest 
lassen, d. h. invariant gegeniiber &,. Nach einer der gemachten Bemerkungen 
gibt es daher zu q’ genau m iiber & konjugierte Ideale g’ = qj, q3, - - «> Gus 
wobei qj jeweils ein zu p,; gehériges Primarideal darstellt. Nach dem unter a) 
Bewiesenen sind weiter die zu den Primidealen p;, = p; \ S, gehérigen 


Primirideale gj 7 S, = qj alle zu q, = gq’ A G, teilerfremd (i = 2, 3,.. , n) 
und das gleiche gilt infolgedessen auch fiir tr, = qq, - G3, * ---- * Guz Zu jedem 


~ 


a€ ©, gibt es daher ein den Kongruenzen f = « (q,), 8 = 1 (t,) und damit 
erst recht den Kongruenzen ~ = «(q’), 8 =1(qj) (¢ = 2,3,..,m) geni- 
gendes f € S,. Die Relativkonjugierten von f iiber R entsprechen den Rechts- 
nebenscharen von @&, in der vollen Galoisgruppe © von ® iiber R, und aus 
der Konstruktion von # und der Definition von @, folgt sofort, daB jede von 
B selbst verschiedene Relativkonjugierte 6, der Kongruenz fp, = 1 (q’) ge- 
niigt. Fiir die zu R gehérige Re lativnorm a von P iiber R wird daher a= B 
=a(q’) und damit auch a= a (q’ r\ S, = q,). — Setzt man in b) fiir g q 
speziell », so erhalt man den Satz, daB die Re Tihiobes onkérper G/p und G,/p, 
identifiziert werden kénnen. Die allgemeine Behauptung b) tritt im Falle 
eines beliebigen Ringes R an die Stelle des von der Galoisschen Theorie der 
endlichen algebraischen Zahlkérper her wohlbekannten Theorems, daB 
p, = p- GS, das Erweiterungsideal von p auf G, darstellt. Die Frage nach 
méglichst schwachen idealtheoretischen Voraussetzungen, unter denen aus 
der Eigenschaft b) von ©, die Giltigkeit der Gleichung p, = p - S, erschlossen 
werden kann, soll hier nicht naher untersucht werden®). 


Von jetzt ab setzen wir voraus, da iiber » in © nur ein einziges Prim- 
ideal p liegt, daB also R mit R,, R mit S, und die Galoisgruppe G@ von N 
iiber & mit der Zerlegungsgruppe @, zusammenfallt®). Den Restklassen- 
kérper X = G/p fassen wir als Oberkérper des Restklassenkérpers K = R/p 
auf. Aus der Normalitaét von ® iiber & folgt sofort, daB auch R iber & nor- 
mal sein mu8. Dagegen braucht R iiber & nicht separabel zu sein. Den 
gréBten iiber & se parabeln Unterkérper von N bezeichnen wir mit R*, 
seine Galoisgruppe iiber mit G@*. Unter der Trdgheitsgruppe &, (von > 
iiber §) verstehen wir wie iiblich die Gruppe aller der Automorphismen aus 
@® = &,, die den Kérper N elementweise ungedndert lassen. Der zu G, ge- 
hérige Kérper ®, ist der Trdgheitskérper (von p tiber R). Im tbrigen setzen 
wir noch © = S 1 N, pp = p A NR, — Offenbar ‘ist G, eine invariante 
Untergruppe von & und dementsprechend §, normal tber &. 

8) Der fir Ringe mit Maximalbedingung in Erl.Sb. skizzierte Beweis der Gleichung 
p, = p- GS, ist nicht einwandfrei. 

*) Gleichzeitig diirfen und wollen wir annehmen, daB p = p, das einzige maximale 


Primideal in = SG, und dementsprechend § das einzige Primideal in © darstellt, 
{[vgl. Anm. *)1 
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Satz 2. a) Die Gruppe G/G, von N, iiber K ist isomorph zur Gruppe G 
von R* iiber KR. b) Der Kérper S,/p, ist (als Zwischenkérper zwischen R und 
R) identisch mit dem Kérper N*. c) Es wird stets p -S, = p,"®). 

Beweis: a) Ubliche gruppentheoretische Uberlegung. Am einfachsten 
geht man aus von einem (leicht zu konstruierenden) Element a, das die Eigen- 
schaft besitzt, daB gleichzeitig N KR (x) und R* R (%) wird, falls « die 
durch « reprisentierte Restklasse aus % bedeutet. Man hat dann nur zu 
beachten, daB nicht nur ein Automorphismus von ¥% iiber R durch Angabe 
des Bildes von a, sondern auch ein Automorphismus von ® iiber ® durch 
Angabe des Bildes von & eindeutig festgelegt ist. — b) Aus der Definition 
der Tragheitsgruppe ergibt sich sofort: Ist y ein beliebiges Element aus ®, 
7 die zugehdrige Restklasse, so geniigt y iber S,/p, einer Gleichung der Form 
(x — ¥)" 0. Daraus folgt, daB S,/p, einen Oberkérper von N* darstellt 
und aus Gradgriinden muB G,/p, = N* sein. c) Es sei « aus S, so gewahlt, 
daB gleichzeitig N, = KR (a) und N* & (%) wird. Dann muB die Diskri- 
minante von « iiber & eine Einheit aus R sein, und es wird infolgedessen 


S =R+R-a+---4+R-at—!, falls ¢ der Grad von GS, iiber KR. Wegen 
der linearen Unabhangigkeit von 1, «,..., «'—! tiber R ist auBerdem a, + 
+a,-a+--- +a_—,°a'-!(a;¢€R) dann und nur dann ein Element aus 


p,, wenn alle a; 


zu p gehdéren. Man hat also tatsiachlich p, = p - S,. 


§ 2. Die Verzweigungsgruppe. 


Von jetzt ab nehmen wir (unter Beibehaltung der Bezeichnungsweise von 
§1) R =®N, an. Wir setzen also voraus, daB p das einzige iiber p liegende 
S-Primideal ist, und da& auBerdem & eine total inseparable Erweiterung 
von & = R* darsteilt, so da® kein echter Automorphismus von ® iiber & 
existiert. Mit A, B,... bezeichnen wir die Elemente von © = @,, wahrend 
a, B, y,... durchweg Restklassen aus M und a, b,c,... Elemente aus © 
bzw. die durch diese Elemente reprisentierten Restklassen in gewissen 
(gleich nachher zu definierenden) Moduln bedeuten. Ein Ideal a (+ (0))") aus 
S wird invariant genannt, wenn es bei allen Automorphismen von @ in 
sich selbst ibergeht, wenn es also fiir jedes A gleichzeitig mit a stets auch 
a4) enthalt. Offenbar sind gleichzeitig mit a und b immer auch a + b, 
a ¢\ b,a-b6 invariant. Sicher invariant ist p. Ein invariantes Ideal ¢ heiBt 
maximales Unterideal des invarianten Ideals a, wenn ¢ echtes Unterideal 
von a ist, wahrend sich zwischen a und ¢ kein echtes, invariantes Zwischen- 
ideal einschieben ]4Bt. Ein invariantes Ideal a wird endlich genannt, wenn es 
(im itiblichen Sinne des Wortes) eine endliche Idealbasis besitzt. 

Hilfssatz 1. Jedés Ideal a = (ay, . . ., 4) ist in einem invarianten endlichen 
Ideal enthalten. 


10) In Erl.Sb. war Satz 2 nur fiir den Fall R = R* formuliert worden, allerdings 
unter dem Hinweis, daB der allgemeine Fall nur ,,unwesentliche Modifikationen“ er- 
fordert. 

11) Das Nullideal wird im folgenden von der Betrachtung ausgeschlossen. Nicht ganze 
(also nicht zu S gehérige Elemente enthaltende) G-Ideale kénnten an sich zugelassen 
werden; doch diirfen und wollen wir darauf verzichten, da jedes endliche nichtganze 
Ideal durch Multiplikation mit einem ganzen Hauptideal (a) + (0) in ein ganzes Ideal 
verwandelt werden kann. 

12) Mit aA bezeichnen wir das Bildelement von a hinsichtlich des Automorphismus A. 
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In der Tat, sind Ay = E, Aj, ..., An—1 die simtlichen Automorphismen 
aus &, so ist ersichtlich, ¢ = (aA*,a4:,..., aAn—2, aAn—1) das kleinste in- 


variante Oberideal von a2). 


Hilfssatz 2. Jedes invariante endliche Ideal a + (0) besitzt mazximale in- 
variante Unterideale. Diese sind ihrerseits alle Oberideale des invarianten 
Ideals a- p- 


Beweis: a) Es sei ¢ ein beliebiges echtes Unterideal von a = (a), . . ., @) 
und es werde durch einen ’ durchweg die Restklassenbildung nach ¢ ange- 
deutet. Dann ist p’ das einzige maximale Primideal von G’, und es sind nach 
einem bekannten Dedekindschen Schlusse sicher a’ und a’ - p’ verschieden"). 
a’: H’ +a" bedeutet aber, daB a’ - p’ + ¢’ ein echtes Unterideal von a dar- 
stellt. Ist daher ¢ ein echtes invariantes Unterideal des invarianten Ideals 


Q = (@,...,@,), so kann wegen der Invarianz von a: + ¢ nur dann ¢ ein 
maximales Unterideal von a sein, wenn a: +¢ =¢, also a: C cist. — 
b) Fir a = (a,,...,a,,) stellt a’ = a/a-p einen [nach a) sicher vom Null- 


modul verschiedenen} Modul mit dem Multiplikatorenbereich Q dar, und 
es besitzt dabei a’ einen endlichen Rang r < m, so daB fir a’ eine endliche 
Kompositionsreihe gebildet werden kann. Aus dieser Bemerkung folgt aber 
sofort die Existenzbehauptung von Hilfssatz 2, denn es entsprechen offenbar 
die Ideale zwischen a und a - ) umkehrbar eindeutig den Untermoduln von a’. 

Im folgenden mége a stets ein endliches invariantes Ideal, a, ein beliebiges 
invariantes Ideal zwischen a und a- ), a,, ein maximales invariantes Unter- 
ideal von a bedeuten. Wegen a > a, 2 a: p und der Invarianz von a und a, 
laBt sich das Restklassensystem a/a, als Doppelmodul auffassen mit dem 
Kérper ® als Links- und der Gruppe @ als Rechtsmultiplikatorenbereich, 
wobei natiirlich unter a- A die durch a4 reprisentierte Klasse aus a/a, zu 
verstehen ist. Da wegen der Annahme & =, fiir jedes «€R und jedes 
A € & stets a4 = « wird, gilt im Doppelmodul a/a, allgemein das assoziative 
Gesetz a - (a- A) (a-a)-A a-a-A'*), Wegen der Endlichkeit von a 


besitzt a/a, iber % einen endlichen Rang r. Ist a,, ay, . . ., a, eine feste Basis 
von a/a, tiber 325) und ordnen wir jedem A ¢€ & die zu dem Gleichungssystem 
rT 
a;-A = 3) a, +a gehdrige Koeffizientenmatrix |\«,|| zu, so erhalten wir 
1 


eine Darstellung r-ten Grades von @ iiber ®. Zwei durch verschiedene 
Basen von a/a, erzeugte Darstellungen von & sind tber 2 aquivalent. Wir 
wollen im folgenden dquivalente Darstellungen als nicht wesentlich ver- 
schieden ansehen, so daf} unbedenklich von der zu dem Modul a/a, gehdrigen 


m 
13) Aus a’ (aj, ..., @,) = a’: P’ folgte nimlich ein Gleichungssystem 2 ai, . (Piz - 
k=1 
dz) = 0 (i l,...,m; pik € p’) und da |p;,— d;,| (i, k 1, ..., m) eine Einheit 


in G’ sein muB, ergibe sich daraus weiter a’ (0), a ¢. 

14) Wiirden wir die « und A beide als Linksmultiplikatoren schreiben, so verwandelt 
sich des assoziative Gesetz in ein kommutatives. Es besagt dann einfach die Vertausch- 
barkeit der Operatoren « mit den Operatoren A. — Unser assoziatives Gesetz gilt nicht, 
wenn wir die invarianten Ideale selbst als Doppelmoduln mit dem Rechtsmultiplika- 
torenbereich G und dem Linksmultiplikatorenbereich @ auffassen. Daher wurde auch 
im Text von einer derartigen Auffassung nicht gesprochen. 

15) Wenn von einer Basis iiber R schlechthin die Rede ist, ist immer eine Basis von 
linear unabhangigen Elementen gemeint. 
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Darstellung A (a, a,) von & iiber R gesprochen werden kann. Bekanntlich 
ist die Darstellung A (a, a,) dann und nur dann irreduzibel, wenn a/a, als 
Doppelmodul einfach ist, also auBer dem Nullmodul (0) keinen echten Unter- 
modul besitzt. Da andererseits die Doppelmoduln zwischen a/a, und (0) 
umkehrbar eindeutig den invarianten Idealen zwischen a und a, entsprechen, 
haben wir: 


Hilfssatz 3. Die Darstellung A (a, a,) ist dann und nur dann irreduzibel. 
wenn a, = a, ein maximales invariantes Unterideal von a ist. 

Gestiitzt auf Hilfssatz3 definieren wir jetzt: Als Verzweigungsgruppe &, 
(von » tber R = ®,) soll die grdBte Untergruppe von & bezeichnet werden, 
die bei allen irreduzibeln Darstellungen A (a, a,) auf die Einheitsgruppe ab- 
gebildet wird. Da die Gruppe aller der Automorphismen A, die bei einer festen 
Darstellung A (a,a,) der Einheitsmatrix zugeordnet werden, stets in & 
invariant ist, folgt aus unserer Definition sofort, daB ©, als Durchschnitt 
von invarianten Untergruppen selbst eine invariante Untergruppe von & = &, 
darstellt. Dariiber hinaus beweisen wir zunichst: 


Satz 3. Ist &, von der Einheitsuntergruppe {E} von & verschieden, so ist 
stets N von Primzahlcharakteristik p, und es stellt G, eine p-Gruppe dar. 

Da nach dem Sylowschen Satz eine Gruppe, die (auBer dem Einheits- 
element) kein Element mit durch p unteilbarer Ordnung enthilt, stets eine 
p-Gruppe sein muB, geniigt es zu zeigen, daB im Falle &, + {E} notwendig ® 
Primzahlcharakteristik p hat und jedes Element A + E aus &, eine durch p 
teilbare Ordnung besitzt. Wir unterscheiden 2 Falle: a) Fir jedes invariante 
Ideal a und jedes a ¢€ a geniigt der Automorphismus A + E aus &, der Be- 
dingung a4 —aéa-jy. Hier sei a irgendein Element aus j, fiir das a4 - 

a+b-+a ist, und es werde bA = b + ¢,, cA° =c¢;4; (i = 1, 2,...) ge- 
setzt. ¢sei das (nach Hilfssatz 1 endliche) kleinste, das Element b enthaltende. 
invariante Ideal. Dann liegen nach Voraussetzung die Elemente ¢,, Co, .. . . 
alle in ¢- ) und man erhAlt, falls man die iterierte Addition durch ein x an- 
deutet, durch einen leichten Induktionsschlu8 die, Formeln: 


(1) at‘ —a4 (ixb) + ((i—1) xX c,) + (6 —2) Keg) +... cg (6 = 2,3,...) 


Aus (1) folgt sofort a4'—a=i x b(c- p). Ist also h die Ordnung von A 
und damit a4” —a 0, somuBh x bec: p sein. Ware nun A nicht durch 
die Charakteristik von ® teilbar, so folgte aus hxbé€c- und der Defi- 
nition von ¢ unmittelbar ¢ = ¢- p,was wegen der Endlichkeit von ¢ ausge- 
schlossen ist (vgl. den Beweis von Hilfssatz 2). Im Falle a) gilt also die zu 
beweisende Behauptung jedenfalls fir den Automorphismus A. — b) Ist 
die Voraussetzung von a) nicht erfillt, so gibt es ein endliches invariantes 
Ideal a, derart, daB a4 + a (a- p) fiir mindestens ein a¢ a. In diesem Falle 
bilden wir eine (wegen des endlichen Ranges des R-Moduls a/(a - p) sicher 
vorhandene) Kette a M >a >... >a =a), bei der a; jeweils ein 
maximales invariantes Unterideal von a;—, darstellt, so daB die R-G- 
Doppelmoduln a; —;/a; (i = 1, . .., r) die Gliedereiner Kompositionsreihe des 
RN-G-Doppelmoduls a/(a - }) sind. Es sei nun etwa g; der Rang von a; —3/a;, und 
es sei die Basis (a,,;...., Dy,¢,y Bp —1, 19+ + => Gr— 1,9, _ y+ + +9 Ady +» @,9,) von 


a/(a- p) so gewahlt, daB die Elemente aj, ..., aj,, jeweils eine Basis von 
‘ 
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a;—1/a; liefern. Dann ordnet diese Basis in der Darstellung A (a, a - p) dem 
Automorphismus A eine Matrix 


me... -8 
op — | Mer Mee - - 0 
MM, - Uy 
des Grades 0, + 0,-, + +--+, zu, wobei YW; gerade diejenige Matrix 


o;-ten Grades ist, die bei Benutzung der Basis a; },.. ., a;,,, dem Automor- 
phismus A in der irreduziblen Darstellung A (a;_,, a;) entspricht. Wegen 
der Zugehérigkeit von A zu G, mu8 nun Y,;; fiir jedes i die Einheitsmatrix 
o;-ten Grades werden. Andererseits kénnen nicht alle UM, (i >k) Null- 
matrizen sein, weil A nicht jedes Element aus a modulo a- p sich selbst zu- 
ordnet. Unter diesen Umstinden aber iiberzeugt man sich mihelos, daB YW 
nur dann gleich der Einheitsmatrix werden kann, wenn h durch die Cha- 
rakteristik p des Darstellungskérpers % teilbar ist!*). Satz 3 ist also auch im 
Falle b) richtig. 

Sind a,,..., a, endlich viele endliche invariante Ideale mit den maximalen 


x 
invarianten Unteridealen a,,,... - » Asm, SO soll unter JT A (ay, az,) diejenige 


vollstandig reduzible Darstellung verstanden werden, die dadurch entsteht, 
daB man A jeweils die Matrix 


%,,0....0 
ba, 
omen ad Y,, 


zuordnet, falls A durch A (ag, ay,,) auf U,, abgebildet wird. Aus der Defi- 
nition von &, folgt dann sofort: 


Satz 4. 6/6, ist die gréBte Faktorgruppe von @&, die eine vollisomorphe 
Darcey i 4 (Ay, pm) desitzt. G/G, ist dann und nur dann Abelsch, 


wenn alle Pn Darsiellungen A (Q, Gp) Abelsch sind. 

(Die zweite Behauptung von Satz 4 ist ersichtlich eine einfache An- 
wendung der ersten.) Bezeichnet man ferner einen Modul a/a,, vom Range 1 
iiber R als Hauptmodul, und beachtet man, daB jede Darstellung 1. Gra- 
des & auf eine zyklische Gruppe abbildet, deren Ordnung zur Charakteristik 
von ® teilerfremd ist, so kann man aus Satz 4 weiter schlieBen: 


Sotz 5. Sind alle Moduln a/a,, Hauptmoduln, so ist G/G, Abelsch und es 
ist die Ordnung von @/G, zur Charakteristik von N teilerfremd. 

Den zur Gruppe ©, gehdrigen_ Unterkérper ®N, von MN bezeichnet man 
als de n Verzweigungskorper (von » iiber §), und entsprechend wird man 
unter S, den Ring S 1 ®,, unter p, das einzige maximale Primideal p \ ©, 
aus G, verstehen. Wegen der Invarianz von @, in @ ist N, tiber R normal 
und da & =®, hinsichtlich p, ebenso wie hinsichtlich 5 die Rolle des 

16) Im wesentlichen bekannt. Bei der rechnerischen Nachkontrolle kann man die 
Betrachtung direkt auf den Fall einer Matrix ||a;x|| (i, k = 1,...,m) mit agg =1(6 = 


=1,....m),ae = O(k >i, (6 =—1,....m—1)); gz = 0(k <5, (§ = 2,...,m — 1)) Fe- 
duzieren, deren Potenzen sich unmittelbar anschreiben lassen. 
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Tragheitskérpers spielt, kann man auch in der Gruppe § = G/G, von N, die 
(zu p, iiber R gehdrige) Verzweigungsgruppe §, definieren. Nach dem Vor- 
bild der endlichen algebraischen Zahlkérper wird man erwarten, daB 9, 
stets gleich der Einheitsuntergruppe von § wird, und daB dementsprechend 
der Verzweigungskérper (®,), von p, iber & immer mit NR, zusammenfiallt. 
Indessen ist die Allgemeingiltigkeit der Gleichung (®,), =, zum min- 
desten keineswegs selbstverstandlich!”). Doch ist wenigstens leicht einzu- 
sehen, warum in den klassischen Fallen an dieser Stelle keine Schwierigkeit 
auftritt. Sowohl bei den endlichen algebraischen Zahlkérpern wie allgemeiner 
bei beliebigen bewerteten Kérpern sind namlich alle Moduln a/a,, Haupt- 
moduln, und es gilt allgemein 


Satz 6. Sind alle Moduln a/a,, Hauptmoduln, so ist stets (N,), = Ny. 

Fir (M,), +N, miBte nimlich § @’/G, nach Satz 3 eine durch die 
Charakteristik von R teilbare Ordnung besitzen. Andererseits ist nach Satz 5 
unter der Voraussetzung von Satz 6 die Ordnung von § sicher durch die 
Charakteristik von  unteilbar. — Die Menge aller der Automorphismen A, 
die bei sdmtlichen Darstellungen A (a, a,) — nicht nur bei den irreduziblen 
Darstellungen A (a, a,,) — auf das Einheitselement abgebildet werden, stellt 
eine Untergruppe @,, von &, dar, die offenbar ebenso wie ©, selbst in © 
invariant ist. Wegen G,, ¢ G, gilt ersichtlich Satz 3 nicht nur fir G,, 
sondern auch fir G,,. AuBSerdem erhalt man als Gegenstiick zu Satz 4 


Satz 7. Die Gruppe @/G,, ist die gréBte Faktorgruppe von G, die eine voll- 
& ’ 
isomorphe Darstellung IT A (ay, a,,) besitzt**). 
k=1 


Sind alle Darstellungen A (a/a,) vollstandig reduzibel, so sind die Gruppen 
®, und @,, sicher identisch. Andererseits wird ein Beispiel in §3 zeigen, 
daB es durchaus Fille gibt, in denen @,, eine echte Untergruppe von ©, 
darstellt. Gleichzeitig wird dort klar werden, dafB man unbedingt G, und 
nicht G,, als Verzweigungsgruppe bezeichnen muB, wenn man im allgemeinen 
Fall eine méglichst enge Analogie mit dem klassischen Fall der endlichen 
algebraischen Zahlkérper aufrecht erhalten will. (Die Bevorzugung von 
@, vor &,, wird im ibrigen schon durch die Uberlegung nahegelegt, daB 
es grundsatzlich zweckmaBig erscheint, eine méglichst groBe invariante 
p-Gruppe in @ auszuzeichnen.) 


§3. Ringe mit Maximalbedingung. 

Gilt fir den Ring S die Maximalbedingung, sind also alle S-Ideale end- 
lich, so 14Bt sich die Bestimmung der Gruppe ©, auf die Untersuchung der 
Darstellung A (p, p*) zuriickfiihren, in enger Analogie mit der Tatsache, 
daB im Spezialfall der endlichen algebraischen Zahlkérper @, definiert 
werden kann als die Gruppe aller der Automorphismen aus & = ©; die 
p modulo ? in sich selbst tberfiihren. Bei der Prazision und dem Beweise 
unserer Behauptung gehen wir von einer fest gewahlten Kompositionsreihe 
des Moduls p/p? aus, also von einer Kette von invarianten Idealen mg = 
=p?Cm,Ccm,c...Cm, = p, beider m,;—, jeweils ein maximales Unter- 

17) Tatsachlich wird stets (My)y = Ny. Vgl. den Zusatz bei der Korrektur am Schlub 
der Arbeit. 


#8) Der Ausdruck ,,vollisomorph“*‘(statt einfach ,,isomorph) soll den Gegensatz zur 
bloBen Homomorphie scharf hervorheben. 
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ideal von m;, ist, so daB die Moduln m;,/m,_, alle einfach, die Darstellungen 

A (m;, m;—,) von G alle irreduzibel werden. m,, (¢ = 1,..., 8; w = 1, 2,..;) 

bedeuten jeweils Elemente, die genau zu m,, also zu m, aber nicht zu m,_, 

gehéren. Einem Potenzprodukt p aus G von der Form 

2 @* My, * -+++* Myo * Mo, *-*** * Me 

(2) p n 1e, Me ‘2¢@ 
(€e=9(p); 0, +0.+--- 


* Mey "+++ + Mge 

0, = Q): 

das zwar (wie selbstverstandlich) in p’*, aber nicht in p* +! onthalten ist, 
mége die Hohe (05; 0, Qg,-- +. Qs) zugeschrieben werden. Bei zwei Po- 
tenzprodukten p =e - m,°---- Meo, Pp’ =e": mi * ++ * Mee" moge im Falle 
verschiedener Héhen die von p als gréfer bezeichnet werden als die von p’, 
wenn die erste nicht verschwindende unter den Differenzen 9;— 0;' (¢ = 
= 0, 1,..., 8) positiv ist. Zu jedem Element a + 0 aus G gibt es einen (selbst- 
verstandlich eindeutig bestimmten) Exponenten 9, derart, daB a zwar in 
~ ° ° ~ 1 }- . © . 

p°, aber nicht in pet liegt?*). a besitzt dann mindestens eine Darstellung: 


(3) a=b+ptpmt--+p, (bep*t), 


bei der die p; Potenzprodukte des Typus (2) sind, in deren Hodhen 
(Oio3 Oirs-- +> Qig) (@ = 1,...,@) durchweg Og = Oj, + Oi. + +++ + Cis = Oo 
wird. Die kleinste unter den Hoéhen (9; 0;;,.... js) heiBt die Hédhe 
der Darstellung (3) von a. Wegen 9;, + --- + Oj, = @, kommen fir die 
Hohe der Darstellung (3) von a nur endlich viele verschiedene Wertsysteme 
in Betracht. Unter den simtlichen Héhen aller méglichen Darstellungen 
von a gibt es daher eine (ersichtlich durch a und die feste Idealkette mpg, . . . m, 
allein eindeutig bestimmte) gréBte. Diese gréfte Hohe wird als die Hohe 
von a bezeichnet. Es gilt nun zundchst 

Hilfssatz 4. Konjugierte Elemente haben stets dieselbe Hohe. 

Man hat nur zu beachten, da wegen der Invarianz der Potenzen von p 
bzw. der Ideale m, ein zu $*, aber nicht zu pet? bzw. zu m,, aber nicht zu 
m,;—, gehériges Element bei jedem Automorphismus A stets wieder in ein 
Element derselben Art tibergeht. — Die Héhe von c-a ist offenbar gleich 
der Héhe von a oder gréBer, je nachdem c eine Einheit oder eine Nicht- 
einhejt in © ist. Andererseits wird, falls wir fir den Augenblick die Héhe 
von a mit h (a) bezeichnen, ersichtlich: 


(4) h (a, + --- + a,) > min (h (a), . . .. A (a_)). 
Aus diesen Eigenschaften der Héhe folgt sofort: 


Hilfssatz 5. Hat jedes Element einer Idealbasis von a eine gréBere Hohe 
als (093 01, - - -» Q,), 80 hat iiberhaupt jedes Element von a eine gréfere Hohe. 

Fir unsere weiteren Héhenbetrachtungen benétigen wir den rein ideal- 
theoretischen 


Hiljssatz 6. Ist a ein beliebiges S-Ideal, so wird stets a r\ p* Cap fiir 
hinreichend grofe o. 

Wegen der fiir © giiltigen Maximalbedingung l4Bt sich naémlich jedes 
S-Ideal als Durchschnitt von endlich vielen Primaridealen darstellen, und 


1%) Folgt aus der Tatsache, da8 wegen der Giiltigkeit der Maximalbedingung nach 
einem bekannten Satz (vgl. etwa die in *°) zitierte Arbeit) der Durchschnitt aller Po- 
tenzen von ) gleich dem Nullideal ist. 
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aus dieser Tatsache sowie der Maximaleigenschaft von  folgt mihelos, 
daB eine Gleichung a- p = a‘ q gelten muB, wobei g ein zu ) gehdriges 
Primarideal ist. Wegen der Maximalbedingung wird weiter f¢ C q und damit 
ar p¢ Ca- fir hinreichend groBes 9. — Ist nun wieder wie in §2 a, 
ein invariantes Zwischenideal zwischen dem endlichen invarianten Ideal a 
und a- p, so folgt aus Hilfssatz 6 sofort: 


Hiljssatz 7. Die Héhen der in einer festen Restklasse a +0 aus a/a, 
auftretenden ©-Elemente sind nach oben beschrénkt. 

Wahlen wir namlich R so groB, daB ar\p* © a- © wird, so wird fir jedes 
a aus @ sicher h (a) < (R; 0,...,0, R). Es gibt also in jeder Restklasse 
@ +0 aus a/a, mindestens ein Element a von gréBter Hohe h (a) = h (a). 
h (a) soll die Héhe von a heiBen. 


Hilfesatz 8. Ist a, = G, unmittelbares Unterideal von a, 80 haben alle 
Restklassen @ + 0 aus a/a,, die gleiche Hohe. 

In der Tat, es sei @ eine bestimmte Restklasse aus a/a,, von der Hohe 
h (a). Dann bilden alle die Restklassen aus a/a,,. deren Héhe gréBer ist als 
h (@), zusammen mit der Nullklasse einen echten Untermodul von a/a,,, wie 
miihelos aus Hilfssatz 4 und Hilfssatz 5 bzw. Formel (4) erschlossen werden 
kann. Wegen der Einfachheit von a/a,, mu’ aber dieser Untermodul der 
Nullmodul sein. — Wir sind jetzt imstande, in wenigen Zeilen den folgenden 
Hauptsatz zu beweisen: 


Satz 8. Die Verzweigungsgruppe ©, ist gleich dem Durchschnitt aller der 
Untergruppen von &, die bei den endlich vielen irreduzibeln Darstellungen 
A (m,, m;—,) (¢ = 1,..., 8) auf die Einheitsgruppe abgebildet werden. 

Oder, anders ausgedriickt: Der Automorphismus A gehért dann und 
nur dann zu @,, wenn A jeden der Moduln m,/m,—, elementweise festlaBt. 

Zunichst ist klar, daB die angegebene Bedingung fiir die ZugehGrigkeit 
von A zu @, notwendig ist. Es bleibt noch zu zeigen: LaBt A die Moduln 
m,/m,;—, elementweise fest, so leistet A dasselbe fiir jeden einfachen Modul 
a/a,,. Zum Beweise dieser Behauptung wiederum hat man sich angesichts 
von Hilfssatz 8 nur zu iiberlegen, daB fiir jedes a€ S und damit auch fir 
jede Restklasse @ € a/a,, eine Gleichung a4 = a + b baw. a4 =a + 5b gilt, 
bei der b bzw. 6 entweder das Nullelement ist oder eine gréBere Hohe be- 
sitzt als a bzw. a. Die Richtigkeit dieser Tatsache aber ist fiir alle 
Einheiten und fir alle m;,,(¢=1,...,8;4—=1,2,...) mach Voraus- 
setzung gesichert. Aus den beim Beweis von Hilfssatz 5 benutzten Uber- 
legungen ergibt sie sich dann sofort weiter fiir jedes Potenzprodukt p der 
Form (2) und schlieBlich erkennt man aus den einschlagigen Definitionen 
miihelos ihre Richtigkeit fiir alle a und alle g. Satz 8 l4Bt sich noch durch 
die Bemerkung erganzen: 


Satz 9. Die invarianten, der Durchschnittsgleichung G6, = 6,0G, 
(\ &, geniigenden Untergruppen &; von &, die durch die Darstellungen A (m;,, 
m,—,) auf die Einheitsgruppe abgebildet werden, sind in ihrer Gesamtheit (un- 
abhdngig von der speziellen Wahl der Ideale m;) durch © allein eindeutig be- 
stimmt. IT A (m,;, m;—,) ist eine vollisomorphe Darstellung von ©/G,. 

Zum Beweise der ersten Behauptung von Satz 9 hat man angesichts 
des allgemeinen Isomorphiesatzes fir Kompositionsreihen nur zu beachten, 
daB die Moduln m,/m;_, (i = 1, ..., 8) nach Definition eine Kompositions- 
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reihe des nur von © abhangigen Moduls p/p? bilden. Die zweite Behauptung 
von Satz 9 ist so gut wie selbstverstandlich. 

Die Bedeutung der Satze 8 und 9 liegt vor allem in dem Nachweis, daB 
zur Bestimmung der Verzweigungsgruppe @, nur die ,,Ausreduktion“ der 
(mit Hilfe einer beliebigen Basis gebildeten) Darstellung A (, )*) erforder- 


lich ist. Sobald man also eine tiber ®N linear unabhangige Basis a,, » Gy 
von » modulo p? und fiir jeden Automorphismus A das zugehérige G leichungs- 
Tr 
system a;-A = 3)’ a, -a,(i = 1,...,7) in der Bezeichnungsweise von § 2 
k 


aufgestellt hat, hat man damit die arithmetische Aufgabe der Ermittlung 
von &, auf ein ,,endliches** Problem der linearen Algebra iiber dem Kérper R 
zuriickgefiihrt. Ist insbesondere p/p? ein Hauptmodul, d.h. ist } Haupt- 
ideal®#°), haben wir also mit dem Spezialfall zu tun, der bei den endlichen 
algebraischen Zahlkérpern immer vorliegt, so wird A (jp, )*) eine Darstellung 
ersten Grades und man erhalt sofort,die Satze, daB @/G, zyklisch ist, und 
daB &, aus allen und nur den Automorphismen besteht, die ein Basiselement 
von » modulo ? in sich selbst tiberfiihren. Unsere Definition der Verzwei- 
gungsgruppe geniigt also der naturgemaffen Forderung, daB der ,,klassische* 
Spezialfall sich zwanglos einordnet 


§ 4. Beispiele zu den Ringen mit Maximalbedingung. 


Bereits in §2 haben wir neben der Verzweigungsgruppe @, eine aus- 
gezeichnete Untergruppe @,, eingefiihrt. Bei einem Ring mit Maximal- 
bedingung verdient daneben noch die Gruppe @,, aller der Automorphismen, 
die in der Darstellung A (j, p?) dem Einheitselement zugeordnet werden, 
ein selbstindiges Interesse. Wie unmittelbar aus den einschligigen Defi- 
nitionen zu ersehen, ist G, 2 G,,. 2 G,,. Wegen G, 2 G,,. giit Satz 3 
auch fiir &,, statt G,. Beachtet man ferner, da wegen der Maximalbedingung 
jede minimale (also aus méglichst wenig Elementen bestehende) Basis 
a,,..., 4, von p gleichzeitig eine linear unabhangige Basis von p/p? bildet™), 
so erhalt man sofort den Satz: ©/G,. ist isomorph zur Gruppe aller der line- 
aren homogenen Transformationen iiber N, die die Elemente einer Minimal- 
basis a,,...,a@, von » bei Anwendung der verschiedenen Automorphismen 
von & modulo }* erleiden. 

Auch dieses Theorem fihrt im Spezialfall r = 1 unmittelbar auf den 
klassischen Satz tiber die Struktur von G/G, bei den endlichen algebraischen 
Zahlkérpern. AuBerdem ist es formal wesentlich einfacher als das ent- 
sprechende (in der zweiten Halfte von Satz 9 formulierte) Theorem fir die 
im Sinne von § 2 definierte Verzweigungsgruppe @,. Es ist daher verstand- 
lich, daB®B in der ersten Skizze der allgemeinen Verzweigungstheorie G,, 
und nicht unsere Gruppe @, als ,, Verzweigungsgruppe“ eingefiihrt wurde **). 


2») Dab jede 3asis von J) modulo j? auch eine Idealbasis von selbst darstellt, daB 
also insbesondere } = (a) wird, falls $,f? = (a), folgt aus der Maximalbedingung. Vg]. 
W. Kru: Dimensionstheorie in Stetienringen, J. reine, angew. Math. 179, 204—226 
(1938). 


21) Ist namlich a, ...,a@, eine Minimalbasis von J, so muB a,,..., dy eine Basis — 
(von linear unabhangigen Elementen) — von J,‘ sein, weil andernfalls bei geeigneter 
Numerierung bereits die Elemente Qy, + +» Ap—, vine Basis von §) modulo $f? und damit 


wegen der Maximalbedingung auch eine solche von P selbst bilden wiirden [vgl. **)]. 
#2) Erl.Sb. 8S. 326f, Satz 3—5. 


31* 
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Indessen zeigen Beispiele, daB sowohl G, + G,, als auch G,, + G,, werden 
kann. Es erscheint also ausgeschlossen, G,, irgendwie darstellungstheoretisch 
so zu definieren, daB die gewahlte Definition auf den Fall beliebiger Ringe 
ohne Maximalbedingung ausgedehnt werden kann, bei denen mit der Még- 
lichkeit } = p? gerechnet werden mu8. Die urspriingliche Bezeichnung von 
@,, als Verzweigungsgruppe ist als unzweckmafig aufzugeben. Gleichzeitig 
zeigt sich aber auch, daB noch weniger @,, (trotz der rein darsteuungs- 
theoretischen fir beliebige Ringe © giiltigen Definition) als ,, Verzweigungs- 
gruppe“ brauchbar ist. Denn wegen der Méglichkeit G@,, C G,, ist es bei 
den Ringen mit Maximalbedingung i. a. ausgeschlossen, @,, allein durch 
Betrachtung des Doppelmoduls ) p* zu bestimmen. Wirde man also ©,, 
als ,,Verzweigungsgruppe“‘ wihlcn, so wiirde man schon bei den Ringen 
mit Maximalbedingung auf diejenige Analogie mit dem klassischen Spezial- 
fall verzichten, die nicht nur bei der Wah] von G, sondern auch bei der von 
@,. gewahrt bleibt. —- Das Endergebnis des Vergleichs der Gruppen ©,, 
G,,, G,, lautet also eindeutig, da8 unbetlingt allgemein G, als die Verzweigungs- 
gruppe bezeichnet werden muB. 

Bei der Bildung von Beispielen fiir das Auseinanderfallen der Gruppen 
G,, G2, G, kommen wir mit einfachen Polynomringen aus. 

a) G, + G,.. Es sei K, der Primkérper der Charakteristik 2. 2,, x, und 
damit auch z = x, x, + 23 seien Unbestimmte itiber K, und es werde 
R = K, (2,, z), R' = K, [z,, 2]; R = K, (z,, x), S’ = K, [z,, x,] gesetzt. 
R bzw. Ssei der zu dem Primideal p’ = (2, z)-R’ bzw. p’ = (x, 2,) - S’ 
gehérige Quotientenring von R’ bzw. S’. SchlieBlich sei p = (2,, z) - R bzw. 
p = (2,, x.) -S das (einzige) maximale Primideal aus R bzw. S. Dann ent- 
steht MN aus & und ebenso G’ avs R’ durch Aqpntion der beiden Null- 
stellen 2, x, + 2, des iiber §& irreduzibeln Polynoms w* + z,-w-+z. Es 
ist also N tiber R normal und G’ ganz abhiangig von M’. Da ferner i’ und 6 S’ 
als Polynomringe mit Kérperkoeffizienten ganz abgeschlossen sind, muB G6’ 
der Ring aller von R’ ganz abhingigen Elemente aus ® sein. Ferner ist 
offenbar )’ iiber & ein invariantes Ideal aus SG’ und damit das einzige iber 
p’ liegende Primideal aus 6’. Die Restklassenkérper R’/p’ und G’ p’ kénnen 
beide mit K, identifiziert werden. Aus diesen Bemerkungen folgt sofort, 
daB fiir die Primideale p, ) der Quotientenringe R, S alle in §2 und §3 
gemachten Voraussetzungen erfillt sind. Die invarianten Ideale m, = p’, 
m, = p® + (z,), my = m, + (z,) = p liefern fir den Doppelmodul p/p? eine 
Kompositionsreihe mit den beiden Gliedern m,/m,, m,/m,. Die Moduln 
m,/m, und m,/m, sind Hauptmoduln mit den Basen (z,) bzw. (z,), und aus 
der Tatsache, daB der einzige nichtidentische Automorphismus A von 9% 
iber & den Gleichungen z# = z,, x = x, + 2, geniigt, folgt sofort, daB 
die beiden Darstellungen A (m,, mo), A (m,, m,) die ganze Gruppe & von N 
iiber & auf die Einheitsgruppe abbilden, daB also ©, = G wird. Anderer- 
seits ordnet ersichtlich A (p, p*) bei Benutzung der Basis (x,, x.) fir p/p? dem 
Automorphismus A die von der Einheitsmatrix verschiedene Matiix |} 9 
zu, es wird also G,, = {E} + G, = G. 

b) G2 + Gy. Kz; 2%, x2, NR, S’, S, H’, H sollen dieselbe Bedeutung haben, 
wie in a). Hingegen werde diesmal u = 23 + 2,-2?, R = K, (x,, u), R’ 
= K, [zu], p’ = (z,,u)-R',R gleich dem zu p’ gehérigen Primideal- 
quotientenring gesetzt. Dann entsteht R aus & durch Adjunktion der beiden 
Nullstellen 23, z, + 2] des quadratischen Polynoms w* + 2?-w + u, und 
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man tiberlegt sich genau wie in a), daB die Primideale p = p’-R und p 
aus den Ringen R und © allen Voraussetzungen von § 2 und § 3 geniigen. 
Fir die einzige nichtidentische Abbildung A von ® tber & gilt diesmal 
cA = 2,, vA = x, + x} = x, (p*), es gehen also die beiden Basiselemente 
2%, Z, von » bei Anwendung von A in sich iber, und es bildet infolgedessen 
die Darstellung A (p. p*) die ganze Gruppe & auf die Einheitsgruppe ab, 
d. h.es wird 6, = G,, = G. Andererseits wird G,, = {E} + G,,. Betrachten 
wir némlich das invariante Ideal a = (2, x, + 2?) = (xq, 2?) aus © mit 
dem zugehérigen Doppelmodul a/a-q, so sieht man sofort, daB die Rest- 
klassen 2], 73 iber % = K, eine Basis von a/a- q bilden, und daB beiBenutzung 
dieser Basis die Darstellung A (a, a - q) Cem Automorphismus A die von der 
Einheitsmatrix verschiedene Matrix ||} ?|| zuordnet. Fertig! 


§ 5. Bewertete Korper. 

Auch die Theorie der Verzweigungsgruppe bewerteter Kérper, wie sie 
unter stirker idealtheoretischen Gesichtspunkten von DEURING, rein be- 
wertungstheoretisch von KRULL entwickelt wurde), l48t sich leicht in den 
allgemeinen Rahmen einordnen. Im Falle der Bewertungstheorie ist (unter 
den Voraussetzungen von § 2—§ 4) der in M ausgezeichnete Ring © (ebenso, 
wie der Ring R = GAS) ein Bewertungsring im allgemeinen Sinne des 
Wortes, d. h. es ist von zwei G-Elementen a, 6 stets mindestens eines durch 
das andere teilbar. Aus dieser Tatsache folgt sofort: 

Hilfssatz 9. In © ist jedes Hauptideal invariant. 

Es seien (a,) und (a) zwei tiber & konjugierte Hauptideale, also a, = a4, 
a, = aS" fir A€ @ und es sei die Bezeichnung so gewahlt, daB etwa a, 
durch a, teilbar ist, ag = a,-e(e€S). Ware nun e keine Einheit aus 6, 
d. h. e€ p, so hatten wir aat =e; * a, (e;€ p) fir jedes i, was ausgeschlossen 
ist. Es muB also e Einheit sein, d.h. wir haben (a,)4 = (aA) = (a,) fir alle 
A aus @. — Wir zeigen nun, daB allein auf Grund von Hilfssatz 9 die volle 
Theorie der Verzweigungsgruppe, wie man sie von den bewerteten Kérpern 
her kennt, entwickelt werden kann. Dadurch wird allerdings vermutlich 
der Kreis der Falle, fiir die diese Theorie gilt, nicht erweitert. Man kann 
vielmehr wahrscheinlich aus der Invarianz aller Hauptideale schlieBen, daB 
S notwendig im Bewertungsring sein mu8*). Indem wir aber alle einschla- 
gigen Satze aus einer einzigen Voraussetzung ableiten, werden die Beweise 
durchsichtiger und es wird vor allem deutlich, worauf vom Standpunkt der 
Darstellungstheorie die besondere Einfachheit des Falles der bewerteten 
Kérper beruht. Ausgangspunkt fir die weiteren Uberlegungen ist: 

Hilfssatz 10. Sind in © alle Hauptideale invariant, so ist (a)/(a) - p fiir 
jedes a€} ein einfacher Doppelmodul und es ist umgekehrt jeder einfache 
Doppelmodul aja, zu einem Doppelmodul (a)/((a) -) isomorph und damit 
Hauptmodul. 

Die Einfachheit von (a)/((a) - p) folgt unmittelbar aus der Tatsache, daB 
(a)/((a) - H) aber ® den Rang 1 hat, also Hauptmodul ist. — Ist anderer- 
seits a/a,, ein einfacher Doppelmodul und bedeutet a ein zu a, aber nicht 
zu Q,, gehériges Element, so bilden wegen der Invarianz des Hauptideals (a) 
die simtlichen Elemente « - @ (a € R) einen in a/d,, enthaltenen, ersichtlich 

%) Diese Vermutung wird vor allem durch Hilfssatz 12 nahegelegt [vgl. *)]. 
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zu (a)\((a@)-) isomorphen Doppelmodul, der wegen der Einfachheit von 
a/a, mit a/a,, identisch sein muB. — Angesichts von Hilfssatz 10 brauchen 
wir weiterhin nur Darstellungen J ((a)/((@) - p)) zu betrachten, wobei wir 
die Abkirzung A, fiir A((a)/((a@)-)) benutzen. Ziehen wir Satz 5 und 
Satz 6 von §2 heran, so ergibt sich aus Hilfssatz 10 sofort: 

Satz 10. Die Gruppe G/@G, ist Abelsch, und ihre Ordnung ist durch die 
Charakteristik von Q unteilbar. Fiir den Verzweigungskérper N, gilt die Giei- 
chung (N,), = R,- 

Wegen (%,), = &, dirfen wir bei den weiteren Untersuchungen, die 
sich ausschlieBlich auf den Aufbau von %, iiber R beziehen, unbedenklich 
N, = NR, G, = {E} annehmen, d.h. wir dirfen voraussetzen, daB A = E 
sein muB, wenn a4 = a ((a) - p) also a4 = a-(1 + p) (pep) fiir jedes a. 

Hiljssatz 11. Ist 2 ein beliebiger Zwischenkérper zwischen § — N, und 
NM = MN,, so ist L iiber KR Verzweigungskérper hinsichtlich des Primideals p, 

p/\Q aus dem Ringe S, S\Q. und es sind alle S,-Hauptideale iiber & 
invariant. 

Zunachst ist jedenfalls p, das einzige maximale Primideal aus G, und es 
enthalt ®, — S,/p; kein nicht schon zu N gehdriges iiber®N separables Ele- 
ment. Ferner ist £2 iiber ® Abelsch und damit normal und es ist der Grad 
von & iiber & durch die Charakteristik von N unteilbar (Satz 10). R bzw. 2 
spielt also sicher hinsichtlich p, die Rolle des Tragheits- bzw. Verzweigungs- 
kérpers. Ist schlieBlich a ein beliebiges Element aus ©,, A; ein Automor 
phismus von <& iiber ® und A eine Fortsetzung von A; auf 8, so haben wir 
jedenfalls a4; = aA = a-d, wobei d eine Einheit aus © bedeutet, und aus 
d = a4~' € @ folgt sofort, daB d auch in G, Einheit sein muB, es wird also 
(a); (a) in S,. 

Hilfssatz 12. Sind fiir zwei beliebige Elemente a, b aus N die Darstellungen 
1, und A, von & verschieden, so ist stets eines der beiden Elemente ein (not- 
wendig echter) Teiler des anderen. 

Es. sei a4 = ¢,+a@,, bA = e, + b, (a + b)A =e, - (a + b) wobei ¢,, e,, e, Ein- 
heiten aus S bedeuten und insbesondere e, + ¢, (}) ist, sodaB auche = e, — e, 
eine Einheit aus S wird. Dann haben wir: (a + b)4 = e,- (a + b) é,:a-+ 
+e,-b=e-a-+e,(a + 5), es ist also a e—!-+(e,—e,)-(a +6) durch 
a + 6 teilbar. Ebenso ergibt sich die Teilbarkeit von 6 durch a + 6, wir 
haben somit a = (a, b) = (a + 6). Ist nun etwa a+ 0(a-), so muB wegen 
der Einfachheit des Hauptmoduls a/(a - ») (a + 6) notwendig a/(a- p) 

(a) werden — vgl. den Beweis von Satz 10. 

Wir haben daher insbesondere 


b c-a+p-(a+b), b-(l—p) (c+ p):4, pep 
und da 1 — pin G eine Einheit ist, erweist sich 6 als teilbar durch a. — Hilfs- 
satz 12, dessen Beweis im Gegensatz zu den einfachen Uberlegungen bei 
den Hilfssitzen 10, 11 und Satz 10 eine kleine Rechnung erfordert, zeigt, 
daB im Falle der Hauptidealinvarianz der Ring S, wenn auch vielleicht 
nicht immer ein Bewertungsring, so doch stets von sehr spezieller Bauart 
sein mu}**). 

*%) Auf Grund von Hilfssatz 12 kann man sich z. B. iiberlegen, da jedenfalls im 


Falle der Hauptidealinvarianz und der gleichzeitigen Giltigkeit der Maximalbedingung © 
ein (wegen der Maximalbedingung notwendig diskreter) Bewertungsring sein muB. 








ote 
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Es sei nun § die multiplikative Gruppe aller (ganzen oder nicht ganzen) 
S-Hauptideale. Fir einen beliebigen Zwischenkérper 2 zwischen R und N 
sei Op die Untergruppe aller Hauptideale mit in 2 liegender Basis, die un- 


bedenklich mit der — an sich nur isomorphen — Gruppe aller (6 )- 
Hauptideale identifiziert werden kann. SchlieBlich werde O/H = Hx = 
D. Do/ De He gesetzt*5). Dann zeigen wir zunachst ohne Riickgriff 


auf Hilfssatz 12 
Satz 11. Sind 2, und &, zwei verschiedene Kérper zwischen R =, und 
N,, so sind auch die Gruppen Oo, und Hp, verschieden. Ein Kérper & 


zwischen K und N ist also durch seine zugeordnete Hauptidealgruppe Hp ein- 
deutig bestimmt. 


hy 


Der Beweis ergibt sich miihelos aus den folgenden einfachen Bemer- 
kungen: a) Hat das Hauptideal (a) (c) eine im Kéorper & liegende Basis 
e und ist Ul die im Sinne der Galoisschen Theorie zu 2 gehérige Untergruppe 
von &, so bildet die Darstellung 4, 1, die Gruppe @ auf eine Faktor- 
gruppe von G/U ab. b) Gehért wieder U zu &, ist also G/U die Gruppe 
von % iiber &, so kann man fiir jedes a € 2 angesichts von Hilfssatz 11 die 
Darstellung A, nicht nur als eine Darstellung der Gruppe © von ® sondern 
auch als eine Darstellung der Gruppe G/ll von 2 auffassen und es folgt dann 
aus Hilfssatz 11, Hilfssatz 10 und Satz 4 sofort: Es gibt in & endlich viele 


Elemente @,, @,...,4@,, derart, daB J7 1,, eine vollisomorphe Darstellung 
k=1 
von &/U wird. — Ziehen wir jetzt noch Hilfssatz 12 heran, so l4Bt sich Satz 11 


wesentlich verscharfen: 

Satz 12. Die Gruppe © = G/G, von N= MN, siber KR = MN, ist tsomorph 
zu Sx Die Kérper 2 zwischen KR und N entsprechen umkehrbar ein- 
deutig den Untergruppen von ©. 

Ist erst einmal] die Isomorphie von © und © bewiesen, so folgt, wie 
ganz leicht zu sehen, die zweite Behauptung von Satz 12 unmittelbar aus 
Satz 11. Denn nach Satz 11 gibt es in § ein ausgezeichnetes Untergruppen- 
system, dessen Elemente (die Gruppen $c) umkehrbar eindeutig den Kér- 
pern 2 zwischen & und NM entsprechen, und nach der Galoisschen Theorie 


ist jede Untergruppe von & umkehrbar eindeutig einem der Kérper 2 zuge- 
ordnet. — Den Isomorphiebeweis fir @ und § fiihren wir zunachst fir den 
Fall, daB @& zyklisch ist und eine Primzahlpotenzordnung n = q™ besitzt**). 


*5) Man beachte, daB alle Hauptidealklassen durch ganze Hauptideale reprasentiert 
werden kénnen. Dieser Umstand gestattet es uns, durchweg auf die Einfiihrung von nicht- 
ganzen Idealen zu verzichten. 

26) Zu den folgenden Uberlegungen vgl. S. 233/34 der in 1) zitierten Krutuschen 
Arbeit. Fiir uns ist es wesentlich, daB bei der Behandlung des zyklischen Falles, auf 
den sich der Abelsche fast unmittelbar zuriickfiihren l4Bt, nicht nur von Hilfssatz 12 an 
entscheidender Stelle Gebrauch gemacht werden mu, sondern da dariiber hinaus 
auch die Ordnung der dem erzeugenden Automorphismus A von @ entsprechenden 
Hauptidealklasse (a) durch eine Normbetrachtung bestimmt wird, fiir deren Durchfihr- 
barkeit die Hauptidealinvarianz wesentlich ist. Will man also unsere Uberlegungen auf 
den Fall einer zyklischen Gruppe &;/@» = © bei im iibrigen beliebig gebautem Ring © 
ausdehnen, so miiBte man zunachst die Normiiberlegung durch einen allgemeineren SchluB 
ersetzen, um das Teilresultat zu gewinnen, da § bei zyklischem @ stets eine zu @ iso- 
morphe Untergruppe enthalt, und es ist keineswegs sicher, ob ein Vordringen bis zu 
dieser Stelle wirklich immer méglich ist. Vollends unwahrscheinlich ist die Vermutung, 
da8 § und @ im zyklischen Falle stets isomorph sein miissen. 
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Dann existiert nach Satz 4 eine voilisomorphe Darstellung 4, von G, bei 
der ersichtlich einem erzeugenden Automorphismus A von & eine primitive 
n-te Einheitswurzel = aus R zugeordnet ist. In der Darstellung 4,¢ ent- 
spricht offenbar A die Einheitswurzel @¢, die Darstellungen 4,e (0 = 9, 1, 
n— 1) sind also alle verschieden, und daraus folgt sofort die Verschie de n- 
heit der durch die Hauptideale (a)¢ reprasentierten Klassen (a)¢ = (@)¢ aus §. 
Andererseits haben wir wegen der Invarianz der Hauptideale (a)* = : (A) 
falls A die zu R ge hérige Norm von a iiber & bedeutet, es wird also (a)" = (A) 
die Einheitsklasse in §, und es ist somit die durch (a) erzeugte Untergruppe 
von 5 zu Gisomorph. SchlieSlich gilt fiir jedes ¢ € Neine Gleichung¢ = A, + 
+A,:a+-+-» + Ang_,:a"—!(A;€ &), und da die zu den Darstellungen Age 
isomorphen Darstellungen 4,4 . ae ‘9 =0,...,2— 1) alle verschieden sind, mu8 
nach Hilfssatz 12 fiir ein bestimmtes o das Element A, - a’ ein echter Teiler 
aller Elemente A, - a® (9 + a) sein. Dann aber wird (c) = (A, - a’), (c) = (a)’. 
Die Klassen (a)e (o = 0, I, , n — 1) erschépfen also die ganze Gruppe §. 
Ist @ beliebig Abe Isch, so bilde man zunachst eine Kérperkette = 
NCR, C... CMe —N, derart daB N; iiber N;_, jeweils zyklisch von 
Primzahlpotenzordnung ist. Dann folgt aus Hilfssatz 11 und unserem bisher 
yewonnenen Ergebnis die Isomorphie von $,/Hx;_, mit der Relativgruppe 
B; von N, iiber N;_, (i =1, ..., 8), und da die Ordnung von § bzw. © gleich 
dem Produkt der Ordnungen der Gruppen $x,/Dx,_, bzw. B; ist. sieht man. 
daB § und © stets dieselbe Ordnung besitzen. Gibt es also in § eine zu G 
isomorphe Untergruppe, so miissen © und § isomorph sein. — Es sei nun 
N= YL, -----L, eine direkte Produktzerlegung von ® in zyklische Kérper 
von den Primzahlpotenzgraden n,; iiber & und es sei a; jeweils in &; so ge- 
wahlt, daB A,, eine vollisomorphe Darstellung der Gruppe ©; von &; iiber 
R und damit glei ichzeitig einen Homomorphismus von _is auf @,; definiert. 


Dann sind die Darstellungen J,e, - --- - Act, (0< o9;: —1;¢ =i, 8) 


alle verschieden, und bilden aus den gleichen Arr wie im pees 
Spezialfall ein Erzeugendensystem einer zu & isomorphen Untergruppe von §. 


§ 6. Erginzungen und Verallgemeinerungen. 

Bei der Behandlung der Frage, welche der in § 5 unter der Voraussetzung 
der Hauptidealinvarianz bewiesenen Sitze in geeigneter Umformulierung 
auf allgemeinere Fille ibertragen werden kénnen, mu8 man wohi beachten, 
daB es ein Irrtum ware, anzunehmen, daB die Gruppe ©,/@, stets Abelsch 
sein muB. Es gilt vielmehr: 

Satz 13. Es sei K ein beliebiger Kérper, iiber dem die irgendwie vorgegebene 
entliche Gruppe % eine vollstindig reduzible, vollisomorphe Darstellung be- 
sitzt. Dann lassen sich stets R =N, und N = N, so bestimmen, dak N zu K 
und & = &,/G, zu F isomorph wird. 

Besitzt § etwa iiber K eine vollstandig reduzible Darstellung als lineare 
homogene Substitutionsgruppe in » Variabeln 2,,..., #,, so setze man 
NM = K (x,,.... X,),S’ = K [a,,..., 2%] und wahle fir S den zum Prim- 
ideal (2,,..., %,)-S’ gehérigen Quotientenring von GS’. Ferner mége & 
den Kérper aller der rationalen Funktionen in 2,,..., 2, bedeuten. die 
gegeniiber den simtlichen linearen homogenen Substitutionen der Sub- 








Verzweigungsgruppen arithmetischer Kérper. 463 


stitutionsgruppe §§ invariant sind. Dann kann mihelos verifiziert werden, 
daB das Kérperpaar &,® hinsichtlich des Primideals ) = (2,,..., 2) -S 
den von uns gewiinschten Bedingungen geniigt. (Natiirlich ist R =GO &, 
p= )OS8 zu setzen. DaB MN iiber K eine zu § isomorphe Gruppe besitzt, 
ergibt sich elementar algebraisch. Um einzusehen, daB der offenbar ganz 
abgeschlossene Ring © von i = © \ K ganz abhiangt, beachte man: R be- 


‘ Fe (Ba, « + > Su) . 
steht aus allen und nur den Quotienten + “ , bei denen J, (x,..., Zp) 
2 (2%, +++» Um 
ganz rationale Invarianten sind (vy = 1, 2) und J,(0,...,0) +0 ist. 
. ‘ : , . P (2,, . . «> Sn) : 
Jedes Element aus © l]48t sich in der Form . ’ darstellen, wobei 
J (Sy, «2 o> Me) 
P (2,,..., 2%) ein Polynom und J (2,,..., 2) eine ganz rationale Inva- 


riante mit J (0,..., 0) + Oist. Aus diesen Bemerkungen folgt weiter sofort, 
daB R/p und S/p mit K identifiziert werden kénnen, es ist also R = Nj. 
Andererseits wird % = ®,, weil die Anwendung der Automorphismen von 
N iiber R auf die Basis x,,..., 2%, von ) eine vollisomorphe, vollstandig 
reduzible Darstellung von © liefert. 

Satz 13 zeigt bereits, dafB an eine Ausdehnung des Satzes 12 von §5 
auf den Fall beliebiger Ringe © nicht zu denken ist. Denn die Gruppe § 
ist ja stets Abelsch, wihrend ©,/G, nach Satz 13 i. a. nicht kommutativ 
sein wird. Aber auch bei Abelschem @,/G, ist nicht zu sehen, wie der Be- 
weis von Satz 12, der sich in der Fassung von § 5 auf den sehr speziellen 
Hilfssatz 12 stiitzt, ohne die einschneidende Voraussetzung der Hauptideal- 
invarianz durchgefiihrt werden kénnte. Es liegt vielmehr die Vermutung 
nahe, daf auch bei einer Abelschen Gruppe G,/G, i. a. die Hauptideal- 
gruppe § unendlich und damit nicht zu der endlichen Relativgruppe von 
N = MN, tiber K = M; isomorph sein wird?’). Man mu daher bei dem Ver- 
such einer Verallgemeinerung der Resultate von § 5 von vornherein auf eine 
Ubertragung des scharfen Satzes 12 verzichten. Dagegen liefern Hilfssatz 10 
und Satz 11 den Ankniipfungspunkt fiir einige auf den Fall beliebiger Ringe S 
beziigliche Bemerkungen. — Wir fassen fiir den Augenblick die invarianten 
Ideale a aus S in entsprechender Weise wie die Moduln a/a, als Doppelmoduln 
mit dem Linksmultiplikatorenbereich ® und dem Rechtsmultiplikatoren- 
bereich © auf®*). (Auch bei den Moduln a/a, kénnten wir ja © statt N als 
Linksmultiplikatorenbereich wahlen, ohne damit schlieBlich wesentliches 
zu andern.) Ein invariantes Ideal a soll monogen mit dem erzeugenden 
Element a heiBen, und es soll a = ((a)) geschrieben werden, wenn a der 
kleinste, das Element a enthaltende Doppelmodul ist, wenn also a im tib- 
lichen Sinne die Idealbasisao, a4,, . . ., a*n—1 besitzt, falls Ay, A,,.. +, An—1 
die simtlichen Automorphismen von % tiber & sind*®). Hilfssatz 10 von 
§ 5 14Bt sich dann ohne jede spezielle Annahme tiber S und ohne die Voraus- 
setzung N = N, verallgemeinern zu 


27) Zu der Frage nach einer wenigstens teilweisen Verallgemeinerung von Satz 12 
fiir den Fall einer zyklischen Gruppe G;/G» = G vgl. *). 
28) DaB bei dieser Auffassung das assoziative Gesetz (c-a)-A=c-(a- A) fir 
c€S,a€a, A € & nicht allgemein gilt, ist unwesentlich, da wir die Deutung der inva- 
rianten Ideale als Doppelmoduln nur fiir die Anwendung des Modulisomorphiesatzes 
(m + n)/n = m/(m 7 n), nicht aber fiir Darstellungsfragen bendtigen. 

2#) Man beachte, da ein monogenes Ideal ((a)) kein Hauptideal zu sein braucht, 
und daB ((a))/((a)) - % nicht notwendig irreduzibel oder auch nur vollstandig reduzibel 
ist (vgl. etwa das Ideal } im ersten Beispiel von § 4). 


3la 
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Satz 14. Zu jedem einfachen Modul a/a 
a*/ax, bei dem a* ein monogenes Ideal ist. 


» gibt es einen isomorphen Modul 

Es sei namlich a ein beliebiges Element aus einer von 0 verschiedenen 
Restklasse von a/a,,, und es werde a* = ((a)) gesetzt. Dann ist (a* + a,,)/a,, 
ein vom Nullmodul verschiedener Untermodul von a/a,,, und wegen der Ein- 
fachheitsvoraussetzung haben wir (a* + a,,)/d,, = @/a,- Daraus folgt weiter 
die Isomorphie von a/a, und a*/ax fir a, = a, Oa*. Auf Grund von 
Satz 14 erhalten wir ein gewisses Gegenstiick zu Satz 11, namlich: 


Satz 15. Hat jedes monogene Ideal a aus N eine im Kérper & liegende 
Idealbasis (im gewdhnlichen Sinne des Wortes), so ist & ein Oberkérper von 
N,,. es wird also insbesondere fiir N N,, stets L MN. 

Ist namlich 8 die zu QZ gehérige Untergruppe von @, so bildet unter 
unserer Voraussetzung jede Darstellung A (a*, ax) und damit nach Satz 14 
iiberhaupt jede Darstellung A (a, a,,) die Gruppe 8 auf die Einheitsgruppe ab. 
Nach Definition von @, ist daher 8 eine Untergruppe von &, und somit 2 
ein Oberkérper von %,. Der keineswegs tiefliegende Satz 15 ist natirlich 
noch keine vollwertige Verallgemeinerung von Satz 11. Der Versuch, eine 
solche zu finden, fiihrt zwanglos zu folgender Frage: Es sei, — zuniachst 
unter der einschrankenden Voraussetzung, daB die Kérper ® = R/p und 
NR = S/H identifiziert werden kénnen, — ®, ein tiber & normaler Unter- 
kérper von NM, und es werde S, Sr N. pi) p “ N, gesetzt. a) sei 
ein monogenes invariantes S,-Ideal, a’ = a“) - © sein gleichfalls monogenes 
und invariantes Erweiterungsideal auf S. Die Systeme a™/(a™ - p™) und 
a/(a - }) sollen, was uumittelbar méglich, beide als R-G-Doppelmoduln auf- 
gefaBt werden. Sind dann a) (a - p™) wnd a/(a- p) stets isomorph? 

Ware diese Frage zu bejahen, so ware, wie leicht einzusehen, (wenigstens 
unter der Annahme & =), eine vdllig befriedigende Verallgemeinerung 
von Satz 11 ohne weiteres méglich. Indessen ist die Isomorphie von 
a™/(a - p™) und a/(a - p) keineswegs selbstverstandlich, da i. a. nicht das 
Erweiterungsideal von p™ auf G, sondern ein echtes Oberideal von p™ - © ist. 
Hier liegt ein bemerkenswertes Problem vor, das allerdings einen verhalt- 
nisma&Big speziellen Charakter besitzt und daher nicht weiter verfolgt werden 
soll. Ebenso sei auf. ein anderes Problem nur hingewiesen, das durch die 
Bemerkung nahegelegt wird, daf im Falle der Hauptidealinvarianz die 
Darstellung A,., durch die Darstellungen A, und A, in einfachster Weise 
cindeutig bestimmt ist: 

Welche allgemeinen Aussagen lassen sich iiber die Darstellungen A (a-c, 
a -¢+ $) machen, wenn die zu den Idealen a, ¢ gehérigen Darstellungen A (a, a - p) 
und A (c,c-p) gegeben sind? 

Um hier einen Ansatzpunkt zu gewinnen, fihrt man zweckméBig das 
Kroneckerprodukt m x 1 zweier abstrakter R-@-Doppelmoduln m, n ein®®), 


Ist 2,,..., 2, bzw. y,..., y, eine R-Basis von m bzw. n, so ist m x n cha- 
rakterisiert durch die Existenz einer Basis’z,,.. ., z,,; mit der Rechtsmulti- 
plikatorenregel: 


rT » Tr s 
ie A= ZZ tie Bea Hyer falls x;-A =F 49 24: yp A = Z Boo Mo- 
e=le 1 e=1 , : o=1 
3°) Zur Definition des Kronecker-Produktes vgl. etwa VAN DER WAERDEN, Moderne 
Algebra, § 128, Bd. 2, 2. Aufl. 





nl 
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Auf Grund der Definition des Kroneckerproduktes erhalt man sofort: 


Satz 16. Ist m baw. n isomorph zu a/(a - p) baw. ¢/(c- H), so existiert eine 
homomorphe Abbildung von mx n auf (a-c)/(a-c- p). 


Man beachte nur: Sind a,,..., a, bzw. 5,,..., b, irgendwelche Elemente 
Tr & 
aus a bzw. ¢, so folgt aus aA = ~ Me ‘a, (a-p), bA= 2 d,-b,(c-h) stets: 
oml 


8 

2 ci, * dpe * (A, ° 5.) (ae p). Der entscheidende Punkt bei 
e=lo= 

Satz 16 ist der, daB ohne weiteres nicht die Jsomorphie von (a-¢)/(a-¢- p) 
und m X n behauptet werden kann, daB also mit der Méglichkeit gerechnet 
werden muB, daB (a-c)/(a-c-) nur zu einem echten Restklassenmodul 
von m Xn isomorph ist. Man wird nun sofort fragen, ob nicht einfache 
Bedingunge. fir den Ring S gefunden werden kénnen, die die durchgingige 
Isomorphie m X n und (a-c¢)/(a-c¢: p) sichern. Dabei kénnte daran gedacht 
werden, zunachst den Fall zu betrachten, daB alle Moduln a/(a - )) vollstandig 
reduzibel sind, also den Fall, der sicher vorliegt, wenn der Grad von Qt iiber & 
durch die Charakteristik von Q unteilbar ist; ja es ware vielleicht zweck- 
maBig, zu Beginn tber die Reduzibilitét hinaus zu fordern, da alle ein- 
fachen Moduln a/a,, Hauptmoduln sind. Indessen besteht bei Untersuchungen 
in der angedeuteten Richtung die Gefahr, daB spezielle idealtheoretische 
Probleme gegeniiber den allgemein algebraisch-arithmetischen Gesichts- 
punkten allzustark in den Vordergrund treten. Viel aussichtsreicher und 
wichtiger diirfte die folgende Fragestellung sein: 


r 
(a; ° b,)A = J 


Es sei A eine abstrakte irreduzible Darstellung der Gruppe © iiber dem 
K6rper RN. Gibt es dann immer in S ein Idealpaar Q, Om, derart, dap A (a, Om) 
gerade mit der vorgegebenen Darstellung A zusammenfallt? 

Man beachte zunichst, daB es sich hier gewissermaBen um eine arith- 
metische Verscharfung des Kleinschen Formenproblems der Algebra handelt. 
Denn das Kleinsche Formenproblem ist bekanntlich (zum mindesten in 
der Interpretation von SPEISER) nichts anderes als die folgende (durch einen 
einfachen Ansatz lésbare) Aufgabe *): Es sei J eine irreduzible Darstellung 
der Gruppe @ iiber dem Koérper K; & sei ein beliebiger Oberkérper von K, 
® ein endlicher separabler Normalkérper tiber R mit der Relativgruppe ©. 
Es soll eine Untermenge It von N gefunden werden, die einen Doppelmodu! 
mit & als Links-, & als Rechtsmultiplikatorenbereich darstellt und gerade 
die vorgegebene Darstellung A von @ definiert. — Dabei darf nicht tiber- 
sehen werden, daB bei KLEIN selbst in seinen Beitragen zur algebraischen 
Gleichungstheorie arithmetische Gesichtspunkte eine betrachtliche Rolle 
spielen, die fiir das ,,Formenproblem“ in der Speiserschen Fassung neben- 
sichlich sifd, auf die aber KLEIN selbst groBes Gewicht legt. Vor allem bildet 
KLEIN zu der gegebenen Darstellung A von © iiber K als ,,Modellkérperpaar* 
gerade die Kérper & und ® mit den ausgezeichneten Unterringen ®’ und 6’, 
die wir berm Beweis von Satz 13 benutzten, wobei die durch das Modell- 
kérperpaar gelieferte Darstellung 4 von © sich ebensowohl als Darstellung 

31) Zum Kleinschen Formenproblem und seiner Liésung im Sinne von SPEISER vgl. 
etwa: SpEIseR, Die Theorie der Gruppen endlicher Ordnung, §74, 2. Aufl. Daf’ nur 
irreduzible Darstellungen zugelassen werden, ist fiir die Speisersche Lésungsmethode 


nicht wesentlich, entspricht aber dem Kleinschen Grundsatz, nur Darstellungen mdg- 
lichst niedrigen Grades zu betrachten. 
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im Sinne des Formenproblems auffassen als auch mit der beim Beweis von 
Satz 13 benutzten Darstellung durch den Modul §/p? identifizieren 1aBt. 
Dabei legt KLEIN besonderen, vom rein algebraischen Standpunkt iiber- 
flissigen Nachdruck auf die Untersuchung des Aufbaues des Ringes ’, — 
das Wort ,,Formenproblem“ ist letzten Endes nur aus diesen Zusammen- 
hangen heraus zu verstehen **). Es liegt daher durchaus in der Richtung der von 
KLEIN in die Algebra eingefiihrten Ideen (wenn auch auBerhalb des urspriing- 
lichen Kleinschen Gedankenkreises), wenn wir dem rein algebraischen ,,Klein- 
schen Formenproblem“ im Sinne SPEISERs die oben formulierte Frage als arith- 
metisches Gegenstiick gegeniiberstellen. Die allgemeine und einfache Lés- 
barkeit des algebraischen Problems erweckt dabei eine gewisse Hoffnung, 
daB auch die arithmetische Frage positiv beantwortet werden kann, obwohl 
eine genauere Uberlegung zeigt. daB& die zu erwartenden Schwierigkeiten 
im arithmetischen Fall von einer ganz anderen GréBenordnung sind, als 
im algebraischen. 

Ware unsere Vermutung richtig, so kénnte man leicht zeigen, daB stets 
(N,), = RN, werden muB, womit ein bereits in § 2 aufgetauchtes Problem in 
dem erwarteten Sinne erledigt ware. Vor allem aber kame man zu einer 
ganz neuen Definition der Verzweigungsgruppe: Zur Gruppe © und dem 
Restklassenkérpe: R gehdrt eine (durch R allein eindeutig bestimmte) aus- 
gezeichnete Untergruppe @* von @, nimlich die kleinste aller invarianten 
Untergruppen U, fiir die G/U eine vollstandig reduzible Darstellung iiber 
RN besitzt. Aus cincr positiven Lésung des arithmetischen Gegenstiicks zum 
algebraischen Formenproblem folgte nun sofort @* = @,. d. h. man hitte 
den Satz, daB die Verzweigungsgruppe ©, nur von der Gruppe © und dem Rest- 
klassenkérper XN, nicht aber dariiber hinaus von der speziellen Struktur des 
Ringes S abhéngt**). Das wiirde aber offenbar fiir die Verzweigungstheorie 
véllig neue Gesichtspunkte liefern. Die Frage, ob bei beliebigem © jede 
abstrakte Darstellung 4 stets in der Form A (a, a,,) ,,realisiert‘‘ werden 
kann, muB also auch abgesehen von der méglichen Anknipfung an KLEIN 
rein aus den Gedankengingen der vorliegenden Arbeit heraus als vordring- 
lich bezeichnet werden. 


32) Als eine der Hauptaufgaben erscheint bei KLErn die Bestimmung einer Minimal- 
zahl von homogenen Invarianten (,,Formen") J, (2,, ..., Xn), . - -» Jt (2, «++» Xn), derart, 
daB jedes Element aus fi’ als Polynom in den J, (z,,..., %) tiber K darstellbar ist. 
Rein algebraisch wirde es ausreichen, endlich viele, der Gleichung K (Q, (x, . . ., 2m), 
«+» Qy (2, -- +, Zn)) = RN geniigende Invariantenquotienten anzugeben. 

33) Zusatz bei der Korrektur. Tatsichlich hangt @» nur von @ und der Charakteristik 
von ® ab. Ist diese gleich p, so wird G, einfach gleich der gréBten invarianten p-Unter- 
gruppe von &@. Beweis ohne Heranziehung des arithmetischen Formenproblems leicht 
zu fihren auf Grund der Ergebnisse von § 2 und gewisser gruppentheoretischer Satze 
von R. Kocuenpérrrer. Kurze Darstellung wird im Archiv der Mathemattk erscheinen 
[ Bd. 2 (1950) voraussichtlich Heft 4]. —- Aus der rein gruppentheoretischen Charakteri- 
sierung von @, folgt natiirlich sofort (Rr)e = Nv. 


(Eingegangen am 5. Mai 1949.) 
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Zur Theorie der ebenen, 
algebraischen Beriihrungstransformationen. II. 
Max DEHN zum 70. Geburtstag. 


Von 


Orr-Hemrich Ketter in Dresden. 


Il. Die charakteristische Determinante. 


Besonderheiten einer Punkt-Transformation zeigen sich bekanntlich durch 
0- oder co-Werden ihrer Jacobischen Funktionaldeterminante an. Es zeigt 
sich, daB fiir Berithrungstransformationen die Benutzung der Funktional- 
determinante nicht zweckmaBig ist, und es soll im folgenden versucht werden, 
eine etwas anders geartete Bildung zu entwickeln und mit ihrer Hilfe das Ver- 
halten der Transformation im Kleinen, insbesondere in der Umgebung der 
Singularitaten zu untersuchen. 

Wir wollen uns auf die Behandlung von algebraischen Transformationen 
iiber einem komplexen regular-analytischen Grundkérper beschranken. An 
zwei Grundkérper wird dabei -vorzugsweise zu denken sein: 1. an den Kérpe: 
der rationalen Funktionen der Koordinaten, 2. an den Kérper derjenigen 
Funktion, die sich in der Umgebung der Stelle, die wir gerade betrachten 
wollen, rational verhalten, die sich also als Quotienten von Potenzreihen 
darstellen lassen. Je nach dem Grundkérper ist der Definitionsbereich der 
Transformation oder irgend einer Kurve verschieden. Im 1. Fall ist er un- 
beschrankt, im 2. Fall reicht er soweit, wie die Reihen konvergieren, so daB die 
Bezeichnung ,,Transformationszweig“, ,,Kurvenzweig”’ usw. richtiger waren, 
hatten wir diesen Fall allein im Auge. Die Worte ,,algebraisch*‘, ,,rational*, 
»konjugiert*‘ usw. wollen wir immer auf den Grundkérper bezogen denken, 
ohne ihn jedesmal zu erwahnen. Wir wollen demgegeniiber die Beziehung 
auf den schlechthin rationalen Grundkérper mit den Worten ,,schlechthin‘ 
oder ,,im GroBen‘* andeuten. 

Der einfacheren Darstellung halber beschranken wir uns auf ebene Trans- 
formationen. Alle entwickelten Methoden und Ergebnisse gestatten ohne 
weiteres eine Verallgemeinerung auf n-Dimensionen; man-gewinnt jedoch 
dadurch keine neuen Einsichten. 

Nachdem einige Ans&itze durchgedacht sind, die nicht zum Ziel fahren 
(§ 3), wird in §4 die charakteristische Determinante eingefiihrt und in § 5 
eine Zusammenstellung der fiir das Weitere notwendigen Rechenregeln ge- 
geben. In §§ 8—12 werden die verschiedenen Fille betrachtet, in denen die 
charakteristische Determinante verschwindet. SchlieBlich sollen (§ 14) die 
Folgerungen fiir solche Transformationen gezogen werden, die auch im GroBen 
algebraisch sind. Es ergeben sich Gleichungen zwischen Grad, Anzahl, Viel- 
fachheit und Index der Fundamentalkurven, die den bekannten Gleichungen 
zwischen Ordnung, Anzahl, Vielfachheit der Basispunkte einer Cremona- 
Transformation entsprechen. Dazu benédtigen wir (§13) die Ubertragung des 
Bézoutschen Satzes auf doppelt-projektive Raume. 











Ort-HetwrRicH KELLER: 


§ 1. Bekanntes aus anderen Gebieten. 


1. Ist eine Funktion f (Polynom oder nicht) homogen vom Grade n in 


einer Reihe von Veranderlichen 72,, 2,..., so ist 
sy, 2 " 
n-f= Di- x; (EULER). 
/  & 8-2; 
2. Hat ein rationales, nicht konstantes Polynom mit seiner Ableitung 


einen Teiler gemein, so geht mindestens die zweite Potenz eines rationalen 
Faktors in ihm auf. 

3. Algebraische Kurvensingularitaten. 

a) Unter den beiden charakteristischen Zahien eines algebraischen Kurven- 
zweiges versteht man seine Schnittvielfachheit p mit seiner Tangente und 
seine Schnittvielfachheit g mit einer allgemeinen Geraden durch seinen Scheitel. 

Um die Allgemeingiltigkeit der Pliickerschen Formeln zu sichern, sagt 
man, in einem solchen Zweig seion p— gq — 1 Wendepunkte vereinigt. 

b) Ist lings eines Kurvenzweiges y in eine Reihe entwickelt, die nach 
positiven ganzen oder gebrochenen Potenzen von 2 fortschreitet, so sind die- 
jenigen Glieder fiir die Singularitat charakteristisch, fiir die der Nenner des 
Exponenten nicht im k.g.v. derjenigen der friiheren Glieder aufgeht. 

c) Um eine Singularitét zu untersuchen, kann man sie schlieBlich einer 
quadratischen Cremona-Transformation unterwerfen, fiir die ihr Scheitel 
Fundamentalpunkt ist und im Bilde einer Geraden g entspricht. Die Urbilder 
der Punkte von g nennt man Nachbarpunkte des Scheitels. Das Urbild eines 
auf g gelegenen Nachbarpunktes heifSt ein Satellit. Das Urbild eines Nachbar- 
punktes von einem Punkt auf g, der selbst nicht auf g liegt, heiBt ein freier 
Nachbarpunkt. 

4. Um die Schnittvielfachheit zweier algebraiseher Kurven F = 0 und 
G = 0 in einem Punkt O zu bestimmen, bettet man etwa G = 0 in eine Schar 
von Kurven K = 0 ein, von denen die allgemeine nur einfache Schnittpunkte 
mit F = 0 hat. Bei der Spezialisierung K + G wird sich eine gewisse Anzahl 
dieser einfachen Schnittpunkte auf O spezialisieren, und diese Anzahl nennt 
man die Schnittvielfachheit (F, G) von F = 0 und G = 0. 

Die Ordnung des Verschwindens oder Verschwindungsordnung einer 
Funktion G in einem Punkt O der durch F = 0 gegebenen Riemannschen 
Fliche ist der Exponent derjenigen Potenz der Ortsuniformisierenden von O, 
deren Quotient durch @ dort endlich und von Null verschieden bleibt. Die 
Schnittvielfachheit zweier Kurven F = 0 und G = 0 in O, von denen F = 0 
in O nur einen Zweig hat, ist gleich der Verschwindungsordnung von @ auf 
der durch F = 0 bestimmten Riemannschen Flache. 

Wir bezeichneten Schnittvielfachheit oder Verschwindungsordnung durch 
das Klammersymbol (F, G); dafiir gelten die Regeln: 


(fF. G) = (G, F) 
(1) (F. G,- G,) = (F, G,) + (F, G,) 
(2) (F,G + AF) =(F,@) 
Es sei P (xz, y) der Kérper der Funktionen, die sich im Nullpunkt rational 
verhalten. Wir werden von der Schnittvielfachheit algebraischer Funktionen 
reden wollen, die erst in eimem Erweiterungskérper K q-ten Grades, z. B. 
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q 
P (y, | z) rational werden. Erst in diesem bzw. einer zugehérigen Ebene haben 
die Schnittvielfachheiten einen Sinn. Beim Ubergang von P (z, y) zu K 
multiplizieren sich aber alle schon erklarten Vielfachheiten mit g. Wollen wir 
also die in K neu errechneten Vielfachheiten wieder auf P (zx, y) beziehen, 
so miissen wir sie durch q dividieren. kommen dabei allerdings unter Um- 
standen auf gebrochene Schnittvielfachheiten 

Wir werden z. B. die Schnittvielfachheit von y — » (x) und ¢ (x) zu be. 


q 
stimmen haben, wo 9 und € rationale Funktionen von | x sein mégen, die fiir 
0 r 
‘ ¢, 
x =0 wie xr¢ bzw. x? verschwinden mégen. Inder von y und yx aufgespannten 
Ebene geht y — 7 = 0 einfach und nicht in der Richtung der y-Achse durch 
den Nullpunkt, wahrend £ = 0 die r-fache y-Achse ist. Die Scknittvielfachheit 


q 
ist rin P ly, | x) und ~ in P (y, x), also gleich der Verschwindungsordnung 
von ¢ als Funktion von 2. 

Vv. D. WAERDEN?) definiert die Schnittvielfachheit als Maximalgliederzahl 
einer Kette von einander umfassenden Teilern des Ideals (F, G) im Ring der 
Funktionen, die sich in O ganz rational verhalten. Mit Hilfe dieser Definition 
lassen sich die angefiihrten Zusammenhinge am einleuchtendsten beweisen. 

Die Schnittvielfachheit zweier Mannigfaltigkeiten (n — 1)-ter Dimension 
in einem n-dimensionalen Raume sei erklart durch die Schnittvielfachheit 
ihrer Schnittkurven mit einer allgemeinen Ebene 

5. Unter der Beriihrungsvielfachheit ciner Geraden g mit einer Kurve k 
in einem Punkte O sei ihre Vielfachheit als Tangente verstanden; also die 
Anzahl derjenigen Tangenten innerhalb eines Geradenbiischels durch einen’ 
Punkt P, die sich auf g spezialisieren, wenn sich P auf einen Punkt von g 
spezialisiert. Sie ist gleich der Differenz der charakteristischen Zahlen der 
Kurve in O. Entsprechend definiert man die Beriihrungsvielfachheit in O 
von einer Kurve k mit einer in O reguliren Kurve g als die Differenz der 
Schnittvielfachheit (g, &) in O und der Vielfachheit von k in O. 

6. In der Topologie nennt man zwei Komplexe einander homolog, wenn 
sie zusammen die gesamte Begrenzung eines héher-dimensionalen Komplexes 
sind. Homologe algebraische Mannigfaltigkeiten haben mit einem dritten 
dieselbe Anzahl] von Schnittpunkten. 


§ 2. Bezeichnungen und Definitionen. 


I. Durch die Transformation seien die beiden Ebenen E und e aufeinande 
bezogen. Wir arbeiten je nach ZweckmaBigkeit mit homogenen Koordinaten 
X,, X_, X3 bzw. 2, Xp, x; oder mit inhomogenen x, Y baw. x, y. Die zuge- 
hérigen homogenen Linienkoordinaten seien U,. U,, Us baw. u,, Ug, Ug. Bei 


. U 
inhomogener Schreibweise entspreche ihnen das RichtungsmaB P = — iy. 
“2 
bzw. p=— “ Mit X,z,0,@ sei jedesmal der Inbegriff der drei (zwei) 
Us 


zusammengehérigen Koordinaten gemeint. Den Inbegriff eines Punktes und 
einer durch ihn gehenden Geraden, dargestellt durch zwei Tripel x, u mit 
Uy Z + Ug XZ, + Uz Zz; = 0, nennt man ein Linienelement 1 baw. L. Speziali- 


1) Proc. Acad. Sci. Amsterdam 81, 749 (1928). 
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sierungen wollen wir durch obere Indizes, z. B. X° bezeichnen. Eine einfach 
unendliche, differenzierbare von einem veranderlichen Parameter abhangige 
Mannigfaltigkeit von Linienelementen bildet einen Verein, wenn bei unbe- 
grenzter Abnahme der Parameterdifferenz die Verbindungslinie zweier Punkte 
gegen die zugehérige Gerade und der Schnittpunkt zweier Geraden gegen 
den zugehérigen Punkt konvergiert, wenn also dy — p dx = 0 bzw. u,d#, + 
+ u, dx, + u,dz, = x, du, + z,du, + 2,du, = 0. Eine Transformation der 
Linienelemente: 


(3) 


I 


(%, ) 
(2, U) 
heiBt eine Beriihrungstransformation, wenn sie Vereine in Vereine iiberfihrt, 
wenn also vermége (3) 

(4) dY—PdX =o (dy—p dz) 


ist. 


oy > 


ey 


SI PI 


2! 


’ 
, 


II. Die den homogenen Koordinaten anhaftende Unbestimmtheit macht 
es notwendig, den Differentialbegriff noch etwas zu durchdenken. Das Wort 
Differential‘ mége den Inbegriff von drei GréBen d2z,,d2,,d2, oder ent- 
sprechenden bezeichnen. Unter den Differentialen homogener Koordinaten 
von Linienelementen heben sich drei Arten voneinander ab 

l. dx,:dx,:d 2, = 1: %_: 23 bzw. du,:dug:du, = U,:Ug:Us. 

Sie bewirken keine Anderung der Koordinatenverhiltnisse, daher keine Be- 
wegung des Punktes (der Geraden), sondern nur eine Anderung des Pro- 
portionalitatsfaktors. 

2. Lu,dzx;=0 bzw. Lx,du;=0. Sie bedeuten eine Fortschreitungs- 
richtung auf der Geraden des Linienelementes bzw. eine Drehung um seinen 
Punkt. Zu ihnen gehéren als Sonderfalle die Differentiale 1. Art. 

3. Die allgemeinen Differentiale. 

Differentiale 2. Art, die nicht 1. Art sind, und Differentiale 3. Art, die 
nicht 2. Art sind, mégen eigentlich in ihrer Art heiBen. 

Wir fassen jeweils alle Differentiale, die sich nur um ein Differential 1. Art 
voneinander unterscheiden, in einer Klasse zusammen. Den Klassen ent- 
sprechen eineindeutig die Differentialpaare inhomogener Koordinaten. 

Fassen wir die dx; als inhomogene Koordinaten eines 3-dimensionalen 
Raumes auf, so erfiillen die Differentiale 1. Art eine Gerade, die 2. Art eine 
Ebene. 


Satz 1. Ein beliebiges festes eigentliches Differential 2. Art und ein Diffe- 
rential 1. Art bilden eine lineare Basis fiir die Differentiale 2. Art, d. h. jedes 
Differential 2. Art ist eine Linearkombination des festen Differentials 2. Art 
und eines Differentials 1. Art. 

Drei beliebige feste Differentiale, von denen je eins eigentlich der 1., 2., 3. Art 
ist, bilden eine lineare Basis aller Differentiale. 


III. Aus (3) kénnen wir eine Reihe von Veranderlichen, etwa wu, eliminieren 
und erhalten (im allgemeinen) eine Gleichung F (X, %) = 0. Diese ist durch 
die Transformation nicht eindeutig festgelegt; es kann noch ein beliebiger 
verinderlicher Faktor hinzutreten. Wir kénnen den Rechengang so fihren, 
daB F rational wird. Mit F sei auch die Transformation bezeichnet. 
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Nach einem Satz der elementaren Algebra enthalt F einen rationalen 
Teiler in einer héheren als der ersten Potenz, wenn F mit Fy,, Fx,, Fx, einen 
Teiler gemein hat. In den tiblichen Darstellungen begniigt man sich mit der 
Abieitung nach einer Veranderlichen und schlieBt den Fall, daB F von dieser 
Veranderlichen nicht abhange, als trivial aus. Hier ist. dieser Fall nicht tri- 
vial; es kann sein, daB F von dem einen oder andern X; unabhangig ist, nicht 
aber von allen dreien. 

Wir wollen im folgenden voraussetzen, F enthalte jeden rationalen Faktor 
héchstens in der ersten Potenz, und die Fx, seien nur auf Mannigfaltigkeiten 
von geringerer Dimension als F = 0 mit F gleichzeitig Null. 

Aus der Funktion F gewinnt man die Definitionsgleichungen (3) wieder durch 
Differenzieren. 

Ist F (X°, 2°) = 0, so entspricht dem Verein der Linienelemente durch 
#° der Verein der Linienelemente der Kurve F (X, 2°) = 0. Es wird also 


(5) U,:U,:U, = Fy,:Fyx,:Fx, und ebenso u,:u,:u,; = F,:F,,:F,,. 


Die Voraussetzung, die wir soeben machten, sorgt dafiir, daB diese Verhalt- 

nisse im allgemeinen nicht sinnlos werden. Sie bleiben (mod F’) ungeandert. 

wenn wir F mit irgend einem Faktor G multiplizieren; denn es ist (F - G)y = 
FG + FGy =F xG (mod F). 


§ 3. Irrwege. 


Man koénnte versuchen, mit der Jacobischen Determinante in einer der 
folgenden Gestalten zu arbeiten: 





1. inhomogen: D, . YP) : 
ine (2, y, P) 
2. homogen D, = nore , also eine 6reihige Determinante. 
3. Man kénnte eine Variabelareihe konstant halten. Es sei zum Beispiel 
D, = det bei konstantem %. 3 weitere ahnliche Bildungen sind méglich. 


4. Man kénnte versuchen, die Gesamtheit der Linienelemente der Ebene 
eindeutig auf die Punkte eines 3 dimensionalen projektiven Raumes abzu- 
bilden. Damit ware die Berihrungstransformation auf eine Punkt-Trans- 
formation abgebildet, deren Jacobische Determinante wir ohne Bedenken be- 
nutzen diirften. 

Wir wollen uns nun iiberlegen, daB diese Versuche nicht zum Ziele fihren. 


Zu 1. Das Verschwinden oder Unendlichwerden von D, ist weder not- 
wendig noch hinreichend fiir das Auftreten einer Singularitét. Denn wenn 
p » oder P = co, wird D, ebenfalls 0 oder o, ohne da sich doch die 
Transformation im mindesten singular verhielte. Diese Méglichkeit kénnte 
man ja bei einer Untersuchung in Rechnung stellen. Schwerer wiegt wohl, 
da8& D, an singularen Stellen der Transformation einen endlichen und von 


de 2 
Null verschiedenen Wert haben kann. Es sei z. B. X = “? , r= y 
m" x . zp—y eae 
P=—". Esist D, ==“ 4" | Die Abbildung wird far x =0, p =~, 


y¥ =Y,+0 unbestimmt: Y hangt davon ab, welchem Wert x- p zustrebt. 
Trotzdem ist D, endlich und von Null verschieden. 
Mathematische Annalen. 121. 32 
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Dieses D, stimmt itiberein mit der GréBe g aus Formel (4). Hat man F 
2 


F. : P ; P 
schon berechnet, so wird D, = Ft also sicher keine sehr interessante Bildung. 


Sie sagt eben nur etwas aus iiber das Verschwinden oder Unendlichwerden 
von 7p und P. 

Zu 2. Hier hat man offensichtlich zuviele Veranderliche. Man kann mit 
Hilfe der Relation u, x, + u, 2, + Us; x; = 0 die analytischen Ausdriicke der 
Transformation verandern und andert damit nicht nur dén Ausdruck, sondern 
auch den Wert von D,. Wirft man eine Veranderliche hinaus, so wird D, = 0. 
Diese Bildung ist also zum Gebrauch zu unbestimmt. 

Zu 3. Hier gilt dasselbe; jedoch werden wir sehen, daS man diese Bildungen 
in geeigneter Weise normieren kann. 

Zu 4. Wir wollen zeigen: 


Satz 2. Eine algebraische durchweg eindeutige Abbildung des komplexen 
Raumes S der ebenen Linienelemente auj den komplexen projektiven Raum R, 
ist nicht méglich. Nimmt man aus S die Mannigfaltigkeit M, der co* Linien- 
elemente heraus, deren Geraden durch einen festen Punkt P,, etwa (0, 1, 0) 
gehen (fiir die also p = 0), sowie die Mannigfaltigkeit M, der oo? Linien- 
elemente, deren Punkt auf einer festen Geraden durch P,, etwa der uneigent- 
lichen Geraden x, = 0 liegt, so bleibt der Rest S’ = S— M, — M, homoio- 
morph dem euklidischen Raum der Linienelemente mit endlichen 2, y, p. 
Die erste Homologiegruppe von S’ schrumpft auf die Einheit zusammen 
Angenommen, es gabe eine algebraische homoiomorphe Abbildung von S auf 
R,, so miBten M, und M, algebraische Mannigfaltigkeiten N, und N, im R, 
entsprechen. Ihre Grade seien n, und n,. S’ miiBte auf R’ = R;-— N,— N, 
abgebildet sein. Es seien w, und w, Umlaufe um den allgemeinen Punkt von 
N, bzw. N, in R’. Dann ist?) die erste Homologiegruppe von R’ die Abelsche 
Gruppe mit den Erzeugenden w, und w, und den Relationen k (n, w, 4 
+ %,w,)~ 0. Diese Gruppe schrumpft nicht auf die Einheit zusammen. 
Damit haben wir den Widerspruch. 


§ 4. Die charakteristische Determinante. 
Die Punkte X° und 2° seien durch die Transformation verkniipft; es sei 
F (X°, z°) = 0. Um von Differentialen reden zu kénnen, legen wir nicht nur 
die Verhaltnisse, sondern auch die Werte der Koordinaten X; und %; irgendwie 
fest. Die Verhaltnisse der U; und der %; sind uns durch (5) gegeben: ihre 
Werte legen wir durch 
(5’) U; =Fy,, u 
t 
fest. 
Wir fragen nun nach der Bedingung, unter der sich die Umgebungen von 
L® und [® eindeutig entsprechen. Es mu zu jedem Differential dX,dU 
eindeutig ein Differential dz, d% geben. Es ist nun dU; = ¥'j ad 
— CAjCZ 
y, #F ge 
<" 6X,0X; 
jedes dU, dX nach dz auflésbar, wenn die Determinante 


F,. (i = 1, 2, 3) 


t 
’ 


dx; } 


+ 


dX;(i = 1, 2,3). Dieses System ist dann und nur dann fir 








*) Vgl. etwa O.-H. Ketter, Ganze Cremona-Transformationen, Mh. Math. u. Phys. 
47, 302—305, (1939). 
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Fy.s, Pye, Fy», 

A= | Px,2, X,%, Fy, 

4,2; X,% x, 7%, | 
von Null verschieden ist. Die Berechnung der du aus du; = 3i ry dz; + 

i j 
oF » 4 4 , : 
xi ae — dX; ist dann an keine weiteren Bedingungen gekniipft. Wir 
yy EO By 
haben also den 


Satz 2. Ist fiir ein Punktepaar X°, %° die Determinante A + 0, 80 ist die 
Transformation in der Umgebung dieser Stelle regulér. 

Definition. Die Determinante A heife die charakteristische Determinante der 
Transformation. 

Ihre Untersuchung ist der Inhalt dieser Arbeit. Wir wollen auch die 
Darstellung von A in inhomogenen Koordinaten haben. F sei in X vom Grade M 
in vom Grade m. Multipliziert man die erste und zweite Zeile von A mit 
X, und X,, die erste und die zweite Spalte von A mit 2, und 2, und addiert 
in beiden Fallen zur dritten, so wird nach dem Eulerschen Satze, wenn wir 
X, = X, X, = Y, X, = 1 und fir die x; das Entsprechende setzen: 

} Fy, Fy, Fr, 
A=M-m:-|\Fy, Fy, Fy 
| F, fi 
Ist F kein Polynom, so sind die Zahlen M und m mehr oder weniger zufallig. 


Bei der Untersuchung der Nullstellen von A ist diese Unbestimmtheit jedoch 
ohne Belang. 


: , , a(0 ; = 
Wir kénnen A auch als Jacobische Determinate =p bei konstantem X 


auffassen. U ist dabei als Funktion von X und 2 gedacht, und das ergibt einen 
wesentlichen Unterschied gegen das D, des § 3: jene hatten wir aus der De- 
finitionsgleichung (3) abgeleitet, 0 war eine Funktion von % und @. 

Bei dieser Auffassung als Funktionaldeterminante miissen wir uns noch 
der Invarianz gegeniiber einem Wechsel der Darstellung versichern. 

1. Wir kénnen zu den Werten (5’) noch einen gemeinsamen Faktor @ 
von den Graden N und n in X und % hinzufiigen. Dann wird, wie eine leichte 
Rechnung zeigt, * U) io ES 0° A. Der Faktor 228 o* ist dabei fiir uns 

O\(z) m m 
ohne Belang, wenn wir nicht gerade 9 so wahlen, daB es an einer fir uns 
wichtigen Stelle verschwindet. 

2. Die Gleichungen (5) haben iiberhaupt nur Sinn (mod F). Es ware sinn- 
los, darin Werte X, % einzusetzen, fiir die F (X, %) + 0, die also nicht durch die 
Transformation mit (mod F) einander verknipft waren. Es sei nun 0 = 
] (X, %) = Fy eine andere Darstellung; es sei f = Fy +@F, f = (fy fo fs) 
@ = (a,, 4,, a3). Durch Differenzieren und Anwendung des Eulerschen Satzes 


. ‘ a(0 
sowie des Multiplikationssatzes der Determinanten erhalt man am A 
=A(1l+ ~ be oon = fs). Bei ungiinstiger Wahl von a kann es sehr 


wohl vorkommen, daB der zweite Faktor verschwindet,vielleicht sogar identisch, 
und wir miissen bei Abweichung von der Darstellung (5) darauf achten. 
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. ; . sea , o(u) ,- 
Vertauschen wir in 4 Spalten und Zeilen, so wird A r (% = const). 
C(A) 
Gleichberechtigt mit diesen Determinanten sind: 
O(z) _ a(vU) — 
— (u% = const) - - (X = const) 
@ (X) O (tu) 
6(X) a (u) ” 
- (Ll const) = = (x const) 
oO (xz) ée(v) 
é(X) o(z) =. 
—-(U = const) ~ (u const). 
a (%) @(U) 


Sie mégen die Verwandter von A heiBen. Wir erhalten sie, wenn wir in der 
einen oder andern Ebene oder in beiden die Linienkoordinaten statt der Punkt- 
koordinaten bevorzugen. Bei allen diesen Bildungen werden die zu den ab- 
haingigen Koordinaten dualen GréBen konstant gehalten; differenziert wird 
nach der einen oder anderen Koordinatenreihe der anderen Ebene. Ihren 
Zusammenhang untereinander und mit 4 werden wir in § 5 untersuchen. 
Die anderen 8 méglichen Bildungen + ¥ (0 = const) usw. sind die Rezi- 
o 
proken davon. Sie sind die eigentlichen Jacobischen Determinanten vom 
Typus D, des §3. Es zeigt sich jedoch, daB es zweckmaBiger ist, nicht mit 
ihnen, sondern mit 4 und seinen Verwandten zu arbeiten. 


§ 5. Rechenregeln. 
l. Es zeigt sich, dai sich die Ergebnisse iibersichtlicher formulieren lassen 
durch Vergleich mit der Hesseschen Determinante Hy Fy.yx.||. Auch sie 
De 
kénnen wir (mod F) inhomogen schreiben: 


Fyx Fx) fe 
H=(M 1)? Fyy Fyy Fy (mod F). 
Fy Fy h 


H verschwindet bekanntlich in jedem Doppelpunkt einer Kurve 6fach, in 
jeder Spitze auBerdem noch 2fach. (Wir wollen die Spitzen immer unte1 
den Doppelpunkten mitzahlen.) 

2. Wir wollen untersuchen, was wir zu A oder H hinzufiigen miissen, wenn 
wir F mit einem Faktor G multiplizieren. Dabei interessiert uns nur das Ver- 
halten von A auf der Mannigfaltigkeit F = 0; wir rechnen (mod F). Die 
volistandige Formel liefert dariiber hinaus nichts Bemerkenswertes. Sind 
F und @ von den Graden M und N in X, von den Graden m und n in %, so 
kénnen wir durch mehrmalige Anwendung des Eulerschen Satzes und geeig- 
nete Zeilen- und Spaltenaddition errechnen, daf: 

(M+ NV) (m+n 
M-m 
(M+ N 1)? 
(M 1)* 


(6) A(F-G): ’ G3 A (F) (mod F) 


Hx(F -Gj= G? Hx (Ff) (mod F). 


3. In dhnlicher Weise erhalten wir fiir die p-te Potenz: 


(7) 1 (F?) = p' F3?-3 A (PF). 
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4. Uben wir auf die Ebene E eine Punkt-Transformation G@ aus, so ist die 
charakteristische Determinate der zusammengesetzten Transformation K 
gleich dem Produkt von A(F) mit der Jacobischen Determinante von G 


(8) 1(K) = A(F)-J (@) 


5. I. Es seien F (X, %) = 0 und G (X, ¥) 0 zwei Berihrungstransfor- 
mationen zwischen den Ebenen e und £ bzw. zwischen E und e. Wir wollen 
die Transformation K zwischen den Ebenen e und e untersuchen, die durch 
Zusammensetzung von F und G entsteht. Hier sind zwei Falle zu unterschei- 
den, je nachdem, ob K wieder eine eigentliche Beriihrungstransformation ist 
oder in eine Punkt-Transformation ausartet. Es sei 2° ein Punkt in allge- 
meiner Lage in e. Den Linienelementen durch %° entsprechen die Linien- 
elemente der Kurve F (X, 2°) = 0 in EB. Von jedem dieser Linienelemente 
betrachten wir das Bild, das G davon in e entwirft. Es kann nun sein (1. Fall), 
daB alle diese Bilder wieder zu einem Punkt f gehéren: dann ist K die Punkt- 
Transformation % > t. Es ist dann G=F-! K und nach Regel (8) A (@) = 

A(F-)J(K). Nun ist 4(F-!) =A (FP), da diese beiden Determinanten 
durch Vertauschung von Zeilen und Spalten auseinander hervorgehen. 

Also ist 


> A (@) 
(9) J (K) AP) * 

II. Im zweiten Fall erfiillen die Bilder, die G in e von den Linienelementen 
der Kurve F (X, x®) = 0 entwirft, wieder eine Kurve K (2°, t) =0. Wir 
schreiben F und G in homogenen Koordinaten; sie seien in X von den Graden 
M und N. Es zeigt sich, daB wir M+ N voraussetzen miissen; notfalls kénnen 
wir dies durch Multiplikation mit einem willkirlichen unwesentlichen Faktor 
erzwingen. Unser Ziel ist, K und A (K) zu berechnen. 

Sind 1, I, 1 entsprechende Linienelemente, so hat L die Linienkoordinaten 
Fy, oder auch Gz.. Diese GréBen sind also einander proportional. Aus den 
( leichungen 
(10) Fy, : Fy, : Fy, Gry, : Gy, :Gy 
kénnen wir die Verhaltnisse X als Funktionen von % und ¢ berechnen und in 
F (X, %) = 0 einsetzen und erhalten eine Gleichung K (z, t) =0. Die Funk- 
tionen X (z, f) sind fir jedes Punktpaar 2, f erklart; jedoch nur solche Punkt- 
paare, fiir die K (2, t) = 0, liefern Werte von X, fiir die F (X, Z) = 0. 

Nun ist es unméglich, homogene Koordinaten, auf deren Verhaltnisse es 
nur ankommt, auch nur hinzuschreiben, ohne GréfBen anzugeben, die jene 
Verhaltnisse aufweisen. Wie wir die Gréfen auswahlen, bleibt noch will- 
kirlich. Wir kénnen z. B. noch die Befricdigung einer beliebigen inhomogenen 
Gleichung verlangen. Es zeigt sich, daB dafiir eine der Gleichungen 
(11) Fy, Gx, (¢ = 1, 2, 3) 
am geeignetsten ist. Aus jeder von ihnen und (10) folgen die beiden anderen. 
Sie sind inhomogen, solange M+ N. Ist M=WN, so sind aus (11) nicht die 
Werte X; berechenbar, sondern ihre Verhaltnisse werden iiberbestimmt; des- 
halb die Voraussetzung M + N. 


Satz 3. Sind % und % durch die Transformation K verkniipft, so ist die 
Lésung von (11) im kleinen eindeutig. 
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Das Gegenteil ware, daB die Lésung von (11) noch von einem verdnder- 
lichen Parameter ¢ abhinge. Dann kénnten wir (11) nach ¢ differenzieren: 


: d X; .. dX; : 
LiF x, x, a = 2 Gx, x, dt (i = 1, 2,3) 


Multiplizieren wir diese Gleichungen mit X,, X,, X; und addieren, so wird 
nach dem Eulerschen Satze: 
Dp 7 . d X; 
[(M —1) Si Px, —(N —1) 3% Gx,) 7 = 


aX; 


(M —N) SiFx 


=(Q, 
Die Mannigfaltigkeit der Lésungen hatte also mit F = 0 in jedem Punkt 
die Richtung gemein, fiele also mit F = 0 zusammen. Allen Linienelementen 
von F = 0 entsprechen also in e Linienelemente desselben Punktes f, welche 
Mdglichkeit wir im 1. Fall erledigt und im 2. Fall ausgeschlossen haben. 
Satz 4. Die Gleichungen (11) besiizen fiir das allgemeine Punktepaar Z, 
endliche und von (0, 0, 0) verschiedene Lésungen; die Lésungen fiir durch K = 0 
verkniipfte Punktepaare ergeben sich durch Spezialisierung. 
Denn wenn ein System von 3 Gleichungen mit 3 Unbekannten fiir spezielle 
Werte der Parameter ZX, = Lésungen hat, die sich nicht durch Spezialisierung 
_von allgemeinen Lésungen ergeben, so hangen diese noch von einem weiteren 
veranderlichen.Parameter ab, was nach Satz 3 nicht sein kann. 

Die Lésungen von (11), deren Existenz wir uns versichert haben, seien 
; = @; (%, ft). Setzen wir sie in F =O ein, so mége F (M (3, ¥), %) 

yy =F = 

u K (%, f) werden. Aus K = 0 und (11) folgt dann neben F = 0 auch G =0; 
denn multiplizieren wir die Gleichungen (11) mit X,, X,, X, und addieren sie, 
so wird nach dem Eulerschen Satze M-F =N-G. K =0 stellt also die 
Beriihrungstransformation zwischen e und e dar. 

K wird im allgemeinen nicht rational; wir werden zweckmaBig zur Norm 
N (K) = K itbergehen. 

ITI. Satz 5. Ee ist 

~ M-N \8 A(F}-A(@) 
€ { — [ 
(12) 4(K) =|} Hy (F —G) ’ 
wobei fiir die X; immer @; (%, f) zu setzen ist. Dadurch wird dann auch der 
Nenner wieder homogen in Z und in f. Es ist: 
| @K ar @F oXy 


3% - in, ae ae. 
(13a) M @ 2,04; 0 240 Xj ~~ Ox,0X_E Of; 
@F OX~E OX; 


. 7. : ; i ye P & X, 
a — OXpdX; Oxy; Oy; —~ OX, x04; 
1 aK eG ,, @G ax 
(13b) , ee oe ee me 8 ee 
N 02,04; 0 xO tj Oxr;OXE 02; 
P wa we eG F 0 Xe OX; 4 wr OG eX, 
a — @XpdX; OR Oy; & 


0 XxX} oe a0 f; : 


Die Gleichungen (11) werden zu Identitaéten, wenn wir in sie die aus ihnen 
errechneten Werte X; = @; (%, £) einsetzen. Wir dirfen sie nach den x; und den 
t; differenzieren : 
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oF ; oF OX, . 2G OX; : 
a Be ; ——sa >'s ote ee = 
(14a) OX,0q, | =" O,0X, 0% ©" 0,0, 0% (i,0— 1,2, 3) 
(4b) 5, #F 9X yp, #6 aX | #6 Gk = 1,2,3) 


— OX,OX, Of; — OX,pOX, OF; ~ OXeOT; 


Wir multiplizieren die Gleichungen (14b) jeweils mit “5 = und addieren bei 
+ 
festem 7 iiber k: 
OF OX, @ X; ™ PT eG OX; é X; 
OXzpeX, Ox; OF; a — O@XpoX; OX OF; 


2G OXe_ 


= we 

— OX,OG; 02; 
Ziehen wir (13b) und (15) von (13a) ab und beachten, daB sich die letzten 
Summanden von (13a) und (13b) auf Grund von (11) wegheben, so wird: 


| l l ok vy; OF 6X, 
M NJ] @xj0t; @ OCXpOa, O7; 
also 
N M \3 . OX; 
; ] at 
(16) { VM ) A(K) =A (F) 0g 
Xi 


Um die Determinante zu berechnen, schreiben wir die 9 Gleichungen 


7 
(14b) als Matrizengleichung 
oF 26 ax; 2G 
}- } - 
eX, OX, @X,0X,/ \ Ox; lox tj / 
wobei die Klammern Matrizen bedeuten sollen und die Multiplikation im 


Sinne der Matrizen-Multiplikation zu verstehen ist. Bilden wir links und 
rechts die Determinante, so wird 

x 

Hz (F—@).||—— 

Ov; 

Setzen wir dies in (16) ein, so erhalten wir (12). 


=-A(G@). 


IV. Die nachste Aufgabe ist, uns zu vergewissern, daB der Nenner nicht iden- 
tisch verschwindet. Angenommen, er tate es doch, es sei Hy (F — G) = 0, 
. — — 
verkniipft seien. Dann gibe es zu jedem solchen Punktepaar (%°, f°) ein System 
von Differentialen dX°, fiir das 


wenn man darin X @, (%.%) einsetzt, wobei X und f durch K (%, fT) = 0 


= . o2 F 2a 
(17) yk i—=s ; . > a Hy 
= \0X;0 X, O04 jo Xz 
denn die Determinante von (17) ist gerade Hy (F — G). Wir fihren den 
Beweis in 3 Schritten: 


)dXz=0 (¢ = 1, 2, 3), 


1. die dX} sind nicht von 1. Art, sind also den X; nicht proportional. 
Denn setzen wir in (17) o X; dt fir dX; ein, so kénnen wir nach dem Euler- 
schen Satze die linken Seiten zusammenziehen zu: 

IF . eG = ON . 
| eae, )at=o(M—N dt (i =1,2,3). 
o |(M l) 5x. (N l) Sx, dt=oa(M ) Sx, (a ) 
Diese GréBen sind nach Voraussetzung nicht alle drei identisch Null. Die 
dX° bestimmen also eine Richtung, zusammen mit X ein Linienelement. 
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oF 
aX; 
Verein F = 0 an. Denn multiplizieren wir (17) jeweils mit X,, X, X, und 
addieren, so wird: 


2. Es ist »'i dX}? =0, die Linienelemente (X, dX®) gehéren dem 


oF 2, OF 
y . S = ah | = 5’: -=Q. 
i|(M ) Sx, (N N= dX;=(M—N))> ax ¢Xi ) 
Jene Linienelemente entsprechen also den Linienelementen durch %° vermége 
der Transformation F. 
3. Halten wir %° fest, so bleibt auch f° konstant, dt = 0. Zum Beweise 
differenzieren wir (11) bei kenstantem = total 


on aa 
v, oF aX.=73 ag 


eG 
F . s = ¢ 
—” @X;eXt ~' — + OX;oX: d x, . 


2 oxis_ te? (i=1,2,3). 


Setzen wir fiir die dX; die Lésungen von (17) ein, so wird 


a2 0 
vr Cc G 


S'sx0_ tua (i=1, 2,3). 


Die Determinante dieses Systems ist A (G) +0. Also miBten alle dz = 0 
sein, die f° waren konstant. Diese Méglichkeit hatten wir unter Fall 1) be- 
handelt, jetzt bei der Behandlung von Fall 2) ausgeschlossen. Wir haben 
also einen Widerspruch, und Hz (F — G@) kann auf K =0 nicht identisch 
verschwinden. 

V. K wird im allgemeinen nicht rational sein, da die ® (2, f) es nicht sind. 
Es sei C der Grundkérper. In dem Erweiterungsring C [Kk] liegt dann auch 
A (R) als rationale Funktion von Ableitungen von K. Ebenso liegt das Pro- 
dukt JJ der Konjugierten von K hinsichtlich C in C [K}. Der Restklassen- 
kérper C (K} K ist C isomorph. Jede Gréfe aus C (K), also auch A (R) und J7 
sind also (mod XK) rational. Wir setzten oben die Norm von K,N (R) = K 
A (K) ist nach Regel (6) bis auf einen Zahlenfaktor c: A (K)=c I]* A (R) (mod F) 
also (mod R) rational. Einzelne rationale Faktoren oder Divisoren von N (K), 
die wir weglassen wollen, kénnen wir ebenfalls mit der Rechenregel (6) 
behandeln. 

VI. Ihre wichtigste Anwendung erfahrt die Formel (12) in dem Fall, daB 
G eine Korrelation darstellt, der wir durch geeignete Wahi des Koordinaten- 
systems die Form X, x, + Xz t+ X3%3; =9 geben kénnen. Dann wird 

~ M A 

(12a) sO-- 7 P ree 


K selbst erhalten wir wieder aus K durch Multiplikation mit dem Produkt 
der Konjugierten und mit dem Nenner von K. A (R) multipliziert sich dabei 
nach Regel (6) mit der dritten Potenz dieser GréBen. Diese Formel laBt sich 
nun auch anders deuten: Die x; sind naémlich die Linienkoordinaten U; der 
Ebene EZ. Bei der Aufstellung der Gleichung F (X, %) = 0 hatten wir ganz 
einseitig die Punktkoordinaten bevorzugt. In §4 hatten wir auf die Még- 
lichkeit der Bildung entsprechender Gleichungen in Linienkoordinaten der 
einen oder der andern oder beider Ebenen hingewiesen; die zugehdrigen cha- 
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rakteristischen Determinanten hatten wir die Verwandten von 4 genannt. 
(12a) gibt uns nun die Méglichkeit, diese Verwandten zu berechnen. 

Wir wollen noch die Schnittvielfachheiten von 4 (K) = 0 und A (F) =0 
mit F =O miteinander vergleichen. Unterschiede kénnen die folgenden 
3 Ursachen haben: 

1. H (F) = 0. H (F) verschwindet in den Singularitéten und Wendepunkten 
von F = 0; letztere sind Singularitaten von K = 0. 

2. Der Nenner von K verschwindet. Dies kann er nur dort, wo die Funk- 
tionen’ X,; = ®,(z, 0) Pole haben. Brauchbare Werte der Koordinaten X 
erhalten wir dann durch Division durch eine GréBe, die an der betreffenden 
Stelle ebenfalls einen Pol hat. Vor dieser Division hatte nach (11) Fy, = U; 
endliche Werte; diese verschwinden durch die Division, und wir haben wieder 
die Singularitéten von F = 0 vor uns. 

3. K verschwindet gk ichzeitig mit einer seiner Konjugierten; dann haben 
die Gleichungen (11), die hier in der Gestalt Fy; = U; erscheinen, in der Um- 
gebung der betreffenden Stelle mehrere Lésungen, und ihre Funktional- 
determinante Hx (F) verschwindet. Wir haben also den 

Satz 6. Uberall dort, wo Hg (F) +0, ist die Schnittvielfachheit von A (K) =0 
mit K 0 dieselbe wie die von A (F) 0 mit F = 0. 


II. Das Verschwinden der charakteristischen Determinante. 
§ 6. Ubersicht. 


Wir kniipfen an die Definition der Differentiale des § 2 an und betrachten 
das Verhalten der Transformation in der Umgebung eines durch F (X°, %°) = 0 
verkniipften Punktepaares. Es mégen dort nicht alle Fy, verschwinden. Wir 
wollen jetzt einmal X = X° festhalten und differenzieren die Gleichungen 
(5’) Fy, = U;. Es wird: 

oF ; , 
(li wy =d J = 1,2,3). 
8) p i aXiom ¢% Ui (t ) 
Damit haben wir eine affine Verwandtschaft zwischen dem Raum der dZ% 
und dem Raum der dU hergestellt; wir fragen uns, wie die Differentiale der 
verschiedenen Arten aufeinander bezogen sind. 

Satz 7. Sind die F,, nicht alle Null, so transformiert (18) die Differentiale 
2. Art und nur solche wieder in Differentiale 2. Art. 

Ist Fy, F,, = F,,=9, 8o geht jedes Differential vermége (18) in ein 
Differential 2. Art iiber. 

Zum Beweise multiplizieren wir die Gleichungen (18) mit X,, X,, X; und 
addieren; dann wird 

oF 


M > - 
— te 


dx,= SiX,dU;. 

. ° OF . ’ —_— y T . 

Nun ist =6°U,, folglich M-o )’kupda, = Si X;dU;. Das Verschwin- 
ie 7 — oa 


den der Summen rechts und links bedeutet das Vorliegen von Differentialen 
2. Art. Ist o + 0, so verschwinden sie gleichzeitig. Ist o = 0, so verschwindet 
die rechte Seite auf jeden Fall. 
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Satz 8. Sind alle F,. = 0, so verschwindet A. Denn dann ergibt die soeben 
durchgefiihrte Rechnung, daB die linken Seiten von (18) voneinander linear 
abhangig sind. Also verschwindet ihre Determinante A. 

Satz 9. (18) transformiert Differentiale 1. Art wieder in ebensolche. 

P ; ; : OF " 

Denn setzep wir dz; o x;-dt in (18) ein, so wird --o-m-dt=dU,, 

Cai 
_— , oF . ‘ 
wo m der Grad von F in Zist. Nun ist = x U; nach (3), also U; 0-m-dt = 
OC. 

dU;; die dU; sind also von 1. Art. 

Satz 10. Ist A + 0, so geht jedes Differential in ein Differential der gleichen 
Art iiber und aus einem solchen hervor. 

Nach Satz 8 sind nicht alle F,, Null. Fir Differentiale 2. Art deckt sich 
also der Inhalt von Satz 10 mit dem von Satz 7. Fiir Differentiale 3. Art ist 
der Satz trivial. Fir Differentiale 1. Art miissen wir auf Grund von Satz 9 
nur beweisen, daB die Urbilder von ihnen immer wieder ebensolche sind. 
Nun ist nach Satz 8 ein Urbild sicher von 1. Art; da A + 0 ist, gibt es aber auch 
nur ein solches. 


i? 


DaB eigentliche Differentiale einer bestimmten Art wieder in ebensolche 
iibergehen und aus ebensolchen hervorgehen, folgt aus Satz 10 durch Ver- 
neinung. 

Ist A = 0, so gibt es ein Differential dZ°, das durch (18) in (0, 0,0) trans- 
formiert wird. Da nun (0, 0,0) sicher von 2. Art ist, sind nach Satz 7 ent- 
weder alle F,,;=0 oder dz® ist von 2. Art. Es kann nun entweder dx® 
auch von 1. Art sein, oder es ist eigentlich von 2. Art. Im 1. Fall sind dann 
alle Fy, =0, und F (X,Z°) =0 ist in X = X® singular. Im 2. Fall erhalten 
wir nach Satz 1 jedes Differential 2. Art aus d%° durch Hinzufiigung eines 
Differentials 1. Art, und es wird daher durch (18) in ein solches der 1. Art 
transformiert. Die Richtung U des Linienelementes in X° in ihrer Abhangig- 
keit vom Punkte % auf F (X°, z) 0 verhalt sich also in % = %® stationir. 

Nun noch eine dritte Fallunterscheidung: dies kann 1. bedeuten, daB die 
Transformation dort verzweigt ist oder 2. daB alle Linienelemente der Kurve 
F (X°, %) = 0 demselben Linienelement durch X® entsprechen, daB also die 
Transformation dort unendlich vieldeutig wird. 

Wir fassen alle diese Méglichkeiten noch einmal zusammen. 

Satz 11. Ist in (X°, x) A 0, so wird entweder F (X°, %) = 0 in % = %° 
oder F (X, 2°) = 0 in X = X° singulér, oder die Transformation ist dort ver- 
zweigt, oder sie ist dort unendlich vieldeutig. 

Ist A =0, so gibt es ttberhaupt kein dU von eigentlich 2. Art. Durch 
jeden Punkt gibt es nur eine Richtung, in der alle Kurven F = 0 durch ihn 
hindurchlaufen; nur Linienelemente dieser Richtung nehmen an der Trans- 
formation teil. Es gibt in jeder Ebene nur eine einfach-unendliche Schar von 
Kurven F = 0. Ihr Parameter hangt irgendwie von % ab: F = F [X, f (z)] =0. 
Durch Auflésen nach f erhalten wir f (Z) =g (X), wobei f und g freilich im 
allgemeinen nicht rational sein werden. Eine Beriithrungstransformation wird 
durch eine solche Gleichung nicht dargestellt. 


Satz 12. A=0 bedeutet, daB die Transformation ausgeartet ist. 
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Das Ziel der nachsten Paragraphen soll nun sein, die Schnittvielfachheit 
von 4 = 0 mit F = 0 in den einzelnen in Satz 11 aufgezihlten Arten von 
Singularitéten zu untersuchen. 


§ 7. Die Schnittmannigfaltigkeit von A =- 0 mit F— 0. 


Wir wollen in der iiblichen Weise die Schnittvielfachheit zweier Mannig- 
faltigkeiten A und B oder A =O und B=0 durch das Klammersymbol 
(A, B) bezeichnen. Unter Ebenen wollen wir immer 2dimensionale Ebenen 
verstehen. 

Die inhomogenen Koordinaten X, Y, x, y spannen einen euklidischen R, 
auf. In ihm sind F = 0 und 4 = 0 3dimensionale Mannigfaltigkeiten. Ihre 
2-dimensionale Schnittmannigfaltigkeit sei M. Da sie algebraisch ist, hat 
sie im allgemeinen Punkt P genau eine Tangentialebene t, auch wenn F = 0 
oder A = 0 dort mehrere Tangentialriume besitzen sollten. 

Die ganze Figur werde mit einer im tibrigen beliebigen Schar von Ebenen 0 
yeschnitten, die nur alle mit r nur den Punkt P gemein haben sollen. F = 0 
und A = 0 schneiden auf ihnen Kurven aus. Wir fragen nach ihrer Schnitt- 
vielfachheit in P. 


Satz 13. Die Schnittvielfachheit der Schnittkurven von F =0 und A = 0 
in P mit o ist in allen Ebenen o dieselbe. 


Angenommen, in einer dieser Ebenen, o, sei die Schnittvielfachheit gréBer. 
Wir verfolgen die Spezialisierung p - o (oder, wenn man lieber will, den 
Grenziibergang). Da F = 0, A = 0 und o 4 Gleichungen zwischen den 4 Ver- 
inderlichen X, Y, 2, y vertreten, kénnen dabei neue Schnittpunkte (d. b. 
olche, die sich nicht durch Spezialisierung aus allgemeinen Punkten ergeben) 
nie einzeln, sondern nur in einer unendlichen Mannigfaltigkeit auftreten. 
Diese hatte eine Tangente, die in o und gleichzeitig in t liegen miBte, was 
nicht méglich ist. Also miBte ein Schnittpunkt R von F = 0, 4 = 0 und e 
bei der Spezialisierung in P hineinfallen. Die Gerade PR wiirde zu einer 
Tangente in P, die in o lage, was wieder nicht méglich ist. Also ist die Schnitt- 
vielfachheit jener Schnittkurven in P in der Tat in allen Ebenen g dieselbe. 

Die Schnittvielfachheit von F = 0 mit A = 0 in M ist nun definiert als 
die Schnittvielfachheit ihrer Schnittkurven mit einer allgemeinen Ebene. 
Statt der allgemeinen Ebene diirfen wir nun nach Satz 13 eine beliebige Ebene 
benutzen, die nur mit der Tangentialebcne von M keine Gerade gemein hat. 

Es seien uns zwei Ebenen 0 und o gegeben, die nur einen Punkt gemein 
haben. Wir legen durch jeden Punkt von M eine zu g parallele Ebene und 
bestimmen ihren Schnittpunkt mit 6; die Gesamtheit dieser Schnittpunkte 
heiBe die Projektion von M auf o aus den Richtungen von g. @ und alle 
seine Parallelebenen mégen projizierende Ebenen heifen. 


Satz 14. Dann und nur dann, wenn die Tangentialebene von M im allge- 
meinen Punkt P mit der projizierenden Ebene durch P eine Gerade gemein hat, 
entartet die Projektion von M in eine Kurve. 

Zum Beweise des ,,dann’’ betrachten wir die Schar derjenigen Kurven 
auf M, die in jedem Punkte gerade die Richtung einschlagen, die die pro- 
jizierende Ebene und die Tangentialebene gemein haben. Diese Kurven pro- 
jizieren sich je in einen Punkt, eben weil dies fiir jede ihrer Tangenten gilt. 
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Da die Schar einfach unendlich ist und M erzeugt, projiziert sich M in eine 
Kurve. 

Wenn sich umgekehrt M in eine Kurve projiziert, mu8 jeweils eine un- 
endliche Mannigfaltigkeit von Punkten dieselbe Projektion haben. Diese 
Mannigfaltigkeiten und damit ihre Tangenten liegen je ganz in einer proji- 
zierenden Ebene. 

Wenn wir M aus den Richtungen von e auf E oder aus den Richtungen 
von £ auf e projizieren, kénnen Punkte, Kurven oder die ganzen Ebenen 
entstehen, und je nachdem das eine oder das andere in E oder e statt hat, 
haben wir 4 Fille zu unterscheiden: 

1. Die Projektionen auf beide Ebenen iiberdecken diese, 

2. die Projektion auf e ist eine Kurve, die auf EZ iiberdeckt Z; 

2a. das Entsprechende bei Vertauschung von e und E, 

3. die Projektionen auf beide Ebenen sind Kurven, 

4. die Projektion auf e ist ein Punkt; dann iiberdeckt die Projektion avf 
E ganz £. 

Im Falle 1 eignen sich nach Satz 14 beide Ebenen, im Falle 2 und 4 nur e, 
nicht aber Z, im Falle 3 weder e noch E dazu, die Schnittvielfachheit in ihnen 
von F = 0 und A = 0 abzulesen. 

Ehe wir diese 4 Falle einzeln weiter verfolgen, sei eine Betrachtung der 
Verzweigungsmannigfaltigkeit gestattet. 


§ 8. Verzweigungsmannigfaltigkeiten. 

Es sei A eine algebraische 2 dimensionale Verzweigungsmannigfaltigkeit 
der Transformation, S® die allgemeine Stelle auf ihr. Wir arbeiten mit in- 
homogenen Koordinaten. Die Projektion von A auf e sei 2-dimensional aus- 
gebreitet. Wir nehmen an, X°, Y°, P®, x®, y®, p® seien endlich. P sei der 
Kérper derjenigen Funktionen von 2, y, p, die sich in der Umgebung von 
S°® rational verhalten. Durch X und Y wird vermége (3) ein Kérper iiber 
P erzeugt. Wir kénnen das Koordi.atensystem so legen, daB er bereits durch 
X oder Y je fir sich allein erzeugt wird. 

Es ergibt sich die Frage, in welcher Weise die verschiedenen Zweige der 
Transformation in A in Zyklen zusammenhingen. Wenn F in der Umgebung 
von 8°, also im Kérper P zerfallt, wird jeder Bestandteil zur Bildung von 
Zyklen AnlaB geben. Zerfallt umgekehrt die Transformation in mehrere 
Zweige, so laBt sich jeder durch eine Gleichung F; (X, Y, z, y) aus P dar- 
stellen, und das Produkt dieser F; ist wieder F. Wir wollen zunachst annehmen, 
F sei in A irreduzibel, in S® regular, und dort seien F, +0 und Fy +0. 

Wir wollen die Differente von X°® ausrechnen, denn aus ihr und ihrer Ver- 
schwindungsordnung sind die Verzweigungsstellen der Transformation und 
ihr dortiges Verhalten abzulesen. 

Ist (x®. y®, p®) ein Linienelement, so gelten fiir die Koordinaten X° seines 
Bildes die Gleichungen 


(19) F (X, 2°) = 0 und G (X, 2°, p*) =F, + p°F, =9. 


Aus ihnen wollen wir etwa Y eliminteren. Es se‘en also Y; (X, x°, y®) 
(i =1,2,...,J) die Wurzeln von F = 0 als Funktionen der (auch von Z%®) un- 
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abhéngigen Veranderlichen X. Fiir die Koord‘naten X°. %® von S® wird eines 
dieser Y;, etwa Y, zu Y°, aber auch nur dies eine, weil sonst F y dort verschwin- 
den miiBte. Wir setzen diese Y; in G ein; es wird 


G, (X, °, p®) = G [X, Y,; (X, X), Z°, p®] = 0. 
Da X° eine Lésung sein sollte, ist G, (X°, %°, p®) =0. Es ist G; (X°, 2°, p®) + 0 
fir i+1. Angenommen, G, (X°, %°, p®) verschwinde. Es ist wie gesagt, 
Yy2 = Y, (X°, Z°, p®) + Y°; es gehdrten also zum selben X verschiedene Werte 


von Y, im Widerspruch zu d>r Voraussetzung dali Y im Kérper P (X) liegt. 
Die Gleichung tiber P fiir X ist denn N (G;) = /] G; = Ry (F,G) =0, wo 


+ 
Ry die Resultante hinsichtlich Y bedeuten soll. Die Differente vcn X® ist 


R aad, y ° vr . a . ~  s 
dann 90 (X°) = ~ = IT G,, wobei fiir X iiberall X° zu setzen ist. Es ist 
ox ox k+1 
aa, eC . wt “ Fy .;. . 
+ é oe » Able sr aus F = 0 errech- 
ax ax 7 P ay” da F ae die Ableitung der aus F = 0 errec 


¥ 
neten Funktion Y, (X) ist. Wenn wir fir G wieder den Ausdruck (19) ein- 
setzen, wird: 


O (X°) =(F,y + pFyxy+PF,y+pPFr vy) HT Gy y=. 


. ’ - e F ‘ 
Setzt man das inhomogene Gegenstiick zu (5),.P = — > ,P=— 7 ein, sO 
y Y 
; 4 . 7 , , 
wird der erste Faktor zu — F > . Der zweite Faktor verschwindet nicht. 


y 
Da die Verschwindungsordnung von @ (X°®) die Verzweigungsordnung angibt. 
haben wir: 

Satz 15. Wofern nicht Singularitdten anderer Art stéren, ist die Verschwin- 


dungsordnung von A auf einer Verzweigungsmannigfalligkeit gleich der Ver- 
zweigungsordnung. 


Wenn nun S‘ngularitéten verschiedcner Art in A zusammentreffen, missen 
wir die Verzweig ingsordnung auf folgende Weise bestimmen: Die Gleichungen 
(19), fiir veranderliches p betrachtet, haben einige von p unabhangige, an- 
dere mit p verinderliche Lésungen. Nur die letzteren vermitteln die Trans- 
formation. Sie ist dort fir allgemeine p regular. Ist nun eine Lésung X fir 
allgemeine p etwa o-fach, fiir p = p® etwa o-fach, so haben sich fir p + p® 
gerade (o — @) allgemeine Lésungen zu X® spezialisiert und die Transfor- 
mation ist dort, weil sie irreduzibel sein sollte, (6 — @ — 1)-fach verzweigt. 

Zuweilen kénnen wir das Koordinatensystem so legen, dai p® = 0, wah- 
rend p = oo fiir das allgemeine p stehen darf. Dann ist in (19) G das eine 
Mal durch F,, das andere Mal durch F, zu ersetzen, und wir haben in diesem 
Fall fiir die Verzwe' igungsordnung « die Formel: 


(20) a =(F,F,) —(F,F,) —1. 


Satz 16. Ist F wohl im Grundkérper irreduzibel, aber in einem Erweiterungs- 
kérper als Produkt F = Il F; dargestellt, so ist 


(20a) =di(F, ort) _ i (F,, =) wai 
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Denn es ist 


, OTF; . , OF a 
(9,2) (es EE 
DilF;, Si ed F,) nach (1) 
cz kai 
DilF; aa IT F,) nach (2) 
cz k+i 


da alle iibrigen Summanden Vielfache von F; sind. 


l 


5°: (F,, 274) S’i >’ (F;, F;) nach (1). 
~ i me, 
Ebenso findet man 
(mr, 22s) _ ya (p,, 2) 4 ye YP Fy) 
‘ cy cy kai 


Bei der Subtraktion zu Berechnung von « heben sich die Doppelsummen weg. 
Damit ist Satz 16 bewiesen. 


§ 9. Singularitéten der Kurven F = 0. 

Wir kniipfen an die Aufzihlung der méglichen Ursachen des Verschwindens 
von A am Ende des §7 an und wenden uns dem 1. Fall zu: 

A = 0 und F = 0 mégen sich unter anderem in einer irreduziblen Mannig- 
faltigkeit B schneiden, deren Projektionen auf beide Ebenen £ und e 2 di- 
mensional ausgebreitet seien. Zwischen den Punkten von FE und e kénnen 
wir dadurch eine Korrespondenz herstellen, daB wir jeweils die beiden Pro- 
jektionen desselben Punktes von B aufeinander beziehen. Diese Korre- 
spondenz ist nicht ausgeartet und daher im allgemeinen Punkt stetig. Durch 
eine stetige differenzierbare Punkt-Transformation mit von Null verschiedener 
Funktionaldeterminante kénnen wir erreichen, da die Koordinaten ent- 
sprechender Punkte wenigstens in einem begrenzten Stiick tibereinstimmen. 
Wir rechnen inhomogen. 

Satz 17. F (X, Z®) = 0 als Kurve in E hat in X = X° dieselbe Singularitat 
wie F (X°, Z) 0 als Kurve in e. 

Wir denken uns y — Y fiir jeden Zweig von F in beiden Ebenen nach 
ganzen oder gebrochenen Potenzen von 2 — X entwickelt, das eine Mal mit 
Koeffizienten, die nur von X, das andere Mal mit Koeffizienten, die nur von 
% abhangen. Die Art der Singularitét wird durch die charakteristischen 
Glieder beschrieben, bei denen der Nenner des Exponenten kein Teiler des- 
jenigen eines friiheren Glicdes ist. Bei der Umrechnung der einen Entwicklung 
in die andere hat man X; = x; — (x; — X,) zu setzen. Die charakteristischen 
Glieder der zweiten Entwicklung erhalten wir dabei dadurch aus denen de1 
ersten, daB wir in ihren Koeffizienten X durch % ersetzen. Ihre Koeffizienten 
verschwinden also entweder in beiden Entwicklungen oder in keiner, und jeder 
Zweig an der einen Ebene laBt sich einem in gleicher Weise singularen de: 
anderen Ebene eincindeut'g zuordnen. 

Unser nachstes Ziel soll sein, die Schnittvielfachheit von F =0 und 
A =0 in B zu berechnen. Nach §7 ist sie gleich der Schnittvielfachheit 
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der Kurven A (X°, %) = 0 und F (X°,%) = 0 ine im Punkte % = ¥, wenn 
(X°, 2°) ein Punkt von B ist. Wir denken uns zunichst F (X°, Z) in der Um- 
gebung von ° in irreduzible Bestandteile F,- F,... zerlegt. F, = 0 hat dann 
in %° nur einen einzigen Zweig, und wir kénnen durch gleichzeitige stetige 
Transformationen beider Ebenen erreichen, daB seine Tangente der x-Achse 
parallel wird. 


Hilfssatz 1. Die Verschwindungsordnungen von A (F,) und Hj (F;) sind 
einander gleich. 


a 
Zum Beweise zerlegen wir F, in Faktoren F, = A(X) I (y— Y —7n,), wo 
i=1 
die 7»; Funktionen von X und x — X sind, die sich in der Umgebung von 
( X°.% °) algebraisch, verhalten und dort mit  — X alle von derselben Ordnung 
Pp 
> 


verschwinden. Wir berechnen A und H der einzelnen Faktoren. 
q 


Hz(y— Y —%) "lt verschwindet mit «— X von der Ordnung - — 2, 
¢ =z i 


oe i 0 Oni 
eoXdnx CX 
a2 
. Pn; ON; 
A(t y ’ . : ® ia 
¥ ji) OYOa ey 
On{ | 0 
C2 


von derselben Ordnung. Nun errechnet sich 4 und H eines Produktes in 
gleicher Weise nach Formel (6) aus den entsprechenden Determinanten der 
Faktoren. Damit ist der Hilfssatz bewiesen. 

Hilfssatz 2. Die Verzweigungsordnung « von F, ist gleich der Anzahl 
der in %° verein‘gten Wendepunkte von F (X°, Z) 0. 

Schneidet die Tangente in einer Singularitat Z° dort die Kurve p-fach, 
eine allgemeine durch %° verlaufende Gerade q-fach, so sagt man, es seien in 
%° gerade p — q — 1 Wendepunkte vereinigt. 

Die Verzweigungsordnung bei der Abbildung von e auf £ ist nach (20) 
und Satz 16 

a= (Fy, zs }—|Fi, sh J-l=DSily—Y-n 5) 


Oy | "Oa 
ee 
—~ Fi(y— ¥ —m, 1 -—=4)-1 
Zily li oo) 
Die zweite Summe liefert keinen Beitrag; in der ersten verschwindet ——* wie 


ball . ‘ . p—q 
(a —X) q@ . Jeder Summand ist gleich und a=p—q-—l. 


Das gleiche Ergebnis bekommen wir nach Satz 17 fir die Verzweigungs- 
ordnung der umgekehrten Transformation, von £ auf e. 


Satz 18. Ist die Projektion einer Verzweigungsmannigfaltigkeit in beiden 
Ebenen 2dimensional ausgebreitet, so ist die Verzweigungsordnung in beiden 
Richtungen die gleiche. 


(Man sollte erwarten, daB sie einander reziprok seien.) 
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Satz 19. Sind B Doppelpunkte von F (X°,%) =0 in 2° vereinigt, unter 
denen sich B Spitzen finden, und ist die Transformation dort a-fach verzweigt. 
so hat A dort mit F 


(21) (4,F)=6 B+2B+a 


Schnittpunkte. 


Denn H und damit nach Hilfssatz 1 auch A verschwindet auf dem ein 
zelnen Zweig fiir jeden Doppelpunkt 6fach, fiir jede Spitze auBerdem noch 
2fach und fiir jeden Wendepunkt 1 fach. Machen wir uns nun von der Voraus- 
setzung frei, daB die Tangente immer der z-Achse parallel sei, machen wir 
also jene vorbereitende stetige Transformation riickging’g, so wird sich die 
Anzahl der Wendepunkte und damit die Verschwindungsordnung von H, 
nicht aber die Verzweigungsordnung und die. Verschwindungsordnung von A 
andern. Satz 19 ist also zundchst fir die irreduziblen Faktoren F; von F 
richtig. Setzen wir diese nun wieder zu F zusammen, so erhdht sich die Ge- 
samtanzah] der Doppelpunkte, nicht aber die der Spitzen und Wendepunkte 
oder die Verzweigungsordnung. Daher erhdht sich die Verschwindungsord- 
nung von H nur um das 6fache der Anzahl der neu hinzutretenden Doppel- 
punkte. Nun erhdéhen sich aber nach (6) die Verschwindungsordnungen von H 
und JA bei einer solchen Produktbildung in gleicher Weise. Damit ist Satz 
19 fir beliebige Funktionen F bewiesen. 

Nun sind die Singularitaéten von F (X°, Z) = 0 als solche fiir die Trans- 
formation ohne Bedeutung. Beim Ubergang zu Linienkoordinaten fallen denn 
auch nach (12a) die entsprechenden Divisoren heraus, da H im Nenner steht. 

Treten spaterhin Singularitéten von F = 0 zusammen mit anderen Singu- 
laritaten der Transformation auf, so wollen wir immer die 6fache Anzahl 
der Doppelpunkte und die 2fache Anzahl der Spitzen als ihren Beitrag zu 
(A, F) auffassen und nur noch iiber den Rest Rechenschaft ablegen. Setzt 
sich nun F aus mehreren rationalen Bestandteilen zusammen, so kommen 
zu den Singularitaéten, die sich in den einzelnen Faktoren ausdriicken, durch 
die Zusammensetzung nur noch Doppelpunkte hinzu. und diese machen sich 
im Verschwinden von A und von H in gleicher Weise bemerkbar. Da es uns 
im folgenden nur auf andere Arten von Singularitéten ankommen soll, 
wollen wir immer annehmen, F sei im kleinen irreduzibel. 


§ 10. Fundamentalkurven 1. Art. 


Es sei I’ eine irreduzible, auf F = 0 und A = 0 gelegene 2 dimensionale 
Mannigfaltigkeit, deren Projektion auf e eine Kurve, auf Z dagegen 2 dimen- 
sional ausgebreitet sei. Die Kurve in e heibe eine Fundamentalkurve 1. Art. 
Die Schnittvielfachheit von F = 0 und 4 = 0 wollen wir mit der von F = 0 
und H =0 vergleichen. Nach §8 diirfen wir alle diese Mannigfaltigkeiten 
durch ihre Schnitte mit e ersetzen. Wir wollen, wie gesagt, annehmen, F sei 
in der Umgebung von I’ irreduzibel. 

Wieder kénnen wir durch eine vorbereitende stetige differenzierbare Punkt- 
Transformation erreichen, daB die Fundamentalkurve ein Stiick weit mit 
der z-Achse zusammenfalle. Ihren Punkten Z® entsprechen in E Kurven 
F (X, z°) = 0, und mit Hilfe einer stetigen differenzierbaren Transformation 
der Ebene £ kénnen wir sie wenigstens in einem beschrankten Gebiet in die 
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Geraden X = Y° iiberfiihren. Durch diese Transformationen, deren Funktional- 
determinante ja nicht verschwinden kann, wird infolge (8) an der Art des 
Verschwindens von A nichts geéndert. Wir zerlegen F wieder in Linear- 


— q — 
faktoren hinsichtlich y: F = A (X) I] (y—,), wo die »; noch von X und 


i=1 
a — X abhangen. Da sie konjugiert sind, verschwinden sie auf I’ alle mit 


y Con; = ° , 
a — X von derselben Ordnung ” > 0; > mége mit  — X von der Ordnung 
q ; 
p* , . 
verschwinden. Dann verschwindet 
q 
é , Hi 0 P . "i 
OXGx ox 
29 Oni 
1, Hi) - — | 
y sig aY@xun oY 
: i 1 0 
cz 
7 . y p* + p 9 > ° e 
auf J” mit x— X von der Ordnung —2; nach §1,4 ist dies 


(A (y — »;), y — n,); es ist die genaue Ordnung, denn ist etwa yn; = a (X) 


p p* p + p* har 
(a — X)¢@ +---+56(X, Y) (x4 — X) ¢, so hat (x — X) 2 in A den 
- ° *« t , ) * t — 
Noeffizienten a- : : = 3 (2 1) + r P| a- = 4 e (= P +1)+0. 
oF q\q qq) Yq q 
Die Verschwindungsordnung von H (y— n,) = “ - stellt sich verschieden 
Coz 

dar, je nachdem p = q oder p+ q. 

Ist p+ q, so ist (H, y- - 1) E we Bf, 

Ist p=q, so entwickeln wir y; nach Potenzen von x— X: yj 

; “ P 
a;(X) (x X) + b, (X) (2 — X)4@ +.-.--. Die 2. Ableitung des ersten Gliedes 
verschwindet, und das 2. Glied entscheidet tiber die Ordnung des Verschwindens 


von H: (H, y — n,) = : —2. Die Schnittvielfachheiten von A (y — ,) und 
G 


* * o7) . 
H (y — n;) mit y — n; unterscheiden sich also um P” baw. PtP? | Nach (6) 
unterscheiden sich die Schnittvielfachheiten von A (F) und H (F) mit 
y— 7; um denselben Betrag. Nun ist (4 (F), F) = 3 (4 (F), y—m) und 
(H (F), F) = Yi (H (PF). y— n,); die Summen haben je q einander gleiche 
Glieder. Also wird: 
(22) (A (F), F) — (A (FP), F) p* (wenn p+q) und 
p*—p+p (wenn p= 4q). 
II. Nun wollen wir die Verzweigungsordnung der Abbildung von E auf e 
bestimmen; da P® = oo, miissen wir in Satz 16 X und Y vertauschen; es ist 


oF ; oF . On; 
NM: . 7" "” Ss a .) 
(20a ) % | Ae } — (F, ; y)-! == ily Ni: ex) 


. Ni 
—Sily—ni. — o¥)7! 


Mathematische Annalen. 121. 33 
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Nun ist 
Con P l € *) p* 
:— =| = —I13/2 _—awp)= . 
(y "i ax ly "i @ ¥ q 
Es werden also « = p* — p +q—1 Schnittpunkte von 4 = 0 und F = 0 
der Verzweigung. zuzuschreiben sein. 
IIl. Zur weiteren Untersuchung miissen wir nun 3 Faille unterscheiden: 


l. p> gq. Die z-Achse ist (y p — q)-fache Tangente an F 0, und wir 


haben uns w p—d 1 Wendepunkte an der Singularitaét beteiligt zu 
denken. Diese liefern als solche einen Beitrag zu (H, F), nicht aber zu (A, F). 
Wir miissen also nach (22) fir p* + p—q—1 Schnittpunkte von 4 = 0 
mit F = 0 nach einer Erklarung suchen; p* p+q ! riihren von der 


Verzweigung her. Es bleiben 2(p— gq) iibrig, also das Doppelte der Viel- 
fachheit y der z-Achse als Tangente. 
2. p=q. Hier ist y = 90. Die charakteristischen Zahlen des Kurven- 
zweiges sind p und q, also w P—4q l. Es ist (4, F) — [(A, F) — w] p* 
l x. Wir kommen also gerade mit den bisher gegebenen Deutungen aus. 
3. p <q. Hier ist y = 0 und die charakteristischen Zahlen sind q und p; 
daher wird w = q— p—1. Auch hier bleibt nach den bisherigen Deutungen 
kein ungedeuteter Rest. 


Satz 20. Eine Fundamentalkurve 1. Art liefert das Doppelte ihrer Beriihrungs- 


vielfachheit y mit der allgemeinen Kurve F = 0 als Beitrag zur Schnittvielfach- 
heit (A, F) 


Ist die Transformation in J’ nicht verzweigt, so muBb a = p* — p + q — 
1 = 0, also p* = p, q 1 sein. F = 0 ist dann regular und berihrt dic 
Fundamentalkurve y-fach (also in p = y + | aufeinander folgenden Nach 


barpunkten.) 
Bemerkung. Die Formel (20) liefert fiir die Abbildung von e auf E die 
Zahl « = (F, Fy) — (F, Fy) l=p—q-l=y 1, obwohl die Deutung als 


/ 
Verzweigungsordnung hier versagt. 


§ 11. Fundamentaikurven 2. Art. 


Eine irreduzible, auf F = 0 und 4 0 gelegene 2-dimensionale Mannig 
faltigkeit O mége sich auf beiden Ebenen als Kurve projiziéren. Diese Kurven 
heiBen ein Paar von Fundamentalkurven 2. Art. Die Transformation ist 
in beiden Richtungen unendlich-vieldeutig: Jedem Linienelement der einen 
Kurve entspricht jedes Linienelement der anderen. Durch stetige differen- 
zierbare Transformationen kénnen wir die beiden Kurven in die z-Achse und 
die X-Achse iiberfiihren. Zur Bestimmung der Schnittvielfachheit von F = 0 


und A 0 in O kénnen wir weder e noch EF verwenden, wohl aber die Ebene 
ae pe X°, da sie die Tangentialebene von O nur in einem Punkte 
schneidet. — Wieder setzen wir voraus, F sei in der Umgebung von @ irre- 
duzibel. 


Wieder zerlegen wir F in Linearfaktoren hinsichtlich y: 


q 
F = A(x, X, Y) Il (y— n,), wo die y,;-Funktionen von x. X, Y, sind und mit 
t=1 


: , ° . . 
Y von der Ordnung * verschwinden. Es ist 
Ba 
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On 4 On | 
OoXdz ax 
O? nj On 
2: Aly — ni — 09 —-= 
(23) y~ ni eYox ay 
Oni l , _ 
ex y it 
» 
. . . . y ~~ Wp r, 
und verschwindet im allgemeinen mit Y von der Ordnung ~” —1. Zum 
q 
Vergleich ziehen wir die Hessesche Determinante hinsichtlich y und Y heran. 


trotzdem sie keine rechte geometrische Bedeutung hat. Sie errechnet sich zu: 


2 . P 
Hy (yn) : 7. . Ist p+q, so hat sie in Y die Ordnung ” —2, sonst, 
. Cc ‘5 q 


wenn p=q, die Ordnung P__2, wo P der Exponent des 2. Gliedes der 
Entwicklung von 7; nach Potenzen von Y ist. 
me \ oy —3+ 
Esist also (A (y — n;), y—,) — (A (y— ni), y— nd PT! bzw.— . =S. 
Da sich nach (6) A (F) und H (F) aus A (y — n,;) und H (y — y,) durch Multi- 
plikation mit dem gleichen Faktor errechnen, ist die Differenz ihrer Schnitt- 
vielfachheiten mit y— ; die gleiche. Die Schnittvielfachheiten mit F sind 
dann in beiden Fallen das g-fache, entsprechend den q-Faktoren von F. 
Satz 21. Die Schnittvielfachheit 6= (A, F) ist mindestens wm p + q (wenn 
p+ q) bzw. 2 p—p + q (wenn p = q) grofer als die Schnittvielfachheit (H, y, F). 
Sie kann fiir spezielle Transformationen auch gréBer sein. Ein wirkliches 
Verstindnis dieser Vielfachheit erfordert wohl eine tiefere Einsicht in die 
geometrische Struktur der Fundamentalkurven 2. Art, als sie bisher vorliegt. 


§ 12. Basispunkte. 

Eine auf F = 0 und 4 =0 gelegene 2dimensionale Mannigfaltigkeit 
mége sich in e auf einen Punkt, etwa O: (0, 0, 1) projizieren. Durch ihn gehen 
dann alle Kurven F (X°, 7) =0 etwa k-fach hindurch. Wir arbeiten mit 
hemogenen Koordinaten. 

Satz 22. In einem k-fachen Basispunkt des Systems der Kurven F = 0 
haben wir auBer den Schnittpunkten, die in der Singularitét von F = 0 oder der 
Verzweigung ihre Deutung finden, noch weitere 2k zu erwarten. 

Dies gilt auch fiir eigentliche (freie) Nachbarpunkte, nicht aber fiir Satelliten. 

Zum Beweise fihren wir F mit Hilfe der quadratischen Cremona-Trans- 
formation 


x 


1 Zs %s 
G@: a,=7%, 2, 
%= 7,2, 
in F iiber. - il sei mit A (PF) bezeichnet. Nach (9) ist A (F) a@) 
_ _ Om OX, J (Q) 
- a Da F in O einen k-fachen Punkt hat, enthalt F = %*-@® den 
aa 1 Le Ly . 
. ~ : o wes FT oe ] ~ 
Faktor Z* ; nach (6) ist dann A (F) = Z3* A (M) und A (F) = 73*-! = A(®). 


1“2 
Nun hat ® mit z, auBer den Grundpunkten von Q noch k-Schnittpunkte. 
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A (F) = 0 hat also in O mit F = 0 noch (3k — 1)-k Schnittpunkte mehr 
als A(®)=0 mit ® = 0 auf x, = 0 auBerhalb der Grundpunkte von Q, 
nimlich die von Q entworfenen Bilder der k je (3 k —1)-fach zu zaihlenden 
Schnittpunkte von 236—! -0 mit @ 0. 

Wir nehmen nun an, fiir @ sei der Satz 22 richtig. Durch Q hat sich fol- 
gendes geandert: 

1. Es sind 4 (4 — 1) k Doppelpunkte in O neu aufgetreten. Damit finden 
3 k (k — 1) Schnittpunkte von A 0 und F = 0 in O ihre Deutung. 

2. Die dann von den oben errechneten (3 k — 1) k noch iibrigen 2 k-Schnitt- 
punkte miissen wir dem neu auftretenden k-fachen Basispunkt zuschreiben. 

3. Z, = 0 sei eine Fundamentalkurve 1. Art fiir ® und an @ = 0 eine 
y-fache Tangente. Ihr entspricht keine Fundamentalkurve 1. Art von F, 
aber in 0 treten y neue Spitzen auf. Die 2 y-Schnittpunkte von A mit F, 
die vorher ihre Deutung in der y-fachen Tangente fanden, finden sie jetzt 
in den Spitzen. 

4. Auf Z, = 0 mégen Basispunkte von @ liegen, unter ihnen Nachbar- 
punkte (mehrfache mehrfach gezahlt). Q verwandelt sie in Satelliten von O 
auf F 0, und (A, F) verliert ihren Beitrag 2. Dafiir geben sie aber Anlab 
zur Aufnahme von n Spitzen in die Singularitaét, die dann wieder den Beitrag 
2 n liefern. 

5. Der Méglichkeit, daB z = 0 eine Fundamentalkurve 2. Art von @ ist, 
brauchen wir nicht nachzugehen. Denn dann schneiden sich xz; = 0 und die 
allgemeine Kurve ® = 0 nicht, und F = 0 geht nicht durch O. In anderen 
Zusammenhangen freilich sind derartige Singularitaten durchaus einer Unter- 
suchung wert. 

Gilt also Satz 22 fiir DM, so gilt er auch fiir F. Nun kénnen wir den In- 
duktionsschluB nach der Anzahl der in der Singularitaét vereinigten Basis- 
punkte fiihren. Sie ist fiir ® kleiner als fiir F. Ist sie Null, so ist der Satz 
inhaltlos. 


il. Anzahlen im gro8en. 
§ 13. Der Bézoutsche Satz in doppelt-projektiven Riumen. 


Der Grundkérper sei von nun an der Kérper der schlechthin rationalen 
Funktionen. F (X, %) wird ein Polynom. 

Wir arbeiteten schon in §8 in dem durch X, Y, z, y aufgespannten R,, 
dem topologischen Produkt der Ebenen # und e. Jetzt wollen wir ihn durch 
ideale Elemente zu einem geschlossenen Raum S abschlieBen. Wir miissen 
dazu in jeder der beiden Ebenen homogene Koordinaten einfihren; ein Punkt 
von S ist uns dann durch die beiden 2-fachen Verhiltnisse 2,:27,:7, und 
X,:X,:X; gegeben. Die Koordinaten eines Punktes enthalten also noch 
2 willkirliche Faktoren. x, = 0 und X, = 0 sind, vom Euklidischen aus ge- 
sehen, zwei unendlich ferne 3dimensionale Raume. 

Wir wollen uns nun eine Ubersicht tiber die linearen Mannigfaltigkeiten 
in S verschaffen. Es seien L (x,, 2%, 23) und 1 (X,, X,, X;) Linearformen in 
einer Veranderlichenreihe allein. Sie verschwinden in 3 dimensionalen Raumen. 
Ein Raum L (%) = 0 heibe von grofer, ein Raum 1(X) =0 von kleiner Art. 
Zwei lineare Raume schneiden sich in Ebenen von groBer, gemischter oder 
kleiner Art, je nachdem ob sie beide von groBer Art, von verschiedenen Arten 
oder von kleiner Art sind. Drei lineare Raume schneiden sich in einer Geraden 
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von groBer oder kleiner Art, wenn zwei Réume von grofer und einer von 
kleiner Art oder einer von groBer und zwei von kleiner Art sind. Drei Raume 
der gleichen Art schneiden sich im allgemeinen iiberhaupt nicht. 

Auf Ebenen groBer Art sind die groBen Koordinaten, auf denen kleiner 
Art die kleinen frei verinderlich. Durch Identifizierung aller Ebenen groBer 
Art erhalten wir Z, aller Ebenen kleiner Art e. Daher die auf den ersten Blick 
etwas befremdliche Umkehrung der Bezeichnungen. 

Zwei Ebenen schneiden sich in einem Punkt, wenn die eine von groBer, 
die andere von kleiner Art oder beide von gemischter Art sind. Andernfalls 
schneiden sie sich im allgemeinen iberhaupt nicht. 

Durch einen Punkt geht genau eine Ebene groBer und eine Ebene kleiner 
Art. 

Lineare Mannigfaltigkeiten, die keiner dieser Arten angehéren, haben fiir 
uns keine Bedeutung. Freilich verzichten wir mit ihnen im allgemeinen z. B. 
auf die Méglichkeit, zwei Punkte durch eine Gerade zu verbinden. 

Eine algebraische Mannigfaltigkeit in S erhalten wir durch Nullsetzen 
einer ,,bihomogenen“, d. h. in beiden Verinderlichenreihen je fiir sich hom- 
genen Form F. Eine solche hat 2 Gradzahlen N und n, eben die Exponenten- 
summe fiir die eine und die andere Veranderlichenreihe. 

Wir wollen jetzt die topologische Struktur von S untersuchen. Jede der 
4 Dimensionen ist komplex aufzufassen und vertritt 2 reelle Dimensionen. 
Wir arbeiten also in einem Raum S von 8 Dimensionen. 

Es‘sei g eine Gerade kleiner Art. Die Gesamtheit der Punkte, die bei 
irgendeiner Wahl des Koordinatensystems reelle _Koordinatenverhaltnisse 
haben, heiBe (in Anlehnung an das Gaufsche Bild) ein Kreis auf g. Durch 
geeignete Koordinatenwahl erhalten wir so jeden Kreis des GauSschen Bildes. 
Nun zeichnen wir willkirlich einen Punkt U von g als unendlich fern aus. 
Die Kreise durch U mégen Striche von kleiner Art heiBen. (Die Bezeichnung 
,,Gerade“ wollen wir den algebraischen Geraden grofer und kleiner Art vor- 
behalten). Zwei Punkte einer Geraden und damit einer Ebene kleiner Art 
lassen sich durch einen Strich kleiner Art verbinden. Die unendlich fernen 
Punkte auf verschiedenen Geraden wollen wir so wahlen, dai ihre Gesamtheit 
einen linearen Raum L,, groBer Art bilden. Ebenso willkirlich sei ein linearer 
Raum /,, der kleinen Art bestimmt, auf dem die unendlich fernen Punkte 
der Geraden groBer Art liegen und der von den Strichen groBer Art geschnitten 
wird. Das Koordinatensystem sei so gewahlt, daB 2, = 0 auf L,, und X, = 0 
auf l,, sind. S war doppelt projektiv; S ist jetzt doppelt affin geworden. 

Eine von U und einem endlichen Punkt begrenzte Strecke heiBe ein 
Strahl. Zwei Strahlen in verschiedenen Ebenen kleiner Art, X = X° und 
X = X', mégen von den Punkten (X°, 7) und (X!, Z) ausgehen und durch 
die Punkte (X°, #*) und (X!, %) hindurchgehen. Wir wollen sagen, sie haben 

1 3 


dieselbe Richtung, wenn =) * — = * = *3 = — "3 *h und reell und positiv 
x? x$ — xf 23 x2 xf — xf x3 

ist. Diese Definition ist invariant gegen affine Transformationen. Durch 

jeden Punkt P gibt es einen Strahl jeder Richtung 9. Er sei mit (P, @) be- 

zeichnet. Unter einem Richtungspaar wollen wir die beiden Richtungen 

eines Striches verstehen. 


Satz 23. In 8 ist F ~ 1% L", wenn F eine in S 3dimensionale algebraische 
Mannigfaltigkeit mit den Gradzahlen N und n und L und | beliebige lineare 
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Réume groBer und kleiner Art sind. In S sind sie 6dimensional, und das 
Zeichen ~ fiir die Homologie bedeutet, daB® rechte und linke Seite zusammen 
die vollstandige Begrenzung eines 7dimensionalen Komplexes bilden. 

Da Raume derselben Art einander homolog sind, brauchen wir sie in 
Formulierung und Beweis des Satzes nicht zu unterscheiden. Wir nehmen 
der Anschaulichkeit halber an, L = L,, und / =1,, seien die beiden unendlich 
fernen Raume x, = 0 und X, = 0. 

Es sei €¢, eine Ebene von kleiner Art und von so allgemeiner Lage, dai 
ihre Schnittkurve mit F keinen mehrfachen Bestandteil enthalt. Durch den 
allgemeinen Punkt P von e, legen wir eine Ebene E der groBen Art, die F 
in einer Kurve K schneiden mége. Wir verbinden jeden Punkt R von K mit P 
durch einen Strich. Er schneide l,, in einem Punkte Q und wird von P, R 
und Q in drei Stiicke geteilt, und das Stiick R Q wollen wir in einen Komplex C 
aufnehmen. Durchwandert R nun K, so iiberstreicht Q die Schnittgerade 
von E und /,,, und zwar jeden Punkt Q, N-mal, da die Gerade P Q, die 
Kurve K in N Punkten schneidet und N-Strahlen der angegebenen Art ent- 
halt. Uberstreicht nun P die Ebene é,, so iiberstreicht K die Mannigfaltigkeit F, 
und Q iberstreicht J... F und 1X sind also Teile der Begrenzung von C. 

Die Konstruktion wird unbestimmt, wenn P = P, auf F liegt. Diese 
Punkte erfiillen die Schnittkurve k, von F und ey. Wir behaupten nun: Jeder 
Strahl von P, in der zugehérigen Ebene £, wird einerseits von Strahlen 
angenahert, die C angehéren, andrerseits von solchen, die C nicht angehéren 
Daraus kénnen wir dann folgern, dai HE, zur Begrenzung von C gehdrt. 

Es geniigt, den Beweis fiir die regularen Punkte von k, zu fihren. In einem 
solchen Punkt ist e, nicht Tangentialebene von F = 0. Wir betrachten ein 
beliebiges Strahlenpaar s’ s’’ in Z, durch P, mit den Richtungen (0’, 0’’). 
Durch (0’, o’’) und e, legen wir einen 5dimensionalen Raum T. Da F den 
Punkten von S 2 Bedingungen auferlegt, schneiden sich F und T in einer 
nicht-algebraischen 3 dimensionalen Mannigfaltigkeit G. Durch jeden Punkt R 
von G legen wir einen Strich der Richtung (0’, 0’). Er schneidet e, in einem 
Punkte P. P und R mégen einander zugeordnet heiBen. Die Punkte P erfillen 
eine 3-dimensionale nicht algebraische Mannigfaltigkeit g, der auch P, ange- 
hért. Der Punkt P, beschreibe auf g einen Weg w durch Py, mit daselbst 
stetiger Tangente, der ihm zugeordnete Punkt R, einen Weg W auf G@ durch P, 
wund W werden durch P, in zwei Teile w’ und w” bzw. W’ und W”’ zerschnitte1 
Gehen wir zu unserer Konstruktion von P, aus, so zeigt es sich, dab immer 
der eine der beiden Strahlen (R,, 0’) oder (R,, o’’) in C liegt, der andere nicht. 
Da e, nicht Tangentialebene an F ist, liegen W’ und W” in 7 auf verschiedenen 
Seiten von é,. Beim Durchgang von R, und P, durch P, kehrt sich also die 
Richtung P, R, und damit die des C angehérigen Strahles um. Wir kénnen 
die Bezeichnung so festsetzen, dab, solange R, auf W’, der Strahl (R,, 0’) 
in C liegt, der Strahl (R,, 0’’) nicht; liegt R, auf W’’, so gehért dann (R,, 0”) zu C 
und (R,, 9’) nicht. s’ und s’’ werden also je einseitig je von Strahlen ange- 
naihert, die C angehdren, und von solchen, die C nicht angehéren. 8’ und s” 
gehdren also der Begrenzung von C an. 

Es set nun B die Vereinigungsmenge der Ebenen grofer Art durch die 
Punkte von ky. Dann ist F ~1%- B. Es bleibt nun noch zu zeigen, dal} 
B ~ L%, ist. Dazu suchen wir einen 7dimensionalen Komplex zu konstru- 
ieren, der von B und L” begrenzt wird. Es sei P, ein Punkt auf eg, der nicht 
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auf ky liegt, E, die Ebene groBer Art durch P,. E, schneidet B nicht. Durch 
jeden Punkt P von £, legen wir eine Ebene kleiner Art; sie schneide B in 
einer Kurve k. Wir verbinden wieder P mit jedem Punkt R von k durch einen 
Strich kleiner Art, der L,, in einem Punkt Q schneiden mége. Denjenigen 
Strahl] R Q, der P nicht enthalt, nehmen wir in den Komplex C, auf. Durch- 
wandert R nun k, so iiberstreicht Q die Schnittgerade von e und L,, und 
zwar jeden Punkt Q, n-fach, da die Verbindungsgerade Q, P die Kurve k in 
n Punkten R schneidet. C, wird also in der Tat von L% und B begrenzt. 
Damit ist Satz 23 bewiesen. 


Satz 24. Die Anzahl der Schnittpunkte von 4 algebraischen 3 dimensio- 
nalen Mannigfaltigkeiten F,, F,, F,, F, in S von den Gradzahlen N; und n, 
ist 2 N; N, n,n,,, wobei i, k alle Paare zweier verschiedener der Zahlen 1, 
2, 3,4 durchlaufen sollen und 1, m jedesmal die beiden itibrigen bedeuten 
mogen. 

Zum Beweise diirfen wir die F durch die homologen Potenzen linearer 
Riume ersetzen, und zwar zweckmaBig von verschiedenen Raumen: F; ~ 
~ L,*il;%i. Nun sechneiden sich 4 lineare Raume nur dann in einem Punkt, 
wenn 2 von ihnen von groBer, 2 von kleiner Art sind. Wir haben also auf 
alle méglichen Weisen aus den L; und den I; je zwei von groBer und zwei von 
kleiner Art herauszugreifen und iiber die dabei vorgefundenen Schnittviel- 
fachheiten zu summieren. Dann kommen wir gerade zu der angegebenen 
Formel. 


Sonderfdlle. 1. Es seien F, und F, lineare Réiume der kleinen Art, F, ein 
Raum groBer Art. Sie schneiden sich in einer Geraden kleiner Art. Es ist 
N, = N, =n, =1; Ng=n, =n, =90. Die Anzahl der Schnittpunkte wird 
n,. Jede Mannigfaltigkeit mit den Gradzahlen N,, n, wird also von einer Ge- 
raden kleiner Art in n, Punkten geschnitten (ebenso von einer Geraden groBer 
Art in N, Punkten). Damit ist die Bezeichnung der Grade noch einmal ge- 
rechtfertigt. 


2. Einer 2dimensionalen Mannigfaltigkeit werden wir 3 Gradzahlen zu- 


ordnen miissen, namlich die Anzahl ihrer Schnittpunkte mit Ebenen der 
groBen, gemischten und kleinen Art. Sie mégen die groBe, mittlere und kleine 
Gradzahl heiBen. 

Die Schnittmannigfaltigkeit zweier 3dimensionaler Mannigfaltigkeiten 
F, und F, mit den Gradzahlen N,, n, und N,, n, hat demnach die Gradzahlen 
N, Nz, Ny mz + Nz nj, 2, Ny. Zum Beweis haben wir in der Formel des Satzes 24 
fir Ebenen grober Art N, = Ny = 0, ng = my 1, fiir Ebenen gemischter 
Art z.B. N,; =n, =1, nz = N, = 90, fiir Ebenen kleiner Art n, = n, = 0 
N,=N, 1 zu setzen. 


§ 14. Die Schnittzahlen von F und A. 


Wir wollen die Ergebnisse des § 13 auf den Schnitt M von F und A (F) 
anwenden. Hat F die Gradzahlen M und m, so sind die von A gleich 3 (M — 1) 
und 3 (m— 1), also die des Schnittes 


(24) 3M (M —1), 3m(M—1) + 3M (m— 1), 3m (m— 1) 


Nun denken wir uns M in irreduzible Teile zerlegt, M = J] M;*i. Jeder 


t 
Teil gehért einem der in § 8—12 behandelten Typen an; die Exponenten 4; 
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sind die dort berechneten Vielfachheiten. Wir wollen nun von jedem Teil M; 
die 3 Gradzahlen berechnen und die grofe mit groBen lateinischen, die mitt- 
leren mit deutschen, die kleine mit kleinen lateinischen Buchstaben bezeichnen. 
Multiplizieren wir sie mit den zugehérigen Exponenten und addieren, so 
miissen wir die Zahlen (24) erhalten. Das wird uns einige wichtige Formeln 
liefern. 

Schon in §7 hatten wir die Projektionen von M; in die beiden Ebenen E 
und e betrachtet. Projektionen desselben Punktes sind dann durch eine Korre- 
spondenz mit einander verkniipft, die wir wieder M; nennen wollen. Wir 
unterscheiden wieder 5 Fille. 

. Be Aes. seien die Verzweigungsmannigfaltigkeiten, A;, a;, a; ihre 
Gradzahlen, «; die Verzweigungsordnungen. Uber die Gradzahlen wird im 
Zusammenhang mit den folgenden Fallen noch etwas zu sagen sein. 

2. Die Projektionen von B,, B,, . . . . auf beiden Ebenen seien 2 dimensional 
ausgebreitet. B;, b;, b; seien ihre Gradzahlen. Jede Ebene groBer oder kleiner 
Art schneidet F = 0 in einer Kurve F (X, %) = 0 oder F (X°, %) =0, und B; 
in einzelnen Punkten, namlich den singuléren Punkten jener Kurven oder 
den Verzweigungspunkten. Die Anzahlen dieser Punkte sind B; bzw. 6;. 
Es seien in ihnen jeweils 8; Doppelpunkte und f; Spitzen vereinigt. #; und 
B; sind fir B; charakteristisch; Singularitaten von verschiedenem Typus 
gehéren verschiedencn B; an. 

B= 2p, B; und b= Zz §; 6; sind die Gesamtanzahlen der Doppelpunkte, 
B= 28; B; und 6 = FB; b; sind die Gesamtanzahlen der Spitzen der all- 
gemeinen Kurven F = 0 in E und in e. 

Um nun die mittlere Gradzah! zu bestimmen, schneiden wir mit einer Ebene 
gemischter Art. Eine solche schneidet E und e je in einer Geraden G und g. 
Die Punkte von g sind vermége B; mit den Punkten einer Kurve der Ord- 
nung b; verkniipft, wobei 6, der Grad der Korrespondenz B; ist. Diese 
Kurve schneidet @ in b; Punkten. Es gibt also gerade b, durch B; verkniipfte 
und auf g und G verteilte Punktepaare. Die mittlere Gradzahl b; von B; ist 
also b; 6;, gleich ihrem Grad als Korrespondenz der beiden Ebenen. 


3. Die Projektionen von I,, F,, ... auf E seien Kurven K; f,-ten Grades; 
die Projektionen auf e seien 2 dimensional ausgebreitet. K; sind Fundamental- 
kurven 1. Art; ihre Beriihrungsvielfachheit mit den Kurven F = 0 sei yj. 
Jeder Punkt P von K; ist durch J’; mit den Punkten einer Kurve kp vom 
Grade ¢; verknipft. Die Gradzahlen von I’; seien C;,, ¢;- 

C; ist nun die Anzahl der Kurven kp, die durch einen festen Punkt 2° 
von é gehen; oder: C; ist die Anzahl der. Beriihrungspunkte einer bestimmten 
Art zwischen F (X, %°) = 0 und K,. 

¢; ist das Produkt ¢; = ¢;-¢; der Grade von K; und kp. Wir schneiden 
zum Beweis wieder mit einer Ebene e der gemischten Art. e schneide E und 
é je wieder in einer Geraden G und g. Der eine Punkt eines vermége J’; und e 
verknipften Punktepaares hat die Wah! zwischen den ¢; Schnittpunkten von 
G und K;. Hat er gewahit, so hat der andere noch die Wahl zwischen den 
¢,-Schnittpunkten von kp mit g. 

Die kleine Gradzahl von J’; ist nicht definiert, da jede Ebene der kleinen 
Art J’; in einer ganzen Kurve kp schneidet. 
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4. haben wir Fundamentalkurven 1. Art in e zu behandeln. }; seien 
ihre Beriihrungsordnungen mit den Kurven F =0. Die groBe Gradzahl 
existiert nicht; die mittlere €; und kleine c; ist entsprechend Fall 3 zu be- 
rechnen. 

5. Die Projektionen von 0,, @,,... in beide Ebenen mégen Kurven K; 
und k; von den Graden D; und 6; ergeben. Es sind Fundamentalkurven 2. Art. 
6; sei die in §11 erwahnte Schnittvielfachheit von F = 0 und A = 0 auf 
ihnen. Eine grofe und kleine Gradzahl existiert nicht. Die mittlere 9; - 0; 
ist gleich dem Produkt der Ordnungen von K; und k;. Der Beweis hierfiir 
lauft genau wie in Fall 3. 

Ae seien die Basispunkte der Kurven F (X, %°) = 0 in E, K; 
ihre Vielfachheiten. Die groBbe Gradzah! der zugehérigen Mannigfaltigkeiten 
ist 1; denn die Ebene £ von grofer Art schneidet diese in dem einen Punkt P;. 
Die andern Gradzahlen sind Null. 

, as seien die Basispunkte der Kurven F (X°, Z) = 0 in e, k; 
ihre Vielfachheiten. Hier verschwinden die mittlere und die groBe Gradzahl, 
wahrend die kleine 1 ist. 

Versehen wir nun diese Gradzahlen mit den richtigen Koeffizienten und 
addieren, so wird: 


Pi» P 


3M (M—1) = Sia, A, +6B4+2B42 Si y,C; +25 K;%) 
3m (m — 1) Dia a, +664 26 + 25 Hie 2 Dd’ k; *) 
3M (m—1)+3m(M—1) = ¥ 4,0, + ¥ 68; +2 8)6,+2D ye; 
2D VG: + L 4D; d; 


Ist die Transformation insbesondere birational, so sind keine Verzweigungs- 
mannigfaltigkeiten vorhanden; die Anzahl 6 der Doppelpunkte wird 
4 (m— 1) (m — 2) und B= } (M — 1) (M — 2). Die ersten Formeln 
werden zu 

6(M—1)=2B4+23S y¥,0,;4+2)3 K; 


6 (m—1) = 26423 7,¢,4+25 k;. 
Die ersten beiden Formeln entsprechen den bekannten Beziehungen zwischen 
Anzahl und Vielfachheit der Basispunkte und dem Grad einer Cremona- 
Transformation. Die dritte Formel liefert Abschatzungen fiir Grade und 
Anzahlen der Fundamentalkurven, wenn die beiden Grade der Transformation 
gegeben sind. 


%) K; und &k; sind die in 6. und 7. betrachteten Vielfachheiten. 


(Eingegangen am 9. Februar 1949.) 
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